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[07b] 

fiTliOe  GÉNÉRALE  DES  LENTriLRS  ÉPAISSES 
AUMOYENDEL'IlOlHOfilUPHIE; 

l'*R   M.    André   VICAIRE   (i). 


La  plupart  dus  proprîélûs  et  des  foraiiiles  qu'on  ren- 
contre dans  la  théorie  étéinentaîre  des  lentilles  se 
déduisent  immédiatement  et  avec  une  grande  généralilé 
de  ce  seul  fait  :  un  point  lumineux  a  pour  image,  dans 
un  dioptre,  un  seul  point  situé  sur  le  même  diamètre 
que  lui;  et  deux  points  distincts  ont  pour  images  des 
points  distincts. 

J'établis  directement  cette  proposition,  comme  dans 
tous  les  cours,  en  supposant,  bien  entendu,  l'ouverture 
du  dioptre  très  faible.  D'après  cela,  si  l'on  considère  un 
système  de  dioptres  ayant  leurs  centres  sur  un  même 
axe,  un  point  lumineux  P  sîuié  sur  l'axe  aura  pour 
limite  un  point  P'  situé  sur  le  même  axe  et  lui  cor- 
respondant homograpliiquemeni. 

Soient  A,  A'  deux  points  de  l'axe;  [losons 
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(6) 
X  et  a/  sont  liés  par  une  relation  d'iiomograpiiie 

faisant  xf  îiidiii,  on  en  tire 

Le  point  F  correspondant  à  cette  valeur  de  a:  est 
appelé yÔT'er.  C'est  le  point  lumineux  dont  l'image  est 

Démente,  pour  x  infini. 


Le  point  F'  correspondant  est  le  second  foyer  ;  c'est 
l'image  du  point  situé  à  l'înlini. 

D'après  le  principe  du  retour  inverse,  si  les  rayons  se 
propageaient  en  sens  contraire,  F  serait  l'image  du  point 
n  l'infini  et  F'  aurait  ce  point  pour  image. 

La  formule  générale  prend  une  forme  plus  simple,  si 
l'on  clioisît  des  origines  particulières.  Prenons  pour 
A  et  A'  un  point  et  son  image.  Dans  ce  cas, 


a  forme  Lien  connue 


Prenons  pour  origines  les  foyers  ^  =:  o,  Y  =  oi  la 
formule  devient 

forme  de  Newton. 

J'établis  ensuite  l'existence  des  plans  principaux. 

Soit  PI  un  rayon  lumineux  issu  du  point  P  de  l'axe. 
Après  réfraution  dans  les  dilTércnls  dioptrcs  du  système, 
il  sort  suivant  PT.  Les  deux  rayons  se  coupent  en  M. 


i 
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(  7) 
1*1,  !*'['  m  correspoiiilt;iil  lioiiiogi'aplii<)U(;nient.  Donc 
quand  PI  tourne  autour  de  P,  en  restant  dans  le  plan 
dnia  figure,  le  lieu  de  M  est  une  conique.  Cette  conique 
se  décompose,  i^ar,  lorsque  PI  se  confond  avec  l'axe, 
P'I'  se  confond  avec  lui.  L'axe  fait  donc  partie  du  lieu. 
Le  reste  du  lien  est  une' droite  qui,  par  symétrie,  esi 
perpendiculaire  à  l'uxe.  Dans  l'espace,  c'est  un  plan 
perpendiculaire  n  l'axe.  Ce  plan  est  le  plan  principal 
relatif  au  poinl  I'.  On  réserve  d'ordinaire  celle  dénomi- 


nation aux  plans  relatifs  au  foj'er  F  et  au  [miiiL  ;i 
l'infini. 

A  un  point  lumineux  correspond  un  seul  plan  prin- 
cipal. Pour  la  réciproque,  deux  cas  seulement  se  pré- 
sentent :  tous  les  points  lumineux  ont  mùme  plan 
principal  (lentilles  minces);  ou  ils  ont  des  plans  prin- 
cipaux distincts  (lentilles  épaisses). 

Supposons,  en  eifei,  que  deux  points  P  et  f  aient 
même  plan  principal.  Soit  M  un  point  de  ce  plan.  Les 
ravous  PM,  uM  ressorteni  suivant  MP',  M»'.  Donc, 
M  est  à  lui-même  sou  image.  Soit  R  un  troisième  point 
quelconque  pris  sur  l'axe.  Le  rayon  RM  sortira  suivant 
MR';  M  est  donc  un  point  du  plan  principal  deR^  et  le 
plan  se  confond  avec  celui  de  P  et  de  o. 


'   Cas  des  lentUlfs 


.  —  Le  poinl  où  le  plan 
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(8) 
principal  unique  rencontre  l'axe  est  un  point  double  de 
l'homographie  des  points  et  de  leurs  images,  puisquet 
d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  il  est  k  lui-même  son 
image.  Soit  C  l'autre  point  double;  c'est  un  centre 
optique.  En  e£Fet,  soient  CM  un  rayon  incident,  M  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  principal.  En  sortant,  il 
doit  passer  par  C  et  par  M  ;  donc,  il  passe  sans  déviation. 

3°  Cas  des  lentilles  épaisses.  —  Soît  îi  Je  point  où  le 
plan  principal  de  P  rencontre  l'axe.  P  et  7t  se  corres- 
pondent homographiquemcnt.  Quand  tc  s'en  va  à  l'in- 
fini, P  vient  en  un  point  IV  qu'on  appelle  point  nodal. 

Tous  les  rayons  passant  par  N  ressortent  parallè- 
lement à  leur  direction  primitive,  en  passaut  par 
l'image  N'  de  N,  N'  est  le  second  point  nadal.  11  joue  le 
rôle  de  N  quand  la  lumière  se  propage  en  sens  inverse. 

Les  deux  points  doubles  de  l'homographie  considérée 
en  dernier  lieu  sont  les  points  de  Bravais,  Il  est  clair 
qu'ils  sont  à  eux-mêmes  leurs  images. 

On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  les  construc- 
tions usuelles. 


[E5] 

SUR  UniB  QIBSTION  DE  LICENCE  C); 

Pau  m.  V.  JAMET. 


Etude  de  l'intégiale 
(•  )  Ënonci;  dans  le  nujuorn  de  man  iKçi'i,  p,  1Î7. 
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(  !)) 
prise  le  long  du  contour  formé  de  deux  demi-clrconfé- 
rences  de  rayons  K  et  r,  ayant  Corigine  pour  centre 
commun  et  reliées  par    les  portions  de  l'axe   réel 
quelles  interceptent  entre  elles. 

On  supposera  a  et  b  réels  et  positifs. 

En  faisant  tendre  R  vers  F  infini  et  r  vers  zéro,  on 
déduira  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


r. 


(3  et  ^  réels).  (Rennes,  session  de  novembre  1895.) 

1.  Évidemment,  on  doit  supposer  les  deux  demi-cir- 
coiifërences  tracées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  réel; 
sans  quoi  le  contour  d'intégration  ne  renfermerait  au- 
cun point  critique  de  la  fonction  sous  le  signe  /  •  et 
l'intégrale  proposée  serait  constamment  nulle. 

S.  Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  aura  la  même 
valeur  que  si  elle  était  calculée  tout  le  long  d'un  cercle 
ajant  pour  centre  l'origine.  Mais  alors  on  voit  qu'elle 
est  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  a  =  o,  la  dérivée, 
par  rapport  à  a,  de  l'intégrale 


calculée  tout  le  long  d'un  cercle  ayant  x  pour  centre. 
Or  cette  dernière  fonction  est  égale  à 


sa  dérivée,  par  rapport  à  x,  est 
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(  ■■>) 

Pour  a  t^  o,  «lie  devient 

iT.(b-a). 
Telle  est  donc  la  valeur  de  l'inlégralc  proposée. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  demi-circon- 
férence de  rayon  R  est  tracée  du  cdté  des^  positifs  ;  je 
dis  que  si  R  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  partie  de 
l'intégrale  proposée  qui  se  rapporte  à  cette  circonfé- 
rence tend  vers  zéro.  En  cITet,  si  l'on  pose 

-  =  .T--i-^(  =  R(cos8-i-isinO). 
l'intégrale 


/Ç*. 


calculée  tout  le  long  de  «.-elle  domi-circonféreuco,  est 
égale 

-01  M. 


iX  "- 


(On  suppose  la  demi-circonférence  parcourue  dans  le 
sens  positif.  ) 

La  somme  des  modules  de  ses  éléments  est 


cl,  comme  a  el  y  sont  positifs,  le  facteur  e'^''T  ne  dé- 
passe jamais  l'unité.  Donc  l'expression  (B)  est  infé- 
rieure à 


et  ~  est,  a  fortiori,  supérieure  au  module   de  1 
gralc(A).  De  même  l'iiilégralc 
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(  '■  ) 

calculée  louL  te  long  de  la  même  demi-circonrércncc,  a 
un  module  inférieur  à  ^i  et  eniiti,  l'intégrale 

calculée  tout  le  long  du   même  contour,   a  un  module 
inférieur  à  -^-  c.  q.  f.  n. 

-i.  Je  suppose  maintenant  la  de  mi -circonférence  de 
rayon  r  parcourue  dans  le  sens  négatif  et  Je  me  propose 
de  calculer  la  limîie  vers  laquelle  tend  l'intégrale  pro- 
posée, calculée  tout  le  long  de  cette  demi-circonférence, 
(juand  I'  tend  vers  zéro.  A  cet  elTet,  j'observe  <]ue  la 
fonction  sous  le  signe   /  'est  égale  à 


La  série  écrite  sous  le  signe  X  est  uniformément  con- 
vergente, quand  le  module  de  z  varie  de  o  à  nn  nombre  o, 
qu'on  peut  supposer  supérieur  à  r.  De  plus,  sî  dans  le 
terme  général  on  remplace  r  par  re^',  et  qu'on  intègre 
terme  à  terme,  en  faisant  varier  8  de  ît  à  ait,  on  trouve 
une  série  convergente,  car  son  terme  général  est 

et  le  module  de  ce  terme  est  inférieur  au  terme  général 
d'une  série  convergente,  savoir 


Donc  la  série  écrite  sous  le  sif 


ie\  donne 
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(  ") 

iulégrale  «gale  à  la  somme  d'une  série  couvcrgeiitc, 
s'annulant  avec  r.  Seul,  le  terme  en  dehors  du  signe  X 
donne  lieu  A  une  intégrale  différente  de  zéro,  savoir 

_  2  r     (a  — b)  M  =  ■}.-!:{/>  — a). 

3.  Il  en  résulte  que  l'intégrale  proposée,  calculée  K; 
long  des  deux  segments  CI),  AB,  qui  relient  entre  i-lles 


les  deux  deiui-circonféreuces  données,  tend  vers  une 
limite  égale  à  rexcès  de  l'intégrale  totale  4"(^  —  i)- 
Donc,  en  faisant  varier  x  par  des  valeurs  réelles,  on 
trouvera 

et  parcouséqueiit 

(Cl  /  \,  dx  =  2T.t  h^„), 

Or  la  formule  (c)  se  transforme  comme  il  suit 
Si  l'on  suppose  h ';>  a,  ou  pourra  uoncliirir  que» 
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élanl  positifs  l'un  cl  l'auipu,  mais  x  étant  <  'fi. 


C'^^ 


Si  b  est  inférieur  À  a,  ou  pourra  coiulure  encore  qui 
i  a  est  négatif  et  fi  positif 


Si  a  el  ^  sont  négatifs,  on  posera  a  =:  —  2',  fi  =  —  ^', 
el  l'on  trouvera 

3t'  étant  supposé  <  ^'. 

6.  La  formule  (D)<!onnelieu  à  des  considérations  du 
niùme  ordre.  Elle  se  transforme  comme  il  suit 

D'ailleurs,  dans  l'intégrale 

on  peut  toujours  regai-der  p  comme  positif,  et  l'on  en 
conclut  que  cette  intégrale  est  nulle  pour  tout  système 
de  valeurs  réelles  de  ot  et  de  p. 


[K2e]  [Ki6b] 

QilBLQUBS  THÉORÉMKS  »8  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  g.  GALLUGCI, 
Élive  de  rUniversitii  de  Naples. 


1 .  Si  G  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  n 
points Kf^ki, ...,  A„  d'an  cercle  O  {ou d' une sffhèie O) , 
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pour  chaque  point  M  de  la  droite  (ou  <ht  plan)  qui  passe 
par  O  perpendiculairement  à  GAj{i  ^^  i,  3,  . .  -,  «), 
on  a 

(I)  MÂ?=  ^(mAiV  MÂi+.  .  .-I-  ÎÎÏÂ'). 

Si  X,  y, ,  x-2  ji,  . . .  ,x„y„  soiil  les  cuortioniiéus  des 
points  A,,  A3,  ....  A«  ra})portés  »  uu  sj'stème  d'axvs 
rectangulaires,  pour  tous  les  points  M{x,jj)  qui  véiï- 
fienl  la  relation  (1),  on  a 


{y~X.,y. 


Le  lieu  (lu  point  M  est  donc  une  droite.  Cette  droite 
passe  évidemment  par  O  «t  elle  est  perpendiculaire  à  la 
droite  GA/  «jui  joint  les  deux  points  A/(x„  yi)  et 


.((-r-. 

r,)'  + 

^y-yo'] 

=  (^- 

-x,y 

-^(y-yi) 

'-Î- 

,..-Hj:- 

■  X„)'-i- 

et, 

,  après 

lesn 

^duclioiis 

a^ 

(n^,- 

■Xi—, 

■  ■  — ■!■„)-(-■ 

ly( 

«J-— ^. 

-^.-. 

— 

{n^J 

-:rî-...- 

-ï-' 

:+«/?- 

J»-!  — - 

Par  un  calcul  analogue  ou  démontre  le  théorème  dans 

ConoLLAinii.  —  Le  cercle  décrit  sur  OG  comme  dia- 
mètre coupe  chaque  droite  G  Ai  en  un  point  P,  dont  le 
carré  de  la  distance  à  Ai  est  moyenne  arithmétique 
entre  les  carrés  des  dislances  aux  autres  n  —  1  points. 

On  [»eul  aussi  déduire  ce  corollaire  d'un  tliéoi'ètne 
trè&  connu  sur  le  cercle  OG,  qui  est  le  lieu  des  points  P 
dont  la  puissance,  par  rapport  au  cercle  O,  esc 

~(i'Â,'+PÂ^'^^...-+-ï\C').        (LUSAM.) 

2.   h'n  particulier,  si,  dans  un  lélrairdre  ABOD,  on 
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conduit  par  le  cuntru  O  de  la  sphère  circonscrite  Iti 
plan  perpendiculaire  à  la  médiane  Ati  correspondant 
à   /i  face  BCD,  pour   chaque  point   M  de   ce  plan, 

âm'=  {(  bm'-t- cÂî  Vdw',»' 

On  peui  démontrer  directement  ce  tliéorènie  en  fai- 
sant usage  dti  lemme  suivant  :  Si  G'  est  le  centre  de 
gravité  de  la  face  BCD  d'un  tétraèdre  ABCD  on  a 

(x)    ÂB'-t-ÂG'+ AD'=  3Âg'+  iimy'H-Cu'+ÏJB''). 

lUufïitd'appliquerceilcrorinuleauxlétraèdrcsOBCD, 
M  BCD. 

Pour  le  triangle  plan,  on  a  le  tliêorème  analogue  qui 
se  démontre  très  facilement. 

3.  De  la  formule  (2)  un  peut  aussi  déduire  aisénient 
les  deux  tliéorè mes  suivants  : 

i"  Les  tétraèdres  qui  ont  un  sommet  fixe,  le  même 
barjcenlre  et  la  somme  des  carrés  des  arêtes  qui  abou- 
tissent au  sommet  fixe  constante,  ont  les  centres  des 
sphères  circonscrites  sur  un  plan  fixe. 

a"  Les  tétraiidres  qui  ont  un  sommet  fixe  A  et  les 
autres  sommets  BCD  sur  une  sphère  O,  de  manière  que 
AB  -h  AC  -t- Al>  =const.,  ont  leurs  haijcentre's  sur 
un  plan  fixe. 

Pour  le  triangle  plan ,  oti  a 

1"  Les  triangles  qui  ont  même  barjcenlre,  un  som- 
met fixe  et  la  somme  des  carrés  des  cotés  qui  y  con- 
courent constante  ont  les  centres  des  cercles  circonscrits 
sur  une  droite  fixe. 

a"  J>ï  triangles  qui  ont  un  sommet  fixe  A  et  les 
autres  soinmets  liC  sur  un  cercle  O,  de  manière  que 


Dçiilizedbv  Google 


(    '6  ) 

AB  +  AC    soit  constant,  ont  leias  baiy centres  sur  une 
droite  Jixe. 

Ce  dernier  llivorèmc  est  la  généralisalîon  d'un  théo- 
rème de  Jamet  (Question  137  du  Maihesis). 

4.  Les  théorèmes  doiniés  précédemment  pour  le 
triangle  plan  peuvent  s'étendre  au  triangle  sphérïque, 
avec  les  modifications  convenables.  Je  me  limite  à  don- 
ner les  énoncés  : 

1°  Si  dans  iin  triangle  sphéritfue  ABC  on  conduil 
par  le  centre  {sphérïque)  O  du  cercle  circonscrit  te 
grand  cercle  perpendiculaire  à  ta  médiane  AG  cor- 
respondant au  côte'  BC,  pour  chaque  point  M  de  ce 
grand  cercle,  on  a 

cnsMA  =  J(cosMB-t-cnsMC). 

a"  On  considère  tous  les  triangles  sphérit/ues  ABC 
qui  ont  un  sommet  fixe  et  tels  que 

cos  AB  -H  cosAC  =  consi  ; 

si  te  milieu  G  de  BC  est  jixe,  te  lieu  du  centre  sphé- 
rïque du  cercle  circonscrit  est  un  grand  cercle  perpen- 
diculaire AG,  et  site  centre  sphérïque  du  cercle  cii- 
conscrit  O  est  fixe,  le  lieu  du  milieu  M  de  BC  est  un 
grand  cercle  perpendiculaire  AO. 

S.  Si  dans  un  tétraèdre  ABHD  on  conduit  les  plans  a, , 
Mj,  a,,  «1  perpendiculaires  respectivement  aux  milieux 
des  deux  couples  d'arêtes  opposées  AB,  CD;  AC,  DB, 
les  droites  «taj,  aja»  sont  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  MN  qui  joint  les  milieux  des  deux 
autres  arêtes. 
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Kii  effet,    pour  cliaque  point  P   de  la  droite  ><  ott, 


on  a 

PÂ*=!PC' 
ou  bien 

Pb'  =  PD 

pâVpd' 

^Tn-hrc, 

et,  par  conséquent, 

Pm'-i-Ah' 

^pn'-hbîn' 

et  de  luùine  pour  cliaque  point  de  ccia,-  Donc  ces  deux 
droites  sont  dans  un  plan  qui  est  le  plan  anliradical 
(plan  syméti'ique  du  plan  radical  par  rapport  au  milieu 
de  la  centrale)  des  deux  sphères  dédites  sur  AD,  BC 
comme  diamètres.  Ce  plan  jiasse  par  O,  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  et  si  l'on  observe  que 
l'orthocenlre  H  est  le  svniéLiique  de  O  par  rapport  an 
milieu  de  MIS  (barjcentre),  ou  a  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  léliaèdre,  les  plans  radicaux  des  trois 
couples  de  sphères  décrites  sur  les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  comme  diamètres  se  coupent  en  un  point  H 
i/uiest  l'orthocenlre  du  tétraèdre. 

Eu  appliquant  ce  théorème,  ou  trouve  que  si  un  té- 
traèdre est  tel  qu'il  existe  un  point  d'égale  puissance  par 
rapport  aux  six  sphères  décrites  sur  les  arêtes  comme 
diamètres,  le  tétraèdre  est  orlbologîque  et  le  point  est 
son  urthoceutre.  La  réciproque  est  presque  évidente. 

6.  Des  coHsidéraiions  analogues  à  celles  du  numéro 
précédent  conduisent,  pour  le  quadrangle  plan,  au 
théorème  suivant  : 

Si  A',  B',  C,  D*  sont  les  centres  des  cercles  circonscrit» 
aux  triangles  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  d'un  quadrangle 
ABCD,  les  côtés  du  triangle  diagonal  du  quadrangle 

Aan.  de  MalMinnI.,  3'  série,  l.  XVI.  (Janvier  1897,)  ^ 
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A'B'C'D'  sont  perpendiculaires  aux  médianes  du  ijua- 
drangle  ABCD  (droites  qui  joignent  les  milieux  de 
deux  côtés  opposés). 

On  a  le  même  théorème  pour  le  quadrangle  sphé- 
rique. 


LICENCE  ES  SCrSKCES  MATaÉNATIQUES. 


SESSION  DE  JUILLET  1896.  —  COMPOSITIONS. 


l 


On  considère  l'intégrale  curviligne 

-ba'){xdy—ydx) 


i-by)''-\-(a'x-i-b'y)'>- 


prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'une  cotirbe  C,  en- 
tourant l'origine  et  où  a,  A,  a',  b'  désignent  des  con- 
stantes réelles. 

Montrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale  ne  dépend 
pas  de  la  courbe  C,  et  trouver  cette  valeur. 

L'expression  à  intégrer  est  la  dilTérentielle  totale  de 
la  fonction 

arctting ^, 

qui  nedépeud  visiblement  que  de  la  seule  variable^  :a;. 
Si  donc  on  pose  x=  fcosO,j-=  rsinQ,  l'intégrale  cher- 
chée J  aura  pour  valeur  la  variation  qu'éprouve  la  fonc- 
tion 

/         a'cos8-i-6'!inB\ 
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quand  6  vaiîo  de  zéro  à  2Tt.  Or,  cette  fonclion  est  crois- 
sante si  ab'  —  6a'>o,  décroissante  si  ah' — 6a'<o; 
et,  étant  doiinée  une  valeur  quelconque  m,  la  fraction  u 


I  compris 


acquiert  cette  valeur  m  pour  deux  < 
entre  zéro  et  21:.  Par  suite,  la  variation  de  arc  langu 
est  égale  à  an.  Si  donc  ab' —  èfl'>-o,  ouaJ  =  2ît;  si 
tib'  —  &«'<;  o,  on  a  J:=  —  21:. 


II.  Une  surface  est  rapportée  à  trois  axes  de  coor 
données  rectangulaires ,  et  les  coordonnées  X^y,  z  d'iii 
point  variable  decette  surface  sont  exprimées  en  font 
tion  de  deux  paramètres  u  et  v.  On  suppose,  de  plus 


eVo 


1  identiqui 


I  "  On  démontrera  que  les  lignes  de  courbure  de  cello 
surface  sont  données  par  les  équations 


2"  Dans  le  cas  particulier  oit  x=  u,  trouver  les  ex- 
pressions générales  des  fonctions  y  et  =  de  u  et  u,  satis- 
faisant aux  équations  (i)  et  {2). 

L'équation  (i)  exprime  que  le  réseau  formé  par  les 
courbes  u  ^  coust.,  v  =  const.  est  orthogonal  ;  l'équa- 
tion (2)  exprime  que  ce  réseau  est  conjugué,  K  est  donc 
constitué  par  les  lignes  de  courbure. 

Quand  x^  u,  l'intégration  de  l'équation  (a)  donne 
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(3)  g  +  V,g=o. 

Subslîluant  ilans  (i),  simplîGant  el  intégrant,  on 
irouve 

(4)  r  =  v,z  +  v,. 

Portanty  dans  (3)  et  intégrant,  on  obtient 

(5)  «/r:rv[=u-  /V ^!^—  d\,. 

Dans  ces  diverses  formules,  V,  et  V,  sont  des  fonc- 
tions arbitraires  de  c,  et  U  est  une  fonction  arbitraire 
de  u.  Si  l'on  pose 

V,  =  langip,        Vjcosy'cosç  =  V, 
on  donne  aisément  aux  expressions  de  z  el  jf ,  tirées 
de  (5)  et  (4  )i  les  formes  suivantes 

.  =  («-^V)co,,-^.i„T, 

ce  qui  permet  <ie  prendre  pour  <b  le  paramètre  c  lui- 
même.  On  trouve  ainsi  les  surfaces  moulures.  (  foir  le 
Problème  proposé  à  la  Licence  en  juillet  i8çi5,J\'ouveUtts 
annales,  "p.  29-3o;  1896.) 

III.  (ÉtÈvEs  DE  l'Ecoie  normale).  —  1°  Intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partieites  des  surfaces  dont  la 
normale  reste  tangente  à  une  sphère  donnée. 

■i"  Démontrer  que  l'un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  se  compose  de  développantes  de  cercle. 

3°  Démontrer  que  les  lignes  de  courbure  du  second 
sjslème  sont  sphériqiies. 
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La  quesiioD  est  empruotée  à  Monge  {Application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie,  art.  XXIII,  De  la  surface 
courbe  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une 
même  sphère).  Nous  engageons  vivement  nos  lecteurs  à 
étudier  le  beau  Chapitre  où  elle  est  résolue. 

MtcANiQUE.  —  \.  Étudier  le  mouvement  d'un  disque 
circulaire  plan,  homogène,  infiniment  mince,  deux 
points  diamétralement  opposés  de  sa  circonférence 
étant  assujettis  à  décrire  respectivement  deux  droites 
rectangulaires  concourantes  Ox  etOz.  On  admet  qu'il 
n'y  a  pas  d'autres  forces  extérieures  que  les  réactions 
des  droites  Ox  et  Oz,  qui  sont  supposées  normales  à 
ces  droites. 

Si  l'on  appelle  <p  l'angle  du  plan  du  disque  avec  le 
plan  zOx,  9  l'angle  de  Oz  avec  le  diamètre  dont  les 
extrémités  décrivent  Ox  cl  Oz,  R  le  ra^on  du  disque, 
M  sa  masse,  T  la  force  vive,  on  ti-ouvc 


en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rap- 
port au  temps. 

Le  travail  des  forces  étant  nul,  on  a  d'abord  l'inté- 
grale 

(5-(-cos*ip)*'*-'-'î'*=<:onst.=  A        (A>o), 

et,  de  plus,  la  dérivée  de  T  par  rapport  à  0  étant  nulle, 
l'une  des  équations  de  Lagrange  montre  que  ^  est 
constant  ;  d'où 

(5-1-  cos»o|e'=  consl.ï=  A. 
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-A»-i- Acos>ô 


rfe  = 


Arfy 


Si  5A  —  A*  >  o,  œ  varie  toujours  dans  I«  inôinc  sens, 
ainsi  que  0. 

Si  5A  —  A'^=o,  ç  teiiil  vers  ±:  -  pour  (  infini; 
0  prend  toutes  les  valeurs  |>ossil)les- 

Si  5A  —  A*<o,  le  plan  du  disque  oscille  de  part  et 
d'autre  du  plan  zOx;  d  varie  toujours  dans  le  même 
sens. 

U.  On  donne  dans  un  plan  deux  droites  OA.OA' 
auxquelles  sont  respectivement  tangents  deux  cercles 
égaux  C  et  C.  Les  cercles  sont  primitivement  sj  mé- 
triques l'un  de  l'autre  par  rapport  à  la  bissectrice  Oz 
de  l'angle  AO  A'.  On  fait  rouler  les  cercles  C  et  C  sur 
les  droites  OA,  OA'  avec  la  même  vitesse  angulaire 
constante  u. 

Quelles  sont  tes  courbes  liées  invariablement  aux 
cercles  C  et  G  qui,  dans  le  mouvement  relatif  de  ces 
cercles,  roulent  l'une  sur  l'autre  sans  glisser? 

Ilj  a  lieu  de  distinguer  le  cas  oii  les  cercles  C  et  C 
tournent  avec  des  sens'  contraires  de  celui  où  ils  tour- 
nent dans  le  même  sens.  Qu'arrive-t-il  dans  ce  der- 
nier cas?  Comment  peut-on  alors  définir  le  mouve- 
ment ? 

1°  Supposons  d'abord  les  rotatinnsdc  sens  contraire; 
les  deux  cercles  [esteront  symétriques  par  rapport  âO^. 
Le  mouvement  relalifde  l'un  par  rapport  à  l'autre  sera 
une    rotation    de   viiesse  angulaire    fi  m,    autour   de  I, 
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milieu  de  A  A'.  Soieut  R  le  i-ayou  des  deux  cercles,  aa 
l'angle  AOA'.  B  le  point  dr  Oz  situé  à  la  distance  R 


des  detix  côtés  de  cet  aiigic  On  a 


=  (CB  +  R  u)f«)sina-t-  R  cosa  =  CB  sina. 

Mais  si  l'on  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  C 
est  en  B,  on  aura 

CB  -  R(u(, 
d'où 


('eite  relation  définit  une  développante  du  cercle  de 
rayon  Rsina  =  Cr>.  La  base  sur  laquelle  roule  le  Heu 
du  point  I  est  une  courbe  égale  à  celle-ci  ;  elles  restent 
symétriques  par  rapport  à  Oa. 

2"  Si  les  rotations  des  deux  cercles  sont  de  même 
sens,  elles  équivalent  pour  le  mouvemcni  relatif  A  une 
transi  al  io>i  perpendiculaire  à  A  A'  et  de  vitesse  constam- 
ment croissan  te  w .  A  A'. 

III.  (Élèves  he  l'Kcole  kormale).  Un  cylindre  do 
révolution  homogène,  pesant,  de  masse  m  est  couche' 
sur  un  plan  horizontal  SO'/i,  sur  lequel  il  peut  glisser 
sans  frottement  ;  suivant  l'axe  de  ce  cylindre  est  percé 
un  canal  de  section  injiniment  petite,  dans  letjiiel  se 
trouve  un  point  pesant   de  même  masse  m,  pouvant 
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glisser  sans  frollemeul  le  loii^  tlu  canal.  Etudier  le 
mouvement  du  sjslèmc  en  supposant  le  cylindre  lancé 
sur  le  plan. 

IV.  (Klèves  riF  l'Kcolf,  normale).  Soient  M  un  point 
d'unejigure  plane  tiifariable.  M' le  centre  de  courbure 
de  sa  trajectoire,  I  le  centre  instantané  de  rotation. 
Rappeler  In  démonstration  de  ce  Théorème  classique: 

L'axe  radical  du  cercle  de  centre  M  et  de  rayonMl 
et  du  cercle  décrit  sur  M  M'  comme  diamètre  passe  par 
un  point  K' qui  est  fixe,  c'est-à-dire  indépendant  du 
point  M  choisi  ;  de  plus,  ce  point  K  est  situé  sur  In  nor- 
male commune  aux  deuor  roulettes  Jixe  et  mobile. 

jdppliquer  cette  proposition  au  problème  suivant  ; 

Une  tige  AB  s'articule  en  un  de  ses  points  C  à  l'ex- 
trémité d'une  manivelle  OC,  qui  est  libre  de  tourner 
autour  de  son   autre   extrémité  O.    On  assujettit   le 


point  A  à  décrire  une  courbe  a;  le  point  B  en  décrit 
une  autre  ^. 

i"  Connaissant  la  normale  à  la  courbe  a,  construire 
le  centre  instantané  i  de  la  tige  A  li,  la  normale  à  la 
courbe  ^  et  le  point  oit  la  tige  A  B  touche  son  enve- 
loppe. 

a"  Connaissant  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  a, 
construire  la  normale  aux  deux  courbes  roulettes  ainsi 
que  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  p  et  la  courbe 
de  la  droite  Pi\S. 

Kpreuves  pratiques.  —  I.  On  donne  les  trois  angles 
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DES  MÉTHODES 

DANS  LBS 

SCIENCES  DE  RAISONNEMENT, 

Pas   J.-M.-C.   DUHAMEL, 


Prehighe  Partie  :  Des  Héthodei  commniiei  à  tontes  les  tclenoss  de  rai- 
sonnement. 3'  édiLioD.  In-8;  i885 a  fr.  5o  c. 

Deuxiïhb  Partie  :  Application  des  Hdthodes  à  la  science  des  nombres  et 
à  la  science  de  l'éteDdue.  3-  édition.  ln-H,  hvcc  <1g.  ;  iSf/ 7  fr.  5a  c. 

TflOJsJtui^  PjinTiE  :  Application  de  la  science  des  nombres  à  la  science  de 

l'dtenduo.  s*  édition,  ln-8,  avec  figures;  iSSa 7  fr.  5o  c, 

(jUATRiÈUË  Partie  :  Application  des  Héthodss  gânérales  i  la  science  des 

forces.  !•  édition.  In-e,  avec  ligures;  18B6 7  fr.  So  c. 

CiNQUiBNE  Partie  ;  Essai  d'une  application  des  Hdthodes  à  la  science  de 

l'hDnUBe  moral,  a*  édition.  In-S;  1679 3  fr.  4o  c 

Chaque  Partie  se  vend  séparément. 


EXTRAIT  nE  li'AVAiVT-PnOPOB. 

La  conception  do  cet  Ouvrage  remonte  à  ma  première  jeunesse,  L'esécu- 
\Àaa  en  a  été  souvent  interrompae,  mais  jamais  abandonnée  :  mon  penchanl 
et  mes  rouctiona  mfimea  m'y  ont  toiijour.s  ramené. 

Les  Cours  que  j'avais  suivis  avant  mon  entrée  k  l'École  Polytechnique 
m'avaient  laissé  quelques  obscurités  dans  l'esprit.  Les  Cours  pluj  élevés  da 
l'École  ne  les  éclairclrent  point  et  en  (it^nt  naître  de  nouvelles.  Quoique  ces 
difficultés  ne  parussent  point  inquiéter  autant  aue  moi  la  plupart  de  mes 
coDdieciples,  je  reconnaissais  facilement  qu'ils  ne  les  pouvaient  lever  quand 
elles  leur  étaient  proposées  ;  et  je  dus  penser  ijua  mes  doutes  avaient  quel- 

ri  chose  de  fondé,  et  que  sur  ces  points  l'enseignement  manquait  au  moins 
précision,  et  quelquefois  peut-être  de  franchise. 

Le  licenciement  général  de  l'École  Polytechnique  en  i8i6,  en  m'obliBeani 
à  abandonner  la  série  des  études  des  Écoles  d'application,  me  permit  ae  me 
livrer  de  bonne  heure  &  mes  réflexions  sur  ces  points  délicats.  LÀ  carrièri' 
àe  l'enBeignement,  que  j'adoptai,  m'en  faisait  même  une  obligation;  car  je 
n'aureis  jamais  pu  affirmer  des  choses  qui  m'auraient  laissé  quelque  dout«. 
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-  2  — 
Et  il  ne  m'aanùt  pas  suffi  Don  plus  d'avoir  la  conviction  de  leur  exactitude, 
il  fallsEl  que  les  élèves  l'eussent  aussi  ;  je  ne  leur  aurais  jamais  donné  la 
conseil  do  d'AJembert  :  Avancez,  et  la  foi  vous  viendra.  Je  devais  donc  com- 
mencer par  lever  pour  moi-même  toutes  les  difficultés,  si  cela  m'était  pos- 
sible, et  ensuite  rendre  l'exposition  assez  claire  et  assez  rigoureuse  pour  que 
ces  dithcuMs  ne  se  présentassent  pas  à  l'esprit  des  élèves. 

Telle  a  été  mon  étude  dans  toute  ma  vie  de  Professeur.  Dans  cette  longue; 
période,  qui  comprend  près  d'un  demi-siècle,  j'ai  formé  un  grand  nombre 
d'élèves,  soit  dans  les  Écoles  préparatoires,  soit  à  l'Ëcole  Normale,  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  et  â  l'Ëcole  Polytechnique,  à  laquelle  je  suis  attaché 
depuis  plus  de  ironie  ans.  Je  n'ai  rien  écrit  sur  la  partie  si  importante  de 
la  science  qui  fait  la  matière  des  examens  d'admission  de  ces  deux  grandes 
tx-o)^;  et  c'est  là  cependant  que  se  présenlont  les  difficultés  les  plus  graves, 
qu'il  importait  tant  de  faire  disparaître.  Je  me  suis  contenté  de  propager 
mes  idées  par  mes  Cours  et  mes  conversations.  Plusieurs  de  mes  élèves,  il 
est  vrai ,  ont  publié  des  ouvrages  élémentaires  destinés  à  l'enseignement  des 
Lycées,  et  adaptés  aux  Programmes  officiels  de  ces  Établissements.  On  n'y 
rencontre  pas,  sans  doute,  les  défectuosités  qui  se  trouvaient  dans  les  Traitas 
qui  les  ont  précédés  :  mais  quelque  prolongé  et  quelque  intime  qu'ait  été 
pour  eux  mon  enseignement,  on  ne  peut  considérer  leurs  Ouvrages  comme 
en  étant  la  fidèle  et  complète  représentation. 

J'aurais  bien  désiré  quo  mes  travaux  et  mes  occupations  me  permissent 
décomposer  un  Cours  élémentaire  complet,  indépendant  de  toute  considéra- 
tion d'examens  elQe  Programmes  officiels.  Dans  l'impossibilité  où  je  me  suis 
trouvé  jusqu'à  présent  de  réaliser  ce  projet,  j'ai  cru  pouvoir  y  suppléer  en 
partie,  et  faire  une  chose  utile,  même  dans  l'état  actuel  de  l'enseignement, 
en  présentant,  avec  le  développement  qu'elles  comportent,  les  théories  géné- 
rales sur  lesquelles  il  est  à  craindre  que  les  élèves  ne  prennent  dos  idée? 
fausses,  ou  au  moins  obscures.  C'est  ce  que  j'ai  déjà  fait  sommairement  dans 
mes  CoursdelaSorbonne  :  c'est  ce  que  je  me  suis  proposé  de  faire  ici  avw 
plus  d'étendue. 

Cet  Ouvrage,  bien  que  commençant  aux  premiers  éléments  des  Mathéma^ 
tiques,  n'est  donc  pas  destiné  à  ceux  qui  n'en  ont  encore  aucune  notion  ;  il 
peut  convenir  aux  élèves  à  qui  ces  matières  sont  déjà  familières,  et  pour 
lesquels  la  partie  philosophique  de  la  science  a  quelque  attrait;  mais  il 
s'adresse  plus  parUculiè rement  à  ceux  qui  professent  et  qui  n'ont  pas  eu 
le  temps  de  faire  toutes  les  réfiexions  qui  noua  ont  été  suggérées  par  de 
longues  méditations  et  par  un  enseignoment  de  près  d'un  demi-sièclo.  Nous 
y  avons  suivi  l'ordre  dans  lequel  la  science  doit  être  e;iposée,  afin  que 
chaque  difficulté,  s'il  y  en  a,  soit  prise  à  sa  naissance  et  éclaircie  au  mo- 
ment où  elle  se  produit.  Rien  n'est  plus  dangereux  en  effet  que  le  séjour 
prolongé  d'une  idée  obscure  dans  l'esprit;  elle  y  laisse  toujours  quelque 
trace,  après  même  que  la  vérité  s'y  est  fait  jour. 

Nous  avons  dû'  passer  rapidement  sur  les  points  qui  ne  peuvent  donner 
lieu  à  aucune  idée  fausse,  et  insister  au  contraire,  plus  même  qu'on  ne  le 
fait  dans  les  Traités  spéciau^i,  sur  ceux  où  il  est  possible  de  s'égarer.  Cet 
Ouvrage,  nous  lo  répétons,  n'est  donc  pas  fait  pour  servir  de  teste  positif  à 
un  Cours  régulier,  mais  il  peut  être  regardé  comme  le  programme  mégale- 
ment  développé  d'un  Cours;  et  nous  désirerions  qu'il  put  donner  naissance 
à  des  Traités  complets,  où  les  matières  seraient  piésentées  dans  le  même 
ordre  et  dans  le  même  esprit,  et  où  ne  so  trouveraient  pas  les  lacunes  que 
nous  avons  laissées  à  dessein. 
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TABIiB   DK9  KIATIÈBES. 

I"  PARTIE,  —  On  Héthodei  commnnflB  à  tontes  les  Scioneei 
Oe  raisonnement. 

I.Da  KAiaomtHBnTIT  DIS  KtEKCU  :  Co  qus  c'e9t  que  rapporu  et  loii.Co  quec'es 
qu'une  lU/r/ut l'on.  Déduction,  raigannsmont.  Comment  se  Tout  lea  déduction* 
D'où  proviennent  le  plus  souTent  les  erreurs  de  raisonnement.  De  l'opcration  in 


la  déduction,  ou  de  la  réduction.  Dos  propositions  rocipro 

fosilions  incDDi  pâli  blés.  Que  du  fum   on  peut  quelqucrois  dédi 
I.  Ca  ODi  c'er  Qs'ena   Bcrcsci   dk  Ktiso»neME:it.  —  III.   Du 


gtlESTioas  gci  se  pkëbbxtext  danb  die  sciesce  di  niisoï^EHKNT  :  Déduction  sans 
but  délcrmiDé.  Démonstration  de  proposition!  éocncées.  Détorminslion  d'une 
cboie  d'après  des  rapports  qu'elle  doit  avoir  avec  des  choses  données.  Domonstni- 
llon  do  la  faussatâ  d'une  proposition.  Recanuallre  si  une  proposition  est  rrole  ou 
raoBse.  —  IV.  BECimncns  de  vïsitïb  nouvelles  HOi  DisicnEES.  —  V.  De  l'ii!1altse: 
Méthode  analytique  pour  la  démonslrntiOD  des  tbéorémes.  Cas  où  la  dépendance 
des  propositions  successires  peut  être  renversée.  Mélhodo  analytique  pour  In  boIu- 
tloD  des  probLàmea.  Que  los  rapports  lubBtituds  doivent  Atre  réciproques  pour  que 
lo  solution  eoil  pnrfaile.  Rmiarqui!  importante.  Caa  oil  les  rapports  subatiluss 
saraiBnliiroploment  des conBéquencci  des  proposés.  Fésamé.  Remarques.  Décom- 
position de  la  question.  Observation.  —  VI.  De  la  STXTnEsE  :  Dénions  Ire  lion  des 
théorèiaes  par  la  méthode  synthétique.  Observation  sur  cette  méthode.  Bénolu-, 
IfoD  des  problèmes  par  la  métbodo  synibéliquo.  Observations  sur  cette  méthode, 
—  VJl.  REï.iROeES  DivEKSES  SDR  CES  MÈtHOOES  :  Emploi  altoroatif  de  l'analyse  et  du 
la  synthèse.  Cas  oA  la  déduction  serait  la  marche  d'Invention.  Application  du 
l'analyse  et  de  la  synthèse  It  des  questions  tirées  de  la  vio  ordinaire.  —  VIII.  CoH- 
titUT  OK  DïHOHTiK  LU  fiussETâ  p'vsG  pnorosLTioH  :  Comment  on  reconnaît  si  une 
proposition  énoncée  est  vraie  ou  fausse.  —  IX.  lUmoDe  de  dëhomstuitio?)  ^in  la 

f.OnSIDtnlTIOK    DU    FSOP0S1TI0.1S    COilTnlIlICTOLRES,     OU     HËTHODE    DE    EADUCTIO^    A     l'aB- 

Tio^s  SUR  l'aNàlvsI  DES  UCIEKS  :  De  la  mélhodo  analytique  d'après  Euclido.  — 
De  la  méthode  analytique  d'après  Puppus.  —  XII.  Des  hi^thodes  de  raiso.i:(ehe:(t, 
ov  DE  LA  LOCIQGE,  CBEi  LES  UODERNBS  :  Opinion  do  Bacon  et  de  Descarles  sur  la  lo- 
Ciqoe.  —  XIJI.  De  la  iooiquc  ac  Pobt-Kovul :  De  la  méthode.  —  XIV.  De  la  lo- 
cl«aB  og  ConDaiic  :   L'analyse  «uiiant  Condillao.  De  l'opinion  de  Condillac,  que 

les  lan^ei  sont  dea  méthodes  analytiques.  De  l'opinion  que  l'arl   '~  ~  ' 

se  réduit   k  une  langue  bien    Taito.   Que  l'opinion  de  l'Identité  Ta 
dence  du  raisonnement.  Conclusioa  do  la  discussloa  précédente. 


Données  premiéi 
Science  dei  nomirei. 
I.  Comment  les  nombres  servent  h  l'oipression  de>  grandeuri.  Lour  nomencla- 
lure.  —  II.  I>e*  premières  opératioas  sur  les  nombres,  et  de  quelques  théorèmes 
qui  s'y  rapportent.  —  III.  Extension  de  l'idée  de  nombre.  Raisons  et  consé- 
quences de  celte  extension.  —  IV.  Extension  de  la  déltnition  des  fractions.  Consé- 
quences. —  V.  Propriéti-is  des  fracUons  éRales.  —  Bèglca  do  trois.  —  VI.  Fractions 
décimales.  Premier  exemple  de  limites  de  qiianlili^s  variables.  —  VII.  Extractions 
de*  raelnes.  —  Nouvallo  extension  donnée  h  l'idée  de  nombre.  —  VIII,  A  quoi 
l'an  cherche  a  ramener  la  solution  de  toutes  les  questions  Bur  les  nombres.  — 
IX.  Exemples  de  problèmes  simples  rèsolbs  par  la  métlioda  analytique.  —  X.  Si- 
gne*  propres  à  simplifier  to  tan[;age  et  l'écriture.  —  XI.  Des  moyens  d'obtenir  la 
^néralité  dans  les  résultats.  —  XII.  Des  opérations  sur  les  quanlités  dont  l'ei. 
preaiion  eit  littérale,  —  XIII.  De  la  mise  en  équation  des  problèinps,  ou  de  leur 
rédaction  au  problème  général  de  U  résolution  des  équations.  —  XIV.  Dea  équa- 
tions dn  premier  degré.  — XV.  Formules  générales  pour  les  divers  cas  que  pré 
^  entent  les  équations  du  premier  degré  a  deux  inconnues.  —  XVI.  Générallsati>,i 
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dw  roraiuln  p*r  nalroduclioD  ilei  qninlités  négallvci.  —  XVII.  Autre»  eiemplM 
de  eii'ii'Bliutioii  par  le*  quintîtéa  néi;Blivcs.  —  XVIII.  De>  quantités  négaiivea 
M  préHSDtant  eamme  solutions.  —  XIX.  De  quelques  lenUtives  de  démOD' 
straCion  relatÏTesBii  calcul  des  quaclités  négatives.  —  \X.  Des  équations  du  second 
degré.  —  XXL  NouTBltc  extension  donnée  aux  exposante.  -_  XXII.  Variables. 
Fonctions.  Continuité.  — XX III.  TranEforroRiion  propre  k  ainiplifier  les  calcula  nu- 
mériques. —  X.X1V.  Mélbode  de  tranarormation  des  ronclioni  et  des  équations, 
par  chingement  ds  Tsriables.  —  XXV.  Méthode  des  coefllcient*  fndélcrmlnét. 
—  XXVI.  Résolution  des  éqaation»  do  troisième  degré.  —  XXVll.  Des  polynômes 
Jomés.  —  XXVIII.  Oe  la  résoltition  des  équations  numériques.  ~  XXIX.  QueU 
,  qaes  probUroes  ajant  pour  objet  la  détermina  lion  d'une  fonction,  d'après  une 
proprUlé  caractéristique.  —  XXX.  Des  séries.  —  XXXI.  De  la  forme  singulière 
sous  laquelle  se  présente  la  baae  da  système  de  logarithmes  de  Neper,  et  de  la 
séria  qui  la  prëseute.  Détermination  de  quelque*  antres  expressions  singulières.  — 
XXXIl.  Déïeloppement  en  série  des  fonotionB  (  i  +x)'  et  logC  i  -i- j:). 

Science  Je  l'étendue. 
I.  Âtablissement  des  premières  propoùUons  de  la  Gtemétrie.  Premiers  Ibéo. 
rèmes  dans  Ira  éléments  d'Euclide.  Des  premiérea  propositions  de  la  Géométrie  de 
Legendre.  Comment  nous  pensons  qu'on  pourrait  établir  les  commencements  de  la 
Géométrie.  Bemarques  générales  sur  les  propesilioDa  précédentes.  —  II.  Mesure 
dw  lignes  droites,  des  angles  et  des  aurraces  des  polygones  rectlllgnes.  Similitude. 
Mesure  des  lignes  âroiles.  De  la  plus  grande  commune  mesure.  Mesure  des 
angles.  Mesure  des  surlaces  planes.  Des  lignes  proportionnelles  et  des  figures  sem- 
blables. Autre  point  de  vue  et  autre  dclinition  do  la  «imilllude.  —  Jll.  De  la  rcso- 
lutioD  des  problèmes.  Exemples.  RéQeiions  sur  la  m  a  rcbo  analytique  sulTledans  la 
résolutloD  des  problèmes  précédents.  De  quelques  méthodes  pour  la  résolut 
s.  nonvBSUi   eiercieee  sur  la  résolution  des  problèr  ~ 


problèmes,  nonvesui  eiercieee  sur  la  résolution  des  problèmes.  —  IV.  Des 
systèmes  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  "  V.  Des  gran- 
deurs dont  la  comparaison  ne  se  ramène  pas  directement  è  la  considératioD  de 
l'égalité.  Méthode  des  limites.  Méthode  des  infiniment  petits.  Surfaces  des  Bgurea 
planes  non  recLilignes.  La  surlace  d'uo  cercle  est  la  limite  de  oelle  de  polygone* 
réguliers  inscrits.  Les  surfaces  de  deux  cercles  sont  entre  elles  comme  tes  carrés 
des  rayons.  MeTBOna  des  lihiies  ■.  Principe  fondamental,  Une  Tariabla  ne  peut 
tendre  «era  deux  limites  différentes.  Comment  on  passa  d'une  relation  entre  de* 
Tariables  k  une  relation  entre  leurs  liuiites.  En  quoi  consiste  la  méthode  des  li~ 
miles.  Diverses  manières  dont  les  quantités  peuvent  être  considérées  comme  limites. 
Des  quanlitéi  considérées  comme  limitea  de  séries.  Dos  quantités  cousidéréee 
comme  limites  de  sommes  d'infiniment  petits.  Des  graiideura  considérées  comme 
limites  de  rapports  d'inDolment  petits.  Principe  fondamental  des  infiniment  petits. 
La  limlle  de  la  somme  ou  du  rapport  de  quantités  infiniment  petites  n'est  pas 
changée  lorsque  l'on  remplace  ces  quantités  par  d'autres,  dont  les  rapports  avec 
elles  ont  respect] Tcment  pour  limite  l'unité.  Autre  manière  d'énoncer  te  même 
principe.  Comment  les  aires  des  courbes  peuTant  toujours  être  considérées  comme 
limites  da  sommes  d'inQnimenl  petits.  Comment  les  volumes  des  corps  peuvent 
toujours  être  considérés  comme  limites  île  tommes  d'infiniment  petits.  —  VI.  De 
la  longueur  des  lignes  courbes,  et  de  l'aire  des  surfaces  courbes.  —  Vil.  Application 
de  la  méthode  des  limites  et  de  la  mélbode  inlluitésimale  h  quelques  questions 
traitées  par  les  anciens.  Note  svn  l'Couivalesci- 


CoNsmlBikTioNS  GtoïaiLis.  Avantages  et  inconvénients  des  solutions  graphiques 
et  des  solutions  numériques  des  problèmes  de  Géométrie. 

AppUcaiion  aux  protlimes  lUtermiais. 
I.  De  la  mise  en  équation  des  problèmes  de  Géométrie.  Homogénéité.  Constrac- 
tioD  de*  formules.  —  II.  Application  du  calcul  h  la  résolution  de  diverses  ques- 
tions géométriques.  Discussion  de  solutions étrangèreset  de  solutions  pégalivea. Gé- 
néralisalioil  d'une  formule  fondamentale  par  tes  quantités  négatives.  ~  III.  Tkigo- 
soMtntii  I  Généralisation  de  toutes  les  formule*  au  moyen  des  quantités  négatJvM. 
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lippUcation  &  l'étude  Ai  eourèes. 
I.  Rcpr^sentilloti  des  lieux  géDmdtriqqei  par  dei  équalioni.   Exemples  de  lola- 

"---  ' '—  -'  le  iolutioOB  pBrduB».  Nouybsqï  eiemplea  de  gàaéraMaMaa  par 

""   —  -  " --     ie a  équation I  données. — 

Q  de»  Tormolea  nu  moien 

des  quantitéi  nâgnlirea.  —  IV.  Equs(ion>  polairea  dont  Ici  lieux  peuvent  avoir  toua 
leurs  pointa  conilruili  pirdeui  lyslèniei  difTérenU  de  laleundcs  coordoonees. 
RBTona  Tfcteurs  négatifs.  —  V.  Du  lieu  de  l'équation  du  premier  degré  k  deux  va- 
riablea.  Équation  de  le  lîene  droiU.  Générallutlan  au  moyen  des  quantités  néga- 
tive». —  VI.  Du  lieu  géométrique  de  l'équation  générale  du  second  degré.  ^  Vil.  Ap- 
plieatioD  de  la  trBDtformation  des  coordonnées  à  la  simplificatioa  de  l'éqaatloD 
eéuéraie  du  aecond  degré.  —  VIII.  Dei  foyers  et  des  directrices  des  courbea  du 
aecond  degré.  —  IX.  Délerminalion  d'une  courbe  du  second  degré  d'après  dei  con- 
ditions données.  —  X.  Les  courbes  du  second  degré  lont  des  aections  coniques.  — 
XI.  Dana  quel  sens  on  peut  entendre  que  la  parabole  est  l«  limita  d'ellipsos  ou 
d'byperbofa  dont  les  axes  deviennent  iaCnis.  Autres  limites  ansloguei. — XII.  Do 
Inngenles  aux  courbes.  —  Xllt.  Calcul  des  tangentes  d'après  les  équalioni  des 
courbes.  —  XIV.  Comment  la  considération  des  limites  de  rapporta  d'inHuiment 
petits  ramène  toutes  le*  variations  k  l'uniformité.  —  XV.  Problème  inverse,  ou 
détermination  des  courbes  par  leurs  tangentes.  —  XVI.  De  l'application  de  In 
Géométrie  à  la  Sclenc*  des  nombres.  —  XVII,  Introduction  des  quantités  Imagi- 
nairéi  dans  les  formules  trigonomclriquea .  Eipost  sinoftiqiie  nu  MiriltaEs  ci):iTEM:es 


it  des  axiomes  dans  les  sciences  qui  dépendent  du 

De  féguiUbre  dei  forcei. 

I.  Données  expérimentales  et  propositions  générales  relallres  h  l'équilibre  des 
forces.  Exemples  de  l'application  des  principes  précédants.  Changement  du  point 
d'application  d'une  force.  Postulatum.  Systèmes  équivalents.  Composante  et  ré- 
sultante. Remarques  diverses.  Résumé  des  propositions  et  principes  qui  précèdent. 
*1.  Composition  et  équilibre  de  forces  appliquées  k  un  même  point.  Réduction 


le  toutes  les  forces  a  Iroi^  autres,   dirigées 

„ 1. -111.  Compoiitio 

rsllèlee.  Tliéoréme  des  moments.   Son  usage.  Equations  d'équilibre 


ductiou  des  signes  dans  les  forces.  —  lit.  Composition  et  équilibre  des  forces  p. 


rallèlea.  Composition  et  équilibre  des  couples.  —  IV.  Composition  et  équilibre 
de  forces  quelconques  appliquées  â  un  système  rigide  libre.  Condition  pour  qu'un 
système  de  forceiL  appliquées  à  un  corpa  solide  ail  une  résullaule.  Ëouallons 
d'équilibre  d'un  syslÈme  quelconque  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre. 
Cas  où  toutes'les  forces  sont  dans  un  même  plan.  Cas  où  toutes  les  forces  sont 
parallèles.  Comparaison  dos  moments  d'un  système  de  force*  par  ropport  k  diffé- 
reotce  droites.  —  V.  Equilibre  d'un  système  rigide  qui  n'est  pas  entièrement  libre. 
Équilibre  d'an  système  non  rigide,  composé  de  plusieurs  systèmes  rigides.  Exem- 
ples divers.  —  VI.  Du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Démonstration  générale  d* 
principe.  Équation  qui  l'exprime.  Son  usage.  ~  VII.  Conséquence  remarquable  du 
principe  des  vitesses  virtuelles.  ~  VIII.  Application  des  théories  précédentes  aux 
forces  produites  par  la  pesanteur.  Détermination  dos  centres  de  gravité.  Diverses 
propriétés  de*  centres  de  gravité.  Equilibra  d'un  fil  pesant.  —  IX.  Application  dé 
la  composill         '       ' .-..■_.. !._j....  «     ...       .. 


..mposillon  des  farce»  concourantes  k  l'attraction  des  corps.  —  X.  Attraction 
U'UD  ellipsoïde  sur  un  point  de  »o  surface.  —  XI.  Digression  sur  une  transforma- 
tion des  lieux  (géométriques.  —  XII.  Attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 
rieur. —  XIII.  Autres  solutions  du  problème  de  l'attraction  des  ellipsoïdes.  — 
XIV.  De  la  force  de  frottement. 

Du  mcuvement produit  par  iei  forcer- 

|.  Du  mouvement  al  du  temps.  —  U.  Mouvement  uniforme  d'un  point.  Mouve- 
■Deal  varié.  Vitesse.  —  III.  De  l'inertie  de  la  matière.  —  IV,  Quelques  applications 
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de*  prlncipei  préeédonti.  —  V.  Principa  de  la  nri>porlioanBlilé  de  la  viteite  II  Ij 
force.  CompariiiaoD  des  forCM  aai  aj^lueut  sur  de>  mauei  quelconques.  Unitte  Au 
force  el  de  masse.  Principe  do  I  égalité  de  l'BCLion  et  do  la  réaction  dans  le  mOD- 
vement.  Force  d'inertie.  —  V[.  Eiprewfon  dilTérentielle  <ls  la  force  dans  un  moa- 
icment  rectilignc  quelconqne.  —  VII.  Du  mouiemenl  général  d'un  point  libre. 
Valeur  el  direction  do  la  force  d'aprég  le  mouvenienl  produit.  Équations  gdnéralos 
du  moniotnent  d'un  point  libre.  Usage  de  ces  équationa.  Composantes  de  la  forcu 
accélératrice  suivant  la  tangenio  et  la  normale.  --■  Vill.  Applic«lion  des  équation* 
générales  à  quelques  cas  particuliers.  Principe  des  aires.  Ëqualien  des  rorces  riies. 
—  IX.  Mouiomenl  d'un  point  sur  une  couibe  malcrielle.  —  X.  MouTemcnl  d'un 
point  sur  une  surface  matérielle. —  XI.  Du  mouvement  relatird'nnpoint.— XII.  Mou- 
vement relatif  k  de*  aies  qui  se  meuvent  sana  changer  de  direction.  —  XIII.Mou. 
vement  d'un  point  par  rapport  i  un  système  rigide  animé  d'un  tneuiemcDl 
connu  quelconque.  ~  XIV.  Comment  l'Astronomie  est  deveuue  une  acienee  ds 
raisonnement.  Lois  de  Kepler.  —  XV.  Conséquences  des  données  précédentes.  At- 
traction universelle.  —  XVI.  Mouvement  d'un  sj'stème  quelconque  de  painti,  — 
XVli.  Du  mouvement  relalif  d'un  système.  -  XVill.  Ce  que  l'on  entend  par 
force»  instantanées.  Leur  mesure.  Détermination  du  mouvement  qu'elles  produi- 
■ent.  Superposition  de  leurs  effets.  —  XIX.  Quelques  conséquences  générales  du 
principe  do  d'Alembert.  Mouvement  du  centre  de  gravité.  Principe  du  la  conser- 
vation des  moment*  et  des  aires.  Equation  de*  forces  vives.  Application  11  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  d'un  sjitème  do  points.  Application  de  la  niËme  équation  au 
calcul  de  l'elTet  des  machines.  —XX.  Principe  de  la  moindre  actioD.-XXI.  Quel- 

(i'un  corps  solide  autour  d'un  point  Oie.  —  XXllL  De»  mouvements  d'inertie.  - 

XXIV.  Diverses  propriétés   du    mouvement  d'un  corps  autour  d'un  aie  Oie.  — 

XXV,  Du  mouvement  d'un  corps  solide  dont  un  point  est  Itie.  Du  mouvemeol 
d'un  point  flie.  Du  douMe  mouvement  d'un  corps  solide  libre.  — 

"  -\   »yBtAme  de  poiiil*  libres,  soumis  i  leur  aelton  mu- 


Det  donnée!  relaluvs  à  l'homme  coiuidiri  IndmJueUcmeni. 

I,  De  l'origine  de  l'espèce  humaine.  —  II.  Sensation»,  sentiments,  psoiéo.  At- 
tention, mémoire.  —  III,  Volonté,  Intention,  but.  liberté.  Désir,  instinct.  — 
IV.  Des  signes  pour  représenter  les  choses.  Eltslencc.  Vérité,  évidence,  certitude. 
—  V.  Hapports.  Fait».  Idées.  —  VI,  Causes  et  effets.  —  VII,  De  Dieu.  —  VIII.  Du 
bien  et  du  mal,  —  tX.  Des  deux  principes  qui  constituent  l'homme 

Det  derniers  relaiivei  à  thonimt  locial. 

1.  De  l'association.  —  II.  Que  l'humanité  marche  vers  un    but  assigné  par  l« 

Créateur.  —  III.  Du  juste  el  de  l'injuste.  —  IV.  Que  le  juste  el  le  bien  ne  sont  pis 

identiques.  —  V.  Qu'il  faut  des  inlerprôLcs  du  juste  et  du  bien.  —  VI.  De  11  force 

des  cboEC*.  —  VII.  Des  théorie*  sociales.  Résumé. 

Qneli^ues  coaséçiigncgi  générales  des  doniifei- 
I.  Première  organisation  d'une  société.  —  II.  De  la  nécessité  d'une  constitution 
civile  et  politique  de  cette  société.  —  III,  De  l'autorité  souveraine.  —  IV.  Que  la 
souveraineté  ne  »e  perd  pas.  —  V.  Du  chef  des  »crvices  de  la  société.  —  Vt.  Di 
droit  du  mort.  Delà  guerre  et  do  l'armée.  -  VII.  D'une  »ociclé  soumise  depuis 
longtamp*  k  un  ijouTemenicnt  despotique,  —  VIII.  De  l'opinion  qu'il  faut  plus  dt 
vertu  dans  une  république  que  sous  une  monarchie.  —  IX.  Qu'une  nation  ne  dol* 
pas  se  sauver  par  un  crime,  —  X.  De  l'opposition  apparente  de*  principes.  — 
XI.  De  M  qu'on  appelle  chiktiment  de  Dieu 
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IIBBAIBIE  GAUTHIKR-TILLARS  ET  FILS, 

QUAI    DES   GRAKDS-ACOrSTINS,    55,    A    PARIS. 


SALISB0RY  (Xarqnis  de],  premier  ïlinistre  d'Angleterre.  —  Les  limites 

actaelles  da  notre  Science.  Discours  présidentiel  prononça  le  S  aoùL  ittgj 

devant  la  British  Association,  dans  sa  session  d'Oïford.  Traduit  par  W .  db 

PonviELLS,  avec  l'autorisation  de  l'auteur.  In-iSjéaua;  iSgS,     i  fr.  5o  c. 

L'Auteur  s'est  proposé  de  dessiner  les  limites  actuelles  de  la  Science.  II 
s'agit  en  effet,  dans  ce  Discours,  de  la  théorie  atomique,  delà  spectro- 
scopie,  de  l'éther  et  des  découvertes  de  Maxwell  et  de  llorz,  de  la  durée 
des  périodes  géologiques  contredite  par  lo  rerroldJ^~ciiient  do  la  Terre, 
des  théories  brillantes  de  Darwin  sur  la  sélecliou  naturelle  et  l'évolution. 
C'est  toucher,  comme  on  le  voit,  aux  plus  grandes  choses,  à  celles  dont  la 
Science  est  la  plus  Gère,  et  ce  n'est  pas  une  jninco  hardiesse  que  d'y  trouver 
non  pas  seulement  des  limites,  mais  des  écueils  â  signaler. 

Lorsque  les  admirateurs  de  Newton  le  complimentaient  sur  l'énorme 
masse  des  vérités  qu'il  avait  d'un  seul  coup  révélées,  il  répondait  r 

n  Je  ne  sais  ce  que  le  monde  en  pensera;  mais,  pour  moi,  il  me  semble 
que  j'étais  comme  un  enfant  se  jouant  sur  les  bords  de  la  mer,  trouvant  c<i 
et  là  quelques  cailloux  mieux  polis  que  d'autres,  tantôt  des  coquillages  à 
couleurs  plus  variées,  tandis  que  l'immense  océan  des  vérités  s'étendait 
inexploré  devant  moi.  > 

11  appartenait  à  Newton  de  ne  pas  se  consumer  dans  l'admiration  des 
cont^uèiea  de  la  Science,  mais  de  se  préoccuper  de  ce  que  la  Science  laisse 
dernèro  elle,  de  cet  insondable  océan  de  vérités  encore  inconnues  qui 
s'est  rétréci  de  nos  jours,  grâce  aux  brillantes  découvertes  delà  Scioneo 
modorac,  mais  qui  ne  s'étend  pas  moins  devant  nous  comme  au  temps  du 
plus  grand  génie  de  l'Angleterre. 

•  Nous  vivons,  dit  Lord  Salisburv,  dans  une  oasis  de  savoir  riche  et  bril- 
lant, mais  environnée,  de  tous  côtes,  par  une  vaste  région  cernée  d'impé- 
nétrables mystères.  Tournons  donc  parfois  les  yeux  sur  ces  déserts  et  sur 
les  problèmes  stupéfiants  qui  défient  nos  investigations,  a  Sur  ce,  l'Auteur 
passe  en  revue  la  théorie  atomiqua,  et  no  peut  se  persuader  qu'il  y  ait 
64  corps  simples  (l'argon  n'était  pas  encore  découvert),  bien  nue  Slas  ait 
démontré  victorieusement  qu'il  est  imnossible  de  représenter  leurs  poids 
par  des  multiples  de  celui  de  l'bydrogène.  La  spectroscopie  elle-même  n'a 
pas  éelairci  la  question,  car  ollo  montre  que  chacun  de  ces  corps  a  des 
raies  propres  qu'on  ne  peut  confondre  avec  celles  d'aucun  autre.  Puis  il 
[tasse  à  la  lumière  et  â  son  moven  de  propagution,  les  ondulations  de  l'éther. 

Au  aoiet  des  théories  si  brillantes  de  Darwin,  on  n'est  pas  peu  surpris 
de  voir  le  philosophe  anglais,  qui  rend  si  pleine  et  si  glorieuse  justice  aux 
travaux  de  cet  auteur,  le  premier  qui  ait  démontré  la  mutabilité  des 
espèces,  s'attacher  néanmoins  à  mettre  en  lumière  l'insuflisanco  de  ses 
tivpoih^es.  La  théorie  de  la  sélection  naturelle  donne  prise,  en  elfet,  h.  des 
contradictions  formidables  qui  ne  permettent  guère  de  faire  remonter 
l'homme  à  la  méduse  comme  à  un  ancêtre  transformé.  L'illustre  auteur 
termine  son  discours  par  ces  belles  paroles  empruntées  è  Lord  Kelvin  : 

I  Jo  suis  profondément  convaincu  de  rexisiencc  d'un  plan  qui  a  été  tro|> 
souvent  perdu  de  vue  dans  nos  récentes  spéculations  /oologiques.  bi 
jamais  des  doutes  métaphysiques  nous  écartent,  pondant  un  temps,  de  ces 
idées,  elles  reviennent  avec  une  force  irrésistible.  Elles  nous  montrent  la 
nature  soumise  à  une  volonté  libre.  Elles  nous  apprennent  que  toutes  les 
choses  vivantes  dépendent  d'un  Créateur  et  d'un  Maître  éloruol.  s 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS. 

OUAI  DBB  0H*ND3-*UOPBTIwa,  55,  A  PARIS,  

ESSAIS 

sun  LA 

PHILOSOPHIE 

DES  SCIENCES. 

ANALYSE   -  MÉCANIQUE, 

Par  C.  de  FRETCINET, 

Un  volume  iN-8;    1S96.    —   Pnix   :  6  fh. 

M.   de  Fnycinet.  en  prâsenUat  «on  Ouvrage  i   l'Académie  des  Scieacea, 

'  Les  ScicDCAS  ne  se  bornent  pa^  à  étendre  le  domaine  de  nos  connais- 
sances positives.  Elles  deviennent  à  leur  tour  un  objet  d'étude  pour  l'es- 
prit, qui  aime  à  en  dégager  la  pensée  philosophique,  à  définir  leurs  mé- 
Lliodes  et  leurs  procédés,  à  remonter  jusqu'à  leurs  principes,  et  à  saisir 
les  liens  qui  les  rattachent  aux  idées  générales,  fonds  commun  ob  s'ali- 
mentent les  diverges  branches  du  savoir  humain.  Il  y  aurait  intérêt,  selon 
moi,  à  ce  que  de  temps  b  autre,  chaque  science  fût  résumée  à  te  point 
de  vue  et,  en  quelque  sorte,  inventoriée,  de  manière  à  offrir  au  public 
éclairé  les  résultats  loa  plus  caractéristiques.  J'ai  essayé  d'exécuter  ce 
travail  sur  deux  branches  dont  je  me  suis  plus  particulière  m  eut  occupé  : 
l'Analyse  infinitésimale  et  la  Mécanique  rationnelle. 

Les  personnes  qui  Aercheraiont  dans  mon  Ouvrage  un  traité  plus  ou 
moins  didactique  seraient  entièrement  déçues.  Elles  n'y  trouveront  qu'un 
aperçu  philosophique,  on  langage  ordinai!re,  sans  formules  ni  ligures  géo- 
métriques, et  que  j'ai  tfiehé  do  rendre  abordable  à  tous  les  esprits  cultivés. 

s  Je  me  suis  surtout  proposé,  dis-ie  à  la  &n  do  ma  préface,  de  montrer 
ta  voie  dans  laquelle  je  souhaiterais  ae  voir  les  savants  s'engager.  Mon  l>ut 
serait  atteint  si  je  décidais  certains  d'entre  eux  â  rehausser,  par  leur  auto- 
rité, ce  genre  de  travaux,  et  si  j'inspirais  dès  maintenant  à  quelques  lotlréa 
le  goflt  de  se  rapprocher  de  deux  sciences  plus  faciles  à  pénétrer  qu'on  ne 
suppose,  et  qui  marquent  un  des  plus  puissants  elTorts  oe  l'esprit  humain 
dans  la  recherche  de  la  vérité.  » 

Table  des  Katièrei. 
Préface.  Analyse..  L'e.<ipaec  et  le  temps.  L'infini.  Continuité  et  divisiLililc  . 
à  l'infini.  Intlninient  petits.  Limites.  De  la  méthode  iuliniléstmale.  Du  calcul 
ïnrinitâsinial.  L'analyse  ïnrinilésimale  et  la  matière.  ~  Mécanique.  La  force  et 
la  masse.  Capacités  dynamiques.  La  pesanteur.  Du  problème  dynamique.  Les 
lois  générales  du  mouvement.  Quantité  de  mouvement.  Force  vive.  Enersie. 
Conservation  dn  mouvement  et.  de  l'énergie  dans  Ja  nature.  Causes  possibles 
de  déperdition  de  l'énergie.  De  la  constance  des  lois  de  la  nature.  —  Notes, 
Sur  la  téalitd  de  t'espace  et  du  temps.  Sur  l'iDGaité  de  l'Univers.  Sur  un  ax- 
gumenl  du  déterminisme. 

33093        Pirii.    .  Imprimnlt  GAtTHIEB-VlLLARS  ET  FILS,  i|Ba1  d«  GnnlcADnMli»,  u. 
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(»5) 
d'un  triangle  sphéritjue 

On  demande:  t'de  calculer  les  trois  côtés  ;  n."  quelle 
variation  entraînera  sur  le  côté  a  une  variation  de  i" 

II.  (Élèves  ne  l'École  kobhalk).  Par  deux  étoiles, 
dont  les  coordonnées  équatoriales  sont 

.\  =4'"36'"î3',  m;        (B  =  +  2î"3'5i-,6; 
-,l,'^a''31"'36',8i;        (î)'  =  +i5°5'  4',a, 

on  fait  passer  un  grand  cercle. 

Déterminer l' ascension  droite  des  nœuds  de  ce  cercle 
avec  l'étfitateur,  el  l'inclinaison  de  son  plan  sur  celui 
de  l'équatenr. 

LiUe. 

Analvsf..  —  I.  Désignant  par  z  une  variable  com- 
plexe, étudier  la  fonction  u  déjînie  par  l'équation 

Ut=  I  +;>, 

en  précisant  l'injîuence  du  chemin  décrit  par  la  va- 
riable sur  la  valeur  de  la  Jonction. 

Indiquer  ensuite  quelles  sont  les  diverses  détermina- 
tions de  l'intégrale 


-X'i 


lorsque  le  chemin  d'intégration  se  déforme  de  toutes 
les  manières  possibles,  en  supposant  seulement  que  pour 
la  limite  inférieure  z^^o,  l'en  ait  u^-^-t. 

II.   On  donne  l'hélice  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 

n,  m,  b  étant  trois  constantes, 
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(>6) 

t"  Trouver  la  relation  ijut  existe  entre  l'arc  de  cette 
hélice  et  son  rayon  de  courbure  ; 

2°  Démontrer  t/ue  cette  fiélice  appartient  à  un  cône 
lie  révolution  dont  elle  Coupe  toutes  les  génératrices 
sous  le  même  angle; 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  courbure  de  l'hélice, 
le  lieu  du  centre  de  la  sphère  osculatrice  et  la  lignede 
striction  de  la  surface  gauche  formée  par  ses  normales 
principales  ; 

4°  Démontrer  i/ue  toute  hélice  dont  l'arc  est.  lié  au 
rayon  de  courbure  par  la  relation  trouvée  au  l'peut 
être  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i). 

La  [ireniière  et  la  (jnatrîèiiie  partie  di!  la  deuxième 
Question  se  traitent  imiiiédiateineiil  par  la  (léométrie, 
si  l'on  remanjue  que  la  relation  donnée  entre  le  rajpon 
de  courbure  et  l'arc  enirainc  une  relation  analogue  pour 
la  courbe  plane,  section  droite  du  cylindre,  et  si  l'on 
adntcl  que,  dans  le  plan,  celle  relation  caractérise  la 
spirale  logarithmique.  La  démonstration  analytique  est 
d'ailleurs  toute  pareille  h  celle  que  l'on  donne  de  cette 
dernière  proposition  et  qui  est  bien  connue. 

La  deuxième  Partie  se  traite  aisément  par  le  Calcul  et 
la  Géoméirie. 

Pour  la  troisième  Partie,  des  considéralious  géomé- 
iriques  simples  prouveui  que  l'on  doit  trouver  des 
courbes  de  même  nature  que  la  proposée,  et  un  calcul 
facile  en  donne  les  équations. 

MicAKiQCE.  —  1.  i"  Démontrer  le  Théorème  de  Di- 
richlet  sur  la  stabilité  de  l'équilibre,  dans  le  cas  d'un 
point  matéiiel; 

2°  étendre  le  Théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  et  celui  des  forces  vives,  au  cas  du  mou- 
vement d'un  système  autour  de  son  centre  de  gravité. 
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II.   Un  triangle  équilatéral  ARC,  homogène  et  pe- 
sant, est  mobile  dans  un  plan  vertical.  Il  peut  tourner 


!>■ 


librement  autour  de  son  sommet  A,  yui  est  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  une  horizontale  OX.  On  demande 
d'étudier  son  mouvement  en  négligeant  les  frotte- 
ments. 

Epreuve  pratique.  Calcul  D'AsTRonoMie.  —  Etant 
données  les  longitudes  l,  l'  et  les  latitudes  X,  À'  de  deux 
positions  de  la  Lune  considérée  à  quelques  jours  d'in- 
tervalle, calculer  l'inclinaison  tp  du  plan  actuel  de 
l'orbite  lunaire  sur  le  plan  de  l'écliptiijue  et  la  lon- 
gitude 9  de  son  nœud  ascendant. 

Application  : 

/=   63"2o'i4',4,        X  =  i*3i'6',9, 
l'=  lie'tt'iff.i,        X'=5*   i'45',7- 

Cl«rmont . 

Amaltse.  —  i.  Formule  de  Fourier. 

IJ.  En  chaque  point  M  d'une  surface  s,  on  mène  la 
normale  et  la  parallèle  à  O2  t/ui  coupent  respective- 
ment te  plan  xOy  aux  points  P  et  Q.  1"  Trouver  les 
sut-faces  s  telles  que  l'aire  du  triangle  POQ  soit  une 
Jonction  donnée  de  (JM  ;  2"  telles  i/ue  le  volume  du 
fétraèdie  OPQ.M  soit  proportionnel  à  une  puissance 
(le  OM  ;  valeur  de  l'exposant  de  cette  puissance  pour 
/jae  t' intégration  puisse  s'effectuer  complètement. 
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£d  conservant  les  notations  habituelles,  on  trouve, 
pour  les  coordonnées  des  points  P  el  Q,  les  valeurs  sui- 
vantes : 


Coordonnées  de  P  . 
Coordonnées  de  Q., 


airePOQ-is(î:c-p^). 
vol.  MOPQ  ^i^ifqx—pj'). 

On  est  donc  ramené  aux  équations  linéaires 

(a)  ^i{î^-/y)  =  K(^'  +  ^>-+-s>)J', 

qui  s'intégrent  facilement.  La  deuxième  conduit  à  une 
intégrale  l>iuôme. 

Mécanique.  —  Une  plaque  homogène  pesante  a  la 
forme  d'un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  sont 
BC^  2  a,  AB^2t{on  suppose  a>  è).  Le  centre  de 


gravité  O  de  la  plaque  se  meut  sans  frottement  sur 
unedroitefixe  h.  Trouver  le  mouvement  et  la  réaction 
au  point  O. 

Effectuer  complètement  les  calculs  avec  les  vitesses 
initiales  suivantes  : 

ViteiSE  de  0  —  léro. 

La  vitesse  du  milieu  I  de  AB  a  pour  composantes  : 
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Suivant  OJ,  c»  —.....  ;  suivant  la  normale  à  la 
plaque,  Ug. 

La  vitesse  initiale  du  milieu  i  de  AD  a  pour  com- 
posantes : 


Le  mouvement  ilu  centre  de  {;ravité  est  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  droite. 

Le  mouvement  relatif  autour  du  rentre  de  gravité  est 
un  mouvement  à  la  Poinsot. 

Les  données  initiales  sont  choisies  de  telle  sorte  que 
l'intégration  puisse  se  faire  sans  fonctions  elliptiques. 

Astronomie.  —  Démonstration  succincte  des  Jor~ 
mules  données  par  la  Connaissance  des  Temps  pour  le 
Calcul  des  Occultations,  jdpplication  à  l'occultation 
de  T|  du  Taureau  le  ~  janvier  i  8()5,  au  Puy-de-Dôme. 
Première  approximation  à  trois  décimales.  S'il  reste 
dutemps,  deuxième  approximation;  calcul  de  l'heure 
locale  de  l'émersion,  suivi  des  calculs  à  i"  près  de 
l'angle  au  pôle  P  e/  de  l'angle  au  zénith  X. 

Bordeaux. 

Analtse.  —  L  Déterminer  ime  courbe  telle  que  le 
rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque  M  de  la 
courbe,  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  portion 
de  normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite 
donnée  Oy. 

/{amener  la  recherche  à  une  quadrature  et  indiquer 
dans  quel  cas  cette  quadrature  peut  être  effectuée  en 
termes  finis. 
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II,  Jnlégrer,  à  l'aide  des  développements  en  séries , 
l'è^uaiion  différentielle 

lorsque  p  est  un  nombre  entier  positif,  égal  ou  supé- 
rieur à  3. 

Quelles  sont  les  parlicularités  qui  se  présentent 
lorst/ue  p  est  égal  à  n,  à  i,  à  q. 

Mécahique.  —  I.  Mouvement  d'un  point  pesant, 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  le  paraboloïde 
représenté  en  coordonnées  rectangulaires  [are  des  z 
verticalement  ascendant)  par  l'ét/uation 

«i  ,  /i  _  _ .  _  „ 

A  B  "    " 

(j^  et  B  étant  deux  constantes  quelconques). 

On  rapportera  la  surface  à  des  coordonnées  ellip- 
tiques, en  la  coupant  par  les  paraboloïdes  homofocaux, 
dont  l'équation  générale  est 


A  —  ).       B  - 


-_2Ï-Ki  = 


II,  Un  cylindre  circulaire  droit,  dont  le  rayon 
de  base  est  a  et  la  hauteur  h,  est  rempli  d'eau  et  posé 
sur  un  plan  horizontal.  On  fait  tourner  ce  plan  au- 
tour d'un  diamètre  de  la  base  du  cylindre  et  l'on 
suppose  que  le  vase  ne  glisse  pas. 

On  demande  :  i"  de  trouver  le  lieu  géométrique  du 
centre  de  gravité  du  liquide  qui  reste  dans  le  vase 
lorsque  le  plan  s'incline  graduellement  ;  2°  de  déter- 
miner, en  négligeant  la  masse  du  vase,  l'angle  mini- 
mum que  doit  faire  le  plan  avec  le  plan  horizontal, 
pour  que  le  vase  tombe. 
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Astronomie.  —  Calculer,  pour  In  latitude  de  Bor- 
deaux (ç=:  44''5o'7",2),  les  asimuts  du  coucher  du 
Soleil  les  ^i  juin,  ai  juillet,  ai  août,  21  septembre, 
ai  octobre,  11  novembre  et  i\  décembre  iSgti, 


GOSGOURS  D'AGRSGATION  DE  189«. 
PROBLÈMB  m  SPÉCIALES; 

Solution  par  dx  ■  Correspondant  •  des  Nouvelles  Ankales. 


Etant  donnés,  en  coordonnées  rectangulaires,  l'el- 
lipsoïde 


et  la  sphère  concentrit^ 


on  prend  les  plans  polaires  d'un  mente  point  M  par 
rapport  à  ces  deux  surfaces.  Ces  plans  se  coupent  jui- 
vant  une  droite  A. 

1"  P/i  demande  quel  lieu  £  engendre  ta  droite  A 
quand  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de 
l'espace. 

2"  Quel  lieu  doit  décrire  la  point  M  pour  que  la 
droite  ^  passe  par  un  pointjlxe  PP  Quel  est  le  degré 
du  cône  décrit  par  la  droite  A? 

3°  On  demande  quelle  relation  géométrique  doit 
exister  entre  deux  points  M,  M'  pour  que  les  droites 
correspondantes  A,  A'  se  coupent. 

4°  Quel  lieu  T  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la 
droite  A  demeure  dans  un  plan  fixe  II, 

ux ->r  py  +  wx -^- p  =  a. 
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Les  coordonnéei  du  point  M  s'expriment  alors 
rationnellement  en  fonction  tl' un  paramètre. 

Trouver  l' enveloppe  F.tle  la  droite  ^  dans  le  plan  II. 

5°  Quel  est  le  lieu  de  celte  enveloppe  quand  le  plan  II 
se  meut  parallèlement  à  lui-même? 

G"  D'après  la  quatrième  partie,  à  tout  plan  Tl  se 
trouve  attachée  une  ligne  F,  tfui  est  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  droite  A  correspondante  se  trouve  dans 
le  plan  II  et,  dans  ce  plan,  ces  droites  A  enveloppent 
une  certaine  courbe  E.  On  suppose  maintenant  qu'un 
point  M  décrive  le  plan  U  :  montrer  que  la  droite  A 
correspondante  s'appuie  constamment  en  deux  points 
sur  la  ligneT  et  que,  réciproquement,  toute  corde  deT 
correspond  à  un  point  M  du  plan  II. 

7°  Quel  lieu  décrit  A  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  une  tangente  de  la  liffue  E,  ou  bien  quand  la 
point  M  se  meut  sur  la  ligne  E  elle-même? 

Considérations  géométriques.  —  Élaiil  domines  deux 
f|uadrïques,  soit  T  leur  léiraèdre  conjugué  coininiin  de 
sommets  A,  B,  C,  D,  les  plans  polaires  d'un  point  M  se 
coupent  Euivaiil  uno  droile  A  qui  est  l'intorscctioii  de 
deux  plans  se  con-t-spoiidaut  liomograpliiqueinent;  par 
suite,  l'ensemble  de  ces  droites  A  eonstilue  un  complexe 
tétraédral  ayant  pour  plans  et  points  singuliers  les  faces 
et  les  sommets  du  létraèdrc  T. 

Remarquons  que  les  conjuguées  de  A,  par  rapport 
aux  deux  surfaces,  se  coupent  en  M,  et  réciproquement 
toute  droite  dont  les  polaires  se  coupent  est  l'intcrsep- 
vion  des  plans  polaires  du  point  de  rencontre  de  ces 
conjuguées.  De  plus,  la  droite  joignant  les  pôles  d'un 
plan  Q  par  rapport  aux  deux  surfaces  a  des  conjuguétts 
se  coupant  dans  ce  plan  Q  et  fait  partie  du  complexe,  et 
récipruqurmenl  tonte  droite  A  de  ce  complexe  contient 
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les  pôliis  du  })laii  détcri>iii)é  par  ses  deux  cunjuguées; 
on  peut  doue  dire  t|Ln;  le  (;oiupli;xe  est  défi ui  de  l'une 
dus  ti-ois  inauièies  suivaiiUs,  <jui  sont  cquivalunles  : 
c'est  l'ensemble  des  iuterseclious  des  plans  polaires  d'un 
point  variable,  l'ensemble  de»  droites  joignant  les  pôles 
d'un  plan  variable,  et  l'ensemble  des  droites  dont  les 
polaires  se  coupent,  i^f^oir  Scubùtter,  Journal  de 
d'elle,  t  77;  Rêve,  Géométrie  de  position,  \i'  Vo- 
lume, p.  159.) 

Quand  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de 
l'espace,  A  engendre  une  surface  réglée  du  second  ordre, 
car  elle  est  rinlerseclion  de  deux  faisceaux  liomogra- 
plii<|ues  de  plans  ayant  pour  axes  les  conjuguées  de  D; 
pour  que  relie  surface  soit  un  eùne,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  conjuguées  su  coupent,  par  eouséqucut  que  D 
fasse  partie  du  complexe;  le  cône  est  alors  du  second 
ordre.  Pour  que  les  droites  i,  A'  relatives  à  deux 
points  JM  et  M'  se  cuu|ient,  il  faut  et  il  suflit  que  les 
quatre  plans  polaires  de  ces  deux  points  passent  par  nu 
même  point,  ou  que  les  conjuguées  de  M  et  M'  se  cou- 
pent, par  suite  que  MM'  fasse  partie  du  compl<:xe. 

Les  droites  A,  situées  dans  nu  plan  r-,  enveloppent  la 
courbe  E  du  complexe  de  ce  plan,  courbe  (|ui  est  tan- 
gente aux  qualie  faces  du  tétraèdre  ï  ;  on  sait  que  si  « 
tourne  autour  d'une  droite  .située  dans  le  plan  d'une 
face,  le  lieu  de  ces  courbes  E  est  uu  cône  ayant  pour 
sojnmet  le  sommet  du  tétraèdre  opposé  à  la  face  consi- 
dérée. 

Pour  trouver  le  lieu  des  points  M  relatifs  aux  droites  A 
du  plan  T.,  remarquons  que  les  eoujuguées  de  toutes  les 
droites  de  ce  plan,  par  rapport  aux  deux  surfaces,  dé- 
crivent deux  gerbes  lioniographiques  autour  des  pôles 
p  et //de  ce  plan;  celles  ijui  si:  remontrent  conespou- 
deiit  aux  droites  A  du  complexe,  et  l'on  sait  que  le  lieu 

Artn.  de  Afatliémal.,  î-  strie,  1,  \VI.  (Janiitr  iBi)7.)  3 
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de  leurs  poiiiLs  Je  rciicomrc  est  une  cuhiijue  gauche 
passant  par  p  et  //  ;  cette  cubique  est  identique  au  lieu 
des  pâles  du  plan  ■k  par  rapport  aux  surfarcs  du  faisceau 
ponctuel  détermina  par  les  deux  quadriques  données, 
et  passe  par  les  quatre  sommets  du  télraèclru  T. 

Supposons  Diaintenant  que  le  point  jM  se  déplace 
dans  le  plan  it;  soient  A|  et  A,  les  tangentes  issues  de 
ce  point  à  la  courbe  E  ;  d'après  la  propriétô  des  pôles  et 
des  plans  polaires,  la  droite  A  relative  à  AI  duit  contenir 
les  deux  points  M,  et  M,  relatifs  à  A,  et  A,  ;  c'est  donc 
une  droite  s'apjiuyant  sur  la  cubique  en  ces  deux  points 
M,,  Mî,  et  réeiproquement  à  une  corde  Mt  Mj  corres- 
pond l 'intersection  M  de  A|  et  A^.  Si  M  décrit  A, ,  A  dé- 
crit lu  cùiie  s'appu^ant  sur  la  cubique  et  ayant  pour 
sommet  M|.  Si  M  est  sur  la  courbe  E,  M,  et  Mj  sont 
confondus,  et  A  est  une  tangente  à  la  cubique  ;  lorsque 
M  décrit  la  courbe  E,  A  engendre  la  développable  de 
quatrième  ordre  formée  par  les  tangentes  à  la  cubique. 


SOLUTION    , 


Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M, 


les  équations  de  la  droite  A  correspondante;  nous  dési- 
gnons le  rayon  de  la  splièru  par  r  pour  éviter  les  con- 
fusions de  notation  dans  ce  qui  suit. 

Remarquons  immédiatement  que  si  la  droite  A  passe 
par  un  point  a,  p.  Y,  la  droite  relative  à  ce  dernier 
point  passe  par  le  point  M. 
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I.es  coordonnées  radialfs  de  1  sont 

par  suite,  cette  droite    appartient  au  complexe  tétrat!- 
dral 

Si  le  point  M  décrit  la  droite  D  définie  par  les  équa- 
tions 


(D) 


le  lieu  de  A  est  la  surface 

Xa-,        Y^.        Zz,  Xt„        Y_ro        Za, 


Xa^i        ï^i        Zfi  _     ^  ti^        XZ"        ^_    ' 

rt»    "*■    6»    "^    c»        '  ?■■    "^    /■»    "^    /•'        ' 

OU,  en  désignant  par  A^,  Bg,  C«,  Pg,  Qo,  Bo  les  coor- 
données de  D, 

«llo  admet,  comme  second  système  de  génératrice:),  les 
polaires  de  D  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau  ponc- 
tuel déterniioé  par  l'ellipsoïde  et  la  sphère. 

Les  droites  A  qui  passent  par  un  point  I*  décrivent  le 
cône  du  complexe  relatif  à  ce  points  les  points  M  cor- 
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resjtondaiits  décrivant  la  droite  A  relative  à  P,  d'après 
la  remarque  faite  précédeimucnt. 

Pour  que  les  droites  iA',  relatives  à  deux  points 
M{x,y,  3)ftM'(x',y,  ;^),se  coupent,  il  faut  et  il  suf- 
fîi  que  le  déiermiiianl 


eloppéc  exprime  que  la 


soit  nul,  l't  cette  coudilion  di 

t  aussi  la 

condition  pour  que  la  surface  réglée  l'elative   à  la  droite 
MM'  soit  un  cône. 

Pour  que  la  droite  A  soit  située  dans  un  plan  n  de 
coordonnées  u,  v,  tv,  p,  il  faut  et  il  sufdt  que  l'on  puisse 
mettre  l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 

nous  écrirons  pour  simplifier 

J._J_=.=^  1  -J.  :=t  i__L_ï! 

ai        fi        r«'  fcï        r>        r''  e>        r>        r'' 

nous  aurons  alors 
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>•  =  - 


H  [ip'  /.[-+-  iif 


Ces  équations  déGnissent,  quand  (x  varie,  le  lieu  du 
point  M;  c'est  une  cubique  F  passant  par  l'origine  et 
par  les  points  à  l'infini  sur  les  axes;  réciproquement,  la 
droite  A  relative  n  un  point  de  cette  cubique  est  située 
dans  le  plan  n. 

Le  plan  passant  par  A  et  par  l'origine  a  pour  équa- 
tion 

OU,  en  remplaçant  x,  y,  z  par  les  valeurs  précédentes, 

les  coordonnées  U,  V,  W  d<-  te  plan  soûl  proportion- 
nelles aux  coefBcieuts  de  X,  Y,  Z  et  saiisfonl,  quand  \l 
varie,  h  l'équation 

I    V      (Jai      Ha'   j 


on  bien 


c'est  l'équation  de  la  trace  sur  le  plan  de  l'infini  du  cône 
ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  direcirice  la 
courbe  E  du  complexe  ;  on  voit  que  celte  courbe  est  une 
parabole  tangtmte  aux  trois  plans  de  coordonnées; 
comme  l'équation  est  indépendanie  de  /;,  on  voit  que 
le  càiie  précédent  est  le  lieu  de  la  courbe  E  quand  le 
plan  TC  se  déplace  parallèlement  à  iui-nièuie. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  soil  situé  dans 
le  plan  «;   en  écrivant  qu'il  est  sur  une  droite  A  de  ce 
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,  on  forme  l'équation 


/((^)  = 


i-fia>        i^-p.?*        i  +  HY' 


celle  équation  du  second  degré  a  deux  racines  que  nous 
appellerons  jjl,  et  {jLg  ;  elles  définissent  deux  droites  A, 
et  A]  passant  par  M  et  tangentes  à  Ej  elles  déterminent 
aussi  deux  points  M,  et  Mj  relatifs  à  ces  langentes  et 
situés  sur  la  cubique  T.  D'après  la  remarque  faite  au  dé- 
but, la  droite  A  relative  au  point  M  commun  à  A|  et  A, 
passe  par  les  df  ux  points  M)  et  Mj  f.i  est  une  corde  de 
la  cubique;  réciproquement,  toute  droite  joignant  deux 
poînis  M I  et  Mj  de  cette  courbe  est  une  droite  A  relative 
au  point  commun  aux  deux  droites  A|  et  Ag,  relatives  à 
M,  et  M^,  et  ce  point  appartient  au  plan  -n. 
En  identilianty([x)  avec  la  fraction  rationnelle 

décomposée  eu  fractions  simples,  et  remarquant  que 
le  premier  facteur  du  numérateur  est  égal  à  — p,  on 
obtient  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  (i.|  et 
de  [J.Ï, 


_P    a'p*(l-t-HiT')('  +  l^iï'). 
w  (f'-a>)(Y'-p)        ' 

c'est  une  représentation  des  coordonnées  des  [«ints  du 
plan  -K  dans  laquelle  les  droites  A,  et  Ai  sont  mises  en 
évidence;  si  l'on  suppose  1*1  =:  (jlu  ow  obtient  les  coor- 
données dos  points  de  la  courbe  E. 

Les  équations  de  la  droite  A  relative  à    un  point  M 
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l>«uveiit  être  remplacées  par  les  suivantes 

X3^-\-\y-i-Zz  —  r>  =  o, 

ou  bien,  en  ïiitioduisaui  les  paramètres  [ji|  cl  \t.t, 
■y  X   P'7'(i-4-!i,i')('-l-fiia'')        r^  ^ 
Y  X  (i-i-Ht|tt'K  >-<-:>,«*)  ^ 

Sî  le  point  M  se  déplace  sur  la  tangente  A|  à  E,  (x, 
ri>ste  constant,  et  l'on  obtient  le  lieu  de  la  droite  A  en 
vliniiuant  y-^  entre  lus  équations  précédentes;  en  po- 
sant 

on  peut  les  écrire 

K  +  (pi-^;i,)L  -H(i,fX,  M  =  o, 
et  l'élimination  de  y-n  donne  l'équation 

<K-!-Hi,L)»  — (L+^.,M)('--!-II-t-,i,K^  =.,, 


qui  représente  un  cône  ayant  pour  sommet  M|  et  pour 
directrice  la  cubique  T.  Sî  M  est  sur  la  courbe  E,  on  a 
t*i  =  [^ii  et  le  lieu  de  A  s'obtient  en  éliminant  [jl,  entre 
les  équations  précédentes  où  [jis  a  été  remplacé  par  jj.,  ; 
Ann.  de  Afathemat.,  3*  série,  t.  XVI.  (Janvier  figj.)  3. 
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Il  équation  est 


/^KL  — MH~M  —  V— 4{L>— KM)(^K»— HL~L  -\=o; 

ce  lieu  n'est  autre  que  la  développabic  formée  par  les 
tangentes  successives  à  la  cubique  F. 


VAirtTÉS. 


Le  DOuTsau  progranime  d'admisBlon  A  irÈoole 
PolTteohniqae. 

Il  y  a  deux  manières  de  concevoir  l 'élaboration  d'un 
programme.  On  peut  le  développer  longuement,  donner 
eu  détail  les  matières  qui  le  composent,  ou  bien,  au 
contraire,  se  borner  à  de  larges  indications.  Dans  les 
deux  cas,  une  très  grande  part  d'interprétation  reste  aux 
mains  des  examinateurs  qui  auront  à  l'appliquer,  et  il 
n'en  peut  être  autrement. 

Quoi  qu'il  e»  soit,  malgré  le  soin  qu'on  y  apporte, 
un  programme  est  toujours  une  oeuvre  imparfaite  et 
incomplète,  car  on  ne  peut  tout  prévoir.  La  seconde 
uiétliode  nous  semblerait  donc  préférable,  sauf  à  corriger 
le  ti-op  grand  laconisme  par  quelques  explications  sug- 
gérées par  la  mise  en  pratique;  il  faut  avoir  confiance 
dans  le  jugement  des  examinateurs  et  dans  celui  des 
professeurs  appelés  à  préparer  les  candidats.  Sinon, 
aucun  programme  n'apportera  d'amélioration  aux  im- 
perfections qu'on  aura  pu  constater. 

Mais,  lorsque  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  le 
programme  d'admission,  pour  un  concours  tel  que  celui 
de  l'Ecole  Polyteclinique,  a  été  arrêté  dans  ses  grandes 
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lignes,  ou  devrait  le  respecter,  n'y  apporter  (jue  de  1res 
légères  retouches  d'année  en  année,  en  le  faisant  béné- 
ficier seulement  des  progrès  scientifiques  accomplis. 
C'est  un  édifice  à  entretenir,  à  réparer,  qu'on  peut 
agrandir  au  besoin,  mais  qu'il  faut  se  garder  de  démolir 
trop  souvent  pour  le  ri'cniislruire  en  entier.  Il  ne  semble 
pas,  inalKeureusement,  qu'on  se  soit  inspiré  de  eette 
luétliode  progressive  dupuis  une  vingtaine  d'années,  et 
notamment  dans  le  nouveau  programme  du  24  juil- 
let 1 89(1,  actuellement  en  vigueur,  et  que  nous  avons  A 
étudier  aujourd'buî. 

Il  nous  sera  permis  de  le  faire,  en  ;-  appurtatit,  avei^ 
toute  la  réserve  possible  dans  la  forme,  la  plus  entière 
franebise  dans  l'expression  de  notre  pensée. 

Ce  programme,  sur  un  point,  a  été  inspiré  par  une 
intention  excellenle.  On  avait  cru  reconnaître  que  les 
candidats  ne  possédaient  pas  toujours  suffisamment  les 
éléments  des  Malliémaltques,  et  l'on  a  voulu  leur  impo- 
ser un  peu  d'Aritliméiiqueet  de  Géométrie.  Nous  allons 
voir  tout  à  l'heure  comment  on  y  est  parvenu.  Puis,  en 
vertu  de  ce  principe  de  compensation  qui  veut  que  toute 
adjonction  soil  accompagnée  de  suppression  pour  ne  pas 
trop  alourdir  la  charge,  il  a  été  pratiqué  dans  le  reste 
des  matières  de  véritables  coupes  sombres,  dont 
quelques-unes  nous  sembleraient  désastreuses  si  ce 
nouveau  système  était  appelé  à  durer,  ce  que  nous  ne 
croyons  pas. 

Le  sujet  comporterait  d'assez  longs  développements; 
mais,  voulant  nous  restreindre,  nous  nous  contenterons 
de  rapides  observations  sur  quelques  points,  en  suivant 
l'ordre  des  matières. 

Arithmétique.  —  Le  texte  est  fort  court,  maïs  cepen- 
dant détaillé,  et  l'esprit  du  programme  parait  être  limi- 
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latif.  On  commence  ^  la  llivorie  du  plus  grand  commun 
diviseur;  pus  un  mot  de  la  divisibilité.  Il  n'est  pas 
question  des  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
nombres  premiers,  mais  la  décomposilion  d'un  nombre 
en  facteurs  premiers  csiexplicilcnient  énoncée,  de  même 
que  le  système  métrique.  It  s'onsuil  <|u'iin  candidat 
pourrait  se  refuser  Jégitinienient  à  doniiur  les  earact<ïrcs 
de  divisibilité  li'un  nombre  par  g  ou  mùme  par  2,  mais 
qu'il  n'aurait  rien  à  objecter  s'il  se  voyait  repoussé  pour 
ne  pas  coiniaitie  Jes  dimensions  précises  d'un  litre  en 
métal  ou  le  poids  d'une  pièce  de  20  francs. 

Les  progressions,  le  calcul  des  radicaux,  les  expo- 
sants fractionnaires  (Igurent  ici.  Est-ce  une  grande 
amélioration  de  ne  pas  avoir  laissé  ces  matières  dans 
l'Algèbre? 

Géoméirie.  —  Sur  le  rapport  anbarmonic|ue,  l'îuvo- 
lulion,  l'homographie,  le  programme  reste  muet.  Il  ne 
parle  m<>me  pas  de  la  division  liarmoin'que,  tout  en 
portant  :  «  Pôle  et  [)olaîrc  par  rapport  â  un  cercle.  »  Il 
est  fâcheux  qu'on  n'ait  pas  prufité  de  celte  introduction 
de  la  Géométrie,  que  nous  sommes  loin  de  blâmer,  ^>oui- 
y  placer  franeliemenl  les  notions  essenlielles  de  Géomi^ 
trie  moderne  qui  peuvent  être  d'un  secours  si  puissant 
dans  l'étude  des  coniques. 

jélgèbre,  —  Nous  laissons  de  côté  toute  critique  de 
détail  pour  arriver  an  point  le  plus  grave  :  nous  voulons 
parler  de  la  suppression  de  toutes  notions  sur  les  infini- 
ment petits  et  sur  l'emploi  de  la  notation  didérentielle. 
Après  bien  des  efforts  persévérants,  les  matlit'inaticiens 
avaient  obtenu,  depuis  plusieurs  années,  l'introduction 
de  CCS  notions,  indispensables  en  ce  qui  concerne  les 
applications.  C'est  un  recul  de  plus  de  viiiijt  ans  qu'on 
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fait  subir  iriin  coup  à  l'enseignement  des  Malhéma- 
liijiivs  spéciales.  La  suppression  de  la  décomposilion 
di's  fi'.-tciions  ralionnelles  et  de  la  LeIJe  formule  d'inter- 
polation de  Lagrange  auraient  dû  suffire  aux  personnes 
qui  croient  alléger  un  programme  d'Algèbre  en  en  extir- 
pant les  idées  les  plus  générales;  et  l'on  trouvera  peu  du 
malhémaliciens  pour  se  consoler  du  mauvais  sort  que 
subit  la  notation  de  Leibnitz. 

Trigonométrie.  —  De  mfime  d'ailleurs  que  dans  l'an- 
cien programme,  on  trouve  ici  :  «  Théorème  des  pro- 
jections »,  Nous  avons  rherclié  vainement,  depuis  de 
longues  années,  ce  que  pouvait  être  ce  théorème.  Jadis 
on  disait  :  «  Théorie  des  projections  »  et  l'on  n'avait  pas 
tort,  car  c'est  l'ensemble  des  propositions  sur  les  pro- 
jections qui  en  fait  l'inlérèt.  Mentionnons  la  disparition 
des  notions,  bien  sommaires  pourtant,  de  Trigonométrie 
spbérique  qu'où  avait  laissé  subsister  jusqu'ici. 

Géométrie  analytique.  —  Le  texte  nouveau  est  sur- 
tout varactérisé  par  un  renversement  bien  signiûcatîT. 
On  exposait  antérieurement  les  diverses  théories  géné- 
rales relatives  aux  courbes  planes,  et  l'on  appliquait  ces 
théories  aux  courbes  du  second  degré.  Actuellement,  les 
courbes  du  second  degré  figurent  d'abord,  et  c'est  seule- 
ment après  que  vient  l'étude  des  théories  générales.  Il 
est  juste  de  reconuaitre  que  certains  candidats  avaient 
{leut-ètre  une  tendance  exagérée  à  faire  usage  de  L)iéories 
générales  compliquées  pour  résoudre  les  problèmes  les 
plus  simples.  Mais  tous  les  problèmes  ne  sont  pas 
simples,  même  dans  l'étude  des  coniques,  et  ii'aurail-on 
pas  pu  remédier  à  ce  petit  inconvénient,  autrement  qu'en 
reléguant  après  les  courbes  du  second  degré  des  théories 
qui  comprennent  h  peu  près  toute  la  Géométrie  analy- 
tique P 
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Mécanique.  —  On  avait  iiilroduit,  di?puîs  «juulqucs 
années,  dans  le  programme,  la  Cinéntatlqni;  L-t  la  Dyna- 
mique du  point,  l't  la  Stauqui;  d'un  solide;  invariable. 
La  Stati([ue  seuIi!  subsîsl<%  avtîc  di-s  sin-^ularllés  de  ré- 
daclion  sur  lesquelles  nous  n'îusi:<lons  pas.  Ou  y  a  joint 
des  notions  sur  l'équilibre  des  niacbines  siuipltis,  sans 
froilemcni;  singulière  prêjiaration  pratique  pour  du 
futurs  ingénieurs,  quand  on  rélléiliit  que  les  macliinos 
ne  sont  jamais  eu  équilibre  et  que  le  rrotlemeiit  y  inter- 
vient toujours,  excepté  quand  elles  cessent  de  travailler. 
Par  contre,  le  professeur  de  Physique  devra  donner  aux 
candidats  des  notions  succinetes  de  Mécanique,  en 
grande  partie  chassées  du  programme  de  Mathéma- 
tiques; nous  elierclioiis  où  peut  être  Tavaulage  de  retle 
classification  plaçant  les  notions  succinctes  dont  il  s'agît 
entre  le  vernier  et  le  piiueipe  de  Pascal ,  après  l'optique, 
mais  avant  la  chaleur. 

La  Mécanique  est  loin  d'ôtre  une  science  facile  à  en- 
seigner. On  peut  se  demander  tiès  sérieusement  s'il 
eonvieni  de  l'.ixiger  des  <andidats  à  l'École  Polytech- 
nique, même  réduite  à  ses  élénn;nls  les  plus  .simples, 
e,  il  conviendrait  d'ac- 
-  oui  ou  par  non,  ei  de 
e,  en  lambeaux  ce  mal- 
inderajtde  l'unité.  Re- 
marquons, du  reste,  qu'eu  dépit  du  mot  la  statique  du 
solide  invariable  n'est  pas  de  la  Mécanique;  c'e.'.t  une 
sorte  de  (iéométrie  pailiculière.  Ce  qu'il  y  a  de  plus 
regrettable  dans  tout  ceci,  c'est  que  de  tels  bouleverse- 
ments réagissent  d'une  manière  grave  sur  l'enseignement 
de  la  Mécanique  'a  l'LcoIe  Polytecbniqne  elle-mônic. 
Suivant  que  les  élèves  sont  ou  non  en  possession  des 
notions  générales  formant,  en  quelque  sorte,  nue  iniro- 
durtion  à  In  Méraniqui'  r.nioiniclle,  le  rôle  <les  profes- 
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seurs  Ksl  tout  dîflëront,  ot  Ii;  nombre  des  leçons  doii 
changer.  Un   peu  d'unité  et  de  roniinuité  scraii  un 
bienfait  de  premier  ordre. 

Fn  résumé,  la  lecture  dtï  ce  nouveau  programme  nous 
a  causé  une  profonde  tristesse,  car  il  consacre  un  recul 
considérable  et  montre  l'inulilité  finale  des  rares  progrès 
aeCDinplJs  par  des  générations  successives  de  profes- 
seurs, de  travailleurs  et  de  savants. 

Notre  consolation,  et  elle  est  faible,  réside  dans  la 
conviction  où  nous  sommes  des  mécomptes  que  ce  ré- 
ginie  nouveau  donnera  dans  l'application.  Lorsqu'on 
aura  bien  constaté  qu'on  a  abaissé  le  niveau  des  étndcs 
préjiaratoires  sans  faciliter  le  rôle  des  examinateurs; 
quand  l'aléa,  comme  con-iéipiencc,  viendra  jouer,  dans 
les  examens,  un  rôle  plus  grand  que  celui  qu'il  lient  de 
la  fatalité  des  clioscs,  alors  force  sera  bien  de  recon- 
naître le  mal  et  de  clierclicr  à  y  remédier. 

Ce  jour-là,  le  progrannne  de  1896  sera  déchiré  et 
anéanti  ;  moins  il  aura  fonctionné,  ntoins  il  aura  fait  de 
mal.  .Mais  puisse  la  leiron  profiter!  Rt  lorsque,  l'année 
prochaine  peut-être  (car  le  plus  lot  sera  le  mieux),  on 
reprendra  la  question,  nous  supplions  tons  ceux  qui 
auront  à  l'étudier  de  doter  l'Ecole  Polytechnique  d'un 
programme  d'admission  mûri,  rétléebi,  appelant  sans 
doute  des  perfeetionuemenls  possibles,  mais  destiné  à 
durer  dans  son  ensemble.  Nous  les  supplions  surtout  de 
l'établir  la  notation  dillérentielle,  dont  on  ne  peut  se 
passer  et  qui  n'ollre  réellement  pas  plus  de  dilTicultés 
dans  l'cnseignemenl  que  la  théorie  des  dérivées,  qu'elle 
complète  et  qu'elle  éclaire. 

L.V  Rédaction. 
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AVIS. 


Oonserratoire  national  des  Arts  et  Métiers. 

Parmi  les  cours  publics  et  graluils  de  Sciences  appli- 
quées aux  Arts,  ouverts  depuis  le  comiuencemeiU  de 
novembre,  pour  l'année  1896-1897,  nous  signalons 
spécialement  à  ratlenlion  de  nos  lecteurs  ceux  dont 
voici  l'énumcration  : 

Géométrie  appliquée  aux  Artt.  —  M.  Lwseedat,  profes- 
seur, suppléé  par  M.  P.  Uaag. 

Géométrie  descriptive.  —  M.  Rouché,  professeur. 
Mécanique  appliquée  aux  Aria.  —  M.  Hibscii,  professeur. 
Constructions  civiles.  —  M.  Pillet,  professeur. 
Physique  appliquée  aax  Arts.  —  M.  Vioti.e,  protesseur- 
Électricilé  industrielle.  —  M.  Mahcbl  Dt!I>ne;t,  professeur. 


ima  CESITRtLE  des  «RTS  ET  HIVIFACTUSES. 
ComOCRS  DE  <89<  (DEIXIÉnE  SESSIOS). 


Géométrie  analytique. 

On  donue  l'angle  XOY  el  les  points  A,  sur  0.\,  fî  sur  OY, 
tels  que  OA  =^  OB  =  «. 

I'robléue  I.  —  1°  f^crire  l'équation  générale  des  co- 
niqut^s  S  circonscrites  au  triangle  AOTJ  et  tangentes  en  A 
ù  la  parallèle  AY'  à  OV.  Trouver  te  lieu  de  leur  centre. 

a"  l'itr  chaque  point  du  plan  passe  une  conique  S  ; 
Séparer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  l'espèce  de 
F  graphiquement 
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les  points  communs  à  une  droite  arbitraire  OZ  et  à  la 
li^ne  qui  sépare  ces  régions;  tangentes  en  ces  points. 

PBOBLàMB  II.  —  1°  Former  l'équation  générale  des  para- 
boles 5'  passant  par  les  points  A,  B  et  dont  l'axe  contient 
le  point  O. 

a°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  Vi  par  lesquels 
passent  deux  paraboles  S' ayant  leurs  axes  rectangulaires. 
Prouver  que  la  droite  k' h',  symétrique  de  AB  par  rapport 
au  point  0,  doit  /aire  partie  du  Heu. 

3°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  S';  ce  lieu  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  courbe  qu'on  propose  de  tracer  (on 
pourra  s'aider  d'un  changement  de  direction  des  axes  de 
coordonnées).  Vérifier  que  cette  courbe  présente  une  in- 
fiexion  en  chacun  des  points  A,  B. 


Géométrie  descriptive. 

in  considère  :  i"  un  cOne  de  révolution  à  axe  vertical 
,o's'),  et  dont  la  base  est  un  cercle  de  So*""  de  rayon  situé 
s  le  plan  horîîontal;  la  cote  du  a 


ellipsoïde  de  révolution  à  ane  de  front  {ck,  c' k' )  dirige  per- 
pendiculairement à  la  génératrice  de  front  {sb,  s'b'),  et  ren- 
contrant l'axe  du  cône  en  k' {& k' =  25™,  o'A'  =  8o"'°). 

Le  centre  de  l'eilipsc  méridienne  est  en  (c,  c').  Les  demi- 
axes  de  cette  ellipse  sont  i-es(>eclivenient  c'a'=  iio"""  cl 
f^Y'=  eo""".  On  demande  :  r  de  tracer  les  contours  apparents 
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des  deux  surfaces;  i"  de  déterminer  les  projections  de  l'inter- 
sectioD  de  ces  deuit  surfaces  en  ayant  soin  d'indiquer  les  con- 
structions nécessaires  pour  obtenir  les  points  et  les  tangentes 
remarquables  de  ces  courbes;  3°  de  représenter  l'ensemble 
formé  par  le  cane  et  l'ellipsoïde,  en  supprimant  de  cette  der- 
nière surface  les  parties  eiLtérieures  aux  deux  plans  tangents 
au  cône  suivant  les  génératrices  de  front  {sa,  s' a')  et  (jA,  i'6'). 

Nota.  —  Les  portions  de  contours  apparents  extérieures  au 
solide  représenté  se  traceront  en  traits  bleus. 

Cadre  a?""  sur  45"".  xy  parallèle  aux  petits  eûtes  du  cadre 
et  au  milieu,  o'i'  parallèle  ati%  grands  côtés  et  au  milieu  de  la 
feuille. 


SOLUTIONS  DS  «UBSTIONS  PROPOSEES. 


Quand  on  déroule  une  épicycloïde  sur  la  tangente  a 
sommet,  le  lieu  des  extrémités  du  rayon  de  courbure  e-. 
une  conique.  (Ricciti)  ('), 


Désignons  par  6  l'angle  variable  que  fait  avec  l'axe  des  X  le 
rayon  vecteur  allant  du  centre  du  cercle  fixe,  pris  pour  ori- 
ginfl,  BU  point  de  contact  des  deux  cercles,  par  p,  r  et  nr  les 
ravons  de  courbure  du  cercle  roulant  et  du  cercle  fixe.  L'épi- 
cjcloîde  sera  représentée,  à  l'aide  de  la  variable  auxiliaire  0, 
par  les  deux  équations 
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On  en  déduit 

rf)-  =  i(n+i)r,in"il,in^L±iie, 

ii  =  >(n  +  i)r,in^co,i±3de, 

rfr  dî^  -  rfK-Z'^^aCn +!)'(«  + a)  r>sin»  —  rfÔ', 

<iS  =  s(n  +  ,)rsin^d«, 

d'où,  en  élimiDant  — ,  l'équatioD 

(/i-+-a)'X'-hn«Y:-8«(/n-i)rY=o, 

qui  représente  une  ellipse. 

En  faisant  n  =  ao,  on  a  le  cas  particulier  de  la  cjcioïde;  le 
lieu  est  alors  le  cercle 


M.  BABisiBNfait  remarquer  que  la  question  énoncée  est  tout 
à  fait  générale  et  s'applique  au  déroulement  de  l'épicycloïde 
sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  I  de  la  courbe. 

On  voit  de  plus  que  toutes  les  ellipses  obtenues  sont  égales. 


On  contidère  une  série  dhyperbolet  équîlatèrei  homo- 
Ikéligues  par  rapport  à  leur  centre  commun  O,  et  dont 
l'axe  traasverse  commun  est  OX.  Dans  chacune  d'elles,  on 
trace  un  rayon  OM  qui  détache  un  secteur  d'aire  donnée 
à  partir  de  OX.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

(C.-A.  Laisani). 
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Par  M.  ACDIBERT. 

Soient  xy  =  a'^,  ou  p»sin6cosft  =  a',  l'équat 
liyperboles,  K*  le  double  de  l'aire  donnée,  on  ai 


et  passant  aux  coordonnées    rectangulaires, 
l'équaiion  du  lieu  s'écrira 

(,)  »rLi  =  K.; 

elle  représente  une  courbe  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  qui 
n'existe  que  dans  la  région  du  plan  où  ^  et  2;  sont  de  même 
signe  et  satisfont  à  l'inégalité  ^  ^  :f  en  valeur  absolue. 

Le  lieu  consiste  donc  en  deux  branches  situées  dans  les  deux 
angles  opposés  formés  par  l'axe  des  j*  et  la  bissectrice  ^  =  :r- 
Chacune  de  ces  droites  est  asymptote.  En  diiïérentiant  (i), 


La  droite  y  ^s  ex  coupe  chaque  branche  au  point 

•Je 

où  la  tangente  est  parallèle  k  la  ligne  des  abscisses.  La  dérive 
seconde  de  y 


"'"   H-)' 


ne  pouvant  s'annuler  ni  devenir  inGnie  à  aucun  point  réel  à 
distance  finie,  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion;  elle  a 
l'aspect  d'une  sorte  d'hyperbole  déformée  située  dans  le  même 
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angle,   ayant  les  mêmes  asymptotes,    mais  ilissy métrique   par 
rapport  à  la  bUscclrtce  et  inlléclite  vers  l'axe  des^y. 

Question  1714. 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  quatre  couplet  de  points 
(A,  A,),  (B,  B,),  (G,  G,),  (D,  D,)  leU  qu'aucun  des  quadri- 
latères analogues  au  quadrilatère  AAjBBi  ne  soit  inscrip- 
tible,  prouver  qu'il  existe,  dans  ce  plan,  deux  couples  de 
points  (X,Y)  tell  que  chacun  des  quatre  quadrilatères 
analogues  au  quadrilatère  AA]XY  soit  inseriptible. 

(X.  Aktomabi). 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Ddporcq. 

Soient  Q^,  Û^  et  Q^  trois  cercles  passant  respectivement  par 
les  couples  de  points  (B,  B,),  (G,  C,)  el(D,D,)  et  admettant 
deux  à  deux  un  même  aite  radical  bcd  qui  coupe  aux  points  b, 
c  K\.  d  les  droites  BB,,  GG,  et  DD,.  Le  point  b  est  commun 
aux  axes  radicaux  du  cercle  Hd  «t  de  tous  les  cercles  passant 
par  les  points  B  et  B|  ;  l'un  quelconque  des  cercles  qui  passent 
par  les  points  G  et  C|,  et  le  cercle  U^ont  de  même  un  axe  ra- 
dical passant  par  le  point  c.  A  tout  point  b  de  la  droite  BB] 
correspond  ainsi  un  cercle  Q^  et,  par  suite,  un  point  c  de  CG,, 
et  inversement;  les  points  6  et  c  déterminent  donc  sur  Ic^ 
droites  BB,  et  CC,  deux  divisions  homographiqucs  :  l'enve- 
loppe de  la  droite  be  est  donc  une  conique  (a),  inscrite  au 
triangle  Tormé  par  les  droites  BB,,  CC,  et  DD,.  (Si,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  le  quadrilatère  BB,GCi,  par  exemple, 
avait  été  inseriptible,  celte  enveloppe  se  serait  réduite  au 
point  de  concours  des  droites  BB,  et  GG,.) 

Considérons  la  conique  (^)  qui  correspond  de  même  aux 
couples  {C,C,),(D,  D|)  et  (A,  A,");  elle  admet  avec  (a)  deux 
tangentes  communes  autres  que  les  droites  CC,  et  DD,,  et  l'on 
voit  que  l'on  peut  déterminer  quatre  circonférences  passant 
respectivement  par  l'un  des  quatre  couples  considérés,  et  ad- 
mettant deux  à  deux  pour  axe  radical  l'une  de  ces  tangentes 
communes.  Sur  cKacune  de  ces  deux  droites  existe  donc  un 
couple  de  points  (X,  Y)  répondant  aux  conditions  de  l'énoncé. 
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On  peul  remarqui;i'  que  si  les  perpendiculaires  aux  milieux 
des  scgmenlsAA,,  IiB,,GCiet  DD,  sont  concouranU-s  (eldan» 
ce  cas  seulement),  les  qualie  coniq.Jes  (a|,  (p).  (y)  el  (S)  de- 
viennent des  paraboles,  cl  l'on  n'obtient  alor^  qu'un  couple 
(X,  Y)  à  dislance  finie  :  l'autre  correspond  aux  cercles  cuucen- 


qi;estio\s. 


1754.  Trouver  un  polynôme  entier,  cn/t, 

/(j-./<j=  A„/)"'-!-A,/>ï'-'  +  ,..-+-A,„_,/>-H  A,„, 

où  As,  A,,...,  A,H-i,  A„  dcsignent  des  fonctions  delà  varï 
tel  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  dilTcrentielIc 


-~4-î) 


s'obtienne  en  remplaçant  ~  par  une  constante  arbitraire. 

Les  équations  ainsi  obtenues  ont-elles  dos  intégrales  singu- 
lières? 

iVola.  —  On  examinera  plus  particulièrement  le  cas  où  le 
polj-nonie /( .r, /i )  est  du  second  degré  enyi. 

On  écartera  les  solutions  du  problème  qui  conduisent  à  une 
équation  de  Clairaut.  (G,  Rourlbt.) 

113S,  Calculer  les  deux  intégrales  définies 

et 

où   l   désigne   une   constante  positive   cl   où  ^  et  a  sont  des 
constantes  flrtj(r«(>e.!.  {C.   Boublet.) 
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CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  »  POUR  18M- 


En  réponse  à  l'annonce  du  Concours  pour  i8ç)6,  la 
Rédaction  a  reçu  seize  Mémoires.  Beaucoup  de  ces  Ira- 
vaux  présentent  des  qualités  remarquables  et  dénotent 
une  sérieuse  érudition.  Quelques  auteurs  ont  cru  devoir 
donner  une  multiplicité  de  méthodes,  révélant  une 
étude  approTondie;  mais  ce  système  a  le  double  incon- 
vénient d'allonger  la  rédaction  et  de  nuire  à  l'unité  de 
l'ensemble. 

Parmi  les  Mémoires  qui  ont  été  retenus,  on  a  accordé 
la  préférence  à  celui  dont  l'auteur,  tout  en  traitant  le 
sujet  d'une  façon  complète,  arrivait  au  résultat  le  plus 
simplement,  sans  elTorts  excessifs  de  calcul,  par  l'emploi 
des  méthodes  les  plus  élémentaires  et  sous  une  forme  à 
ia  fois  claire  el  concise. 

Il  a  semblé  que  le  travail  de  M.  R.  Gilbert  réunis- 
sait ces  qualités  au  plus  haut  degré,  et  qu'il  présentait 
ainsi  une  supériorité  manifeste  sur  les  autres  Mémoires 
parvenus  à  la  KédacLion.  En  conséquence,  le  prii  est 
décerué  à  M.  R.  Gilbert,  qui  a  été  immédiatement 
avisé.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos  plus  pro- 
chains numéros. 


COHGRiS  n  ZURICH. 

Le  Congrès  préparatoire  aux  futurs  Congrus  mathématiques 
ioiernationaux  se  tiendra  celte  année  a  ZuricK,  les  9,  10  et 
Il  août;  le  Comité  d'organisation  poursuit  activement  sa 
tâche,  et  nous  ne  manquerons  pas,  s'il  y  a  lieu,  de  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  autres  résolutions  qui  pourraient  être 
adoptées  et  portées  à  notre  connaissance. 

Ann.de  Mathëmat.,  3- série,  l.  XVI.  {Février  1897.)  4 
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[A81]  [aec] 

SIR  LES  RlCmES  DE  L'ÉQIATION  ^  = 
RACINES  IXA6INAIRES; 

Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


L'étude  des  racines  i-éelles  a  fait  l'objet  d'une  Note 
précédente;  je  m'occupcrsï  ici  des  racines  imaginaires. 
Supposons  d'abord  a  >  i ,  et  soit 


imaginaires.  Posons 
pcosO  =  II,         p  sinO  =  f. 
La  relatiou  à  laquelle  il  faut  satisfaire  peut  s'écrire 

Prenons   les  logarithmes;   l'équation  équivaut   aux 
deux  suivantes  : 
(I)  Lp^uLa. 

Si,  sur  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous 
figurons  les  courbes  représentatives  de  ces  équations, 
leurs  inLersectioDS  donneront  la  représentation  des 
racines  de  notre  équation;  il  faudra  toutefois  ne  pas 
tenir  compte  des  points  situés  entre  les  droites 

ces  points  correspondant  à  des  racines  étrangères.   La 
courbe  (  I  )  peut  s'écrire 
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La  courbe  (a)  peut  aussi  s'écr 


Ou  peut  donc  calculer  leurs  coordonnées.  On  peui 
aussi  les  tracer  géomélriquement  par  points  de  la  ma- 
nière suivante  :  soit  M  un  point  de  la  courbe  v^za", 
menons  MN  parallèle  à  OV  et  ML  parallèle  à  OU;  ïif 
cercle  ayant  O  pour  centre  et  OL  pour  rayon  coupe  M?( 
en  ]N  ;  N  est  un  point  de  la  courbe  (i). 

Far  O  menons  une  droite  OP  faisant  avec  OU  un  angle 
dont  la  tangente  soit  égale  à  y~;  par  O  menons  une 
droite  OF,  faisant  avec  OU  un  angle  8;  sur  OU  pre- 
nons OT  égal  à  l'arc  0  cl  menons  la  parallèle  TP  à  OV 
jusqu'à  sa  rencontre  P  avec  OP;  par  P  menons  une 
parallèle  à  OU;  elle  coupe  OFo  en  Q;  Q  est  un  poini 
de  la  courbe  (ii). 

Quand  on  a  i  <  «  <;  (^,  la  courbe  (i)  se  compose 
d'une  branche  Icrinée  AB,  et  d'une  brancbe  infinie  C, 
asymptote  à  l'exponenlielle  v  =  a".  Les  points  A,  B,  C 
ont  les  mêmes  abscisses  que  les  points  d'intersection  de 
l'exponentielle  n^  a"  avec  les  droites  v  =  ±  u.  Quand 

n  ^  «',  les  points  U  et  G  se  confondent;  quand  a  est 

plus  grand  que  e",  les  deux  branches  se  fondent  en  une 
seule. 

Quand  a  =:  e,  la  courbe  (^)  se  compose  d'une  braucbe 
non  représentée  sur  la  ligure,  qui  coupe  OU  eu  6,  ttl 
que  OS^i;  pour  u=  —  m,  elle  est  asymptote  aux 
droites  f  =^  di  ^;  elle  se  compose  aussi  d'une  inlînilé  de 
branches  telles  que  DE,  comprises  chacune  entre  les 
droites  v  =  /it.  et  t-^r^  (A  -t-  i)t:  ('),  auxquelles  elle  est 
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(56) 
asymptote  respectivement  pour  u  =  +  oc>  cl  u^  —  so; 
elle  coupe  Oc  au  point  d'ordoiiaée 

(i^  +  i)^ 

et  les  droites  v  =  ±  u  respectivement  aux  points  d'or- 
donnée 

Quand  on  a  une  valeur  différenie  de  e,  la  courbe  (a) 
resie  semblable  à  celle  «juî  vient  d'ctre  décrite;  elle  ne 
fait  que  cbaoger  d'échelle. 

Je  vais  maintenant  montrer  <[ue,  pour  un  point  racine, 
le  module  de  la  dérivéo  -^—  est  toujours  plus  grand 
que  I.  Eu  ellét,  ce  module  est 


Comme  sur  un    point  racine  quelconque  on  vérifie 
l'équation  (a),  on  a 


quanlilé  toujours  plus  grande  que  t,  sauf  pour  6^0. 
D'après  le  tliéorèuie  déjà  rappelé  du  M.  Kuenigs,  la 
substitution 

ne  lendra  donc  vers  aucune  racine  de  l'équation,  quelle 
que  soil  la  valeur  initiale.  Doue  l'expression 

sera  divergente  quel  que  soit   a.    Mais  si   la    fonction 

1  \x 
a-'  =  al      a  une  dérivée  dont  le  ntodule  est  plus  grand 
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—  I  jx 
que  i ,  en  cliaque  point  racine,  son  inverse  ^  ^    a    \ 
aura  un  module  de  la  dérivée  plus  petit  que  i  ;  mais  la 
Tonction  n'étant  pas  liolomorpbe,  nous  n'aurons  con- 
vci^ence  par  le  symbole 


que  si  nous  convenons  de  ne  prendre  parmi  toutes  ses 
déterminations  que  celle  qui  est  comprise  dans  le 
domaine  d'un  point  racine  donné. 

D'une  manière  générale,  étant  donné  un  point  (pg,  Og), 
cherchons  un  point  (pi,  9()ou(u,  ,c,),représentanl,  dans 
le  système  de  base  n,  le  logarithme  de  la  quaniilé 

on  devra  avoir 


Ces  équations  permettront  de  calculer  U|  et  V|,  puis 
pi  et  Q|.  Cela  correspond  à  la  construction  suivante  : 


" 

.'«'•"^, 

m 

«>^J^' 

i 

^::^^^^ 

7^ 

i 

î                                       " 

LJa 

soit  F|  le  point  (pci^o)-  ^  cercle  de  c 


e  O,  passant 
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(  38) 
on  Fo,  coupe  la  courte  ABC  en  N  ;  la  droite  OF,  coupv 
la  courbe  l}E  en  Q;  la  parallèle  â  OV  passant  par  N  et 
la  parallèle  à  OU  passant  en  Q,  déterminent  le  point 
clierch^  F,.  (Remarquons  qne  les  courbes  ABC  et  DE 
pouvant  se  construire  par  points  comme  on  l'a  vu  plus 
liaut,  ou  peut  déterminer  F(  géométriquement  au  moyen 
de  la  courbe  t'^=  a",  de  droites  et  de  cercles.) 

Cela  posé,    prenons   pour  initial   la  quantité  y'' — i, 
c'esl-à-dire 


Elle  est  représentée  par  le  point  Ho;  en  appliquant  la 
construction,  nous  aurons  d'abord  le  point  R,  intersec- 
tion de  l'axe  OV  avec  la  droite  c=  (4/  +  i)  -j—  >  y  étant 
la  valeur  entière  particulière  donnée  à  K  dans  l'expres- 


sion de  t' 


-Lï^'i"*'),; 


où  Z  est  un  angle  plus  petit  que  ';  en  continuant  ainsi 
et  attribuant  à  K  la  même  valeur  y,  nous  obtenons  le 
point  Rj,  situé  sur  la  courbe 


et  ainsi  de  suite;  les  points  obtenus  tendront  successi- 
vement vers  le  point  R  qui  représente  une  racine  ima- 
ginaire. Les  racines  conjuguées  correspondront  à  l'ini- 
tial —  v"— I. 

Cas  de  n  <  1 .  —   Posons   a  =.  —.;  nos  courbes  de- 
viennent 
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La  courbe  (■')  esl  aimplemenl  la  symétrique  de  la 
courbe  (i)  déjà  considérée.  Il  en  esi  de  même  de  la 
courbe  (3').  Mais  dans  ce  cas  les  branches  qui  nous 
donnent  les  racines  de  la  proposée  sont  les  symétriques 
des  branches  qui  précédemment  nous  dojinaient  des 
racines  étrangères  et  inversement. 

Ce  qui  a  été  dit  pour  la  grandeur  du  module  s'applique 
encore,  et  toujours,  avec  les  mêmes  conventions;  l'ex- 
preuion 


tendra  vers   les   racines  de  l'équation   proposée.  Soit 
rt  =  e=  ;  posons 


U(;)_/:rTv(=)  = 


\^zr, 


V- 

Si  l'on  y  fait 


ces  fonctions  deviennent  cos6  et  siii9  qui  sont  les  coor- 
données rectangulaires  du  cercle  p  ^3: 1 .  Ce  cercle  est  le 
lieu  des  racines  imaginaires  de  l'équation 


quand  a  varie  de  o  à  1  ;  n  est  relié  à  B  par  la  relal 
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Dans  notre  cas,  éliminons  a  eniro  les  équations  (i) 
et (a);  on  a 

■j—  =  -  =  taiipO. 
,,    .  ''P       " 

d  ou 

(3)  f^er^i. 

On  en  tire 


La  courbe  (3)  est  le  lieu  décrit  par  les  racines  ima- 
ginaires de  notre  étjuation  quand  a  varie;  si  nous  dési- 
gnons par  «(r)  et  ^'(^)  ce  que  deviennent  les  fonctions 
U(3)  et  V(z)  quand  on  y  fait 


u(z),  1^(2)  sont  les  coordonnées  de  la  courbe  (if),  et  i 
est  relié  à  0  par  la  relation 

Si  l'on  appelle  surracinc  (')  n'^""  de  a  et  si  l'on  reprc 
sente  par  le  symbole  \/â  la  racine  de  l'équation 


on  a,  pour  n=  2, 

iAttoeiation  française,  Congre. 
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et  par  conséquent 


pour  ]es  racines  réelles  et 

S/3- 


pour  les  racines  iinagiiiaires. 

Dans  une  procliaine  Noie,  je  donnera!  des  applications 
de  ce  qui  précède  à  quelques  équations  transcendantes 
et  à  l'iuiégration  d'une  équation  aux  didérences  mêlées. 


[D2d] 

SUR  UNE  REPRÉSENTATION  6É0NÉTRIQIIB 
DU  DÊVELOPPBHBNT  EN  rRACTION  CONTINUS  ORDINAIRE; 

Par  m.  liUSQUIN  DE  RHÉVILLE. 
Ingénietir  civil. 


L'étude  sommaire  du  remarquable  procédé  de  repré- 
sentation-géométrique  du  développement  en  fraction 
continue,  exposé,  dans  les  Nouvelles  Annalps  {i8yti, 
p.  337),  par  M.  le  professeur  Klein,  nous  a  conduit  à 
une  remarque  simple,  dont  l'intérêt  principal  nous 
parait  être  la  traduction  géométrique  de  la  convergence 
de  la  fraction  continue. 

En  désignant,  comme  l'auteur  de  l'article  rappelé 
ci-dessus,  par  — >  —  >  -    -  les  réduites  successives  de  la 
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riaclion  continue  convergente 


L'élimination  dv  jj-a^-i  entre  ces  deux  formules  nous 
fum'inlla  relation 


dont  l'interprétation,  dans  le  système  de  représentation 
de  M.  Klein,  est  celle-ci  : 

Chaque  côté  de  l'un  des  deux  polygones  d'approxi- 
ntation  est  parallèle  au  rayon  qui  joint  l'origine  att 
sommet  intermédiaire  de  l'autre  polygone. 


Ainsi  que  l'indique  la  ftgtite  ci-dessus,  cette  i-cmaixjnc 
permet  de  préciser  singulièrement  le  mode  de  conver- 
gence des  contours  polygonaux  qui  sont,  naturellement, 
asymptotiqnes  à  la  droite  -  r^ci. 
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[A3c] 

SUR    LES    COKDITIONS    QUI   EXPRIMENT  QU'UNE  ÉQUATION 
ALfitBRIOUE  DE  DEGRÉ  m  N'A  QUE  p  RACINES  DISTINCTES 

Pab  m.  X    ANTOMARI. 


1.  La  difficulté  de  ce  problème  réside  dans  ci^  fait 
qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  peut  n'avoir 
que  p  racines  disiinctes  de  plusieurs  manières.  Consi- 
dérons, en  efTel,  l'équation  indéterminée  à  p  inconnues 

(I)  3-,-f-a-,4-...+  3Tp=m. 

Cl  soit  (ai,aa, ctp)  une  solution  de  cette  «équation, 

telle  qu'aucune  des  inconnues  ne  soit  nulle  et  tjue  toutes 
foient  des  nombres  entiers  et  positifs.  Une  équation  al- 
gébrique de  degré  m,  qui  a  une  racine  d'ordre  *(,  une 
racine  d'ordre  ccj,  etc.,  enfin  une  racine  d'ordre  a^,  n'a 
évidemment  que  p  racines  distinctes  ;  il  en  résulte  qu'il 
y  a,  pour  une  équation  de  degré  m,  autant  de  manières 
d'avoir  p  racines  distinctes  seulement  qu'il  y  a  de  solu- 
tions de  l'équaiion  (i)  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéro. 

Si  donc  on  exprime  que  l'équation  considérée  n'a 
que  p  racines  distinctes,  on  exprime  par  cela  même 
qu'elle  a  une  racine  d'ordre  «i,  une  racine  d'ordre  a,,  etc. 
(ï,,  «3,  . .  . ,  'Xp)  désignant  l'une  quelconque  des  solu- 
tions de  l'équation  (i)  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéro.  On  trouve  ainsi  un  système  de 
conditions  qui  doit  se  dccomjioser  en  autant  de  systèmes 
qu'il  y  a,  pour  l'équation  (i),  de  solutions  de  Tespèec 
considérée,  de  sorte  qu'à  cbaque  solution  il  correspond 


jbv  Google 


<64) 

un  système  de  conditions.  Dans  ce  qui  suit,  je  me  pro- 
pose de  montrer  comment  ou  peut  trouver  le  syslémv 
de  conditions  qui  correspond  À  une  solution  donnée  de 
l'équation  (i).  Je  m'appuie  pour  cela  sur  le  théorème 
suivant  : 

S.  Pour  qu'une  équation  algébrique  et  entière 
f{x)  =  o,  de  degré  m.  n'ait  que  p  racines  distinctes,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  polynômes  entiers 
en  X,  fp{x)  et  !pp_,  (x)  premiers  entre  eux,  de  degrés 
respectifs  p  et  p  —  i  et  vérifiant  l'identité 

(2)  Çp(37)/'(a:>=0^,(3-)/(37), 

f'{x)  désignant  la  dérivée  de  f{x). 

Soient,  envITet,  ai,  (Z^,  . .. ,  a^  les  ^racines  distinctes 
de  l'équaliou  et  soient  a,,  dj,  ...,  «^  leurs  ordres  do 
multiplicité  respectifs,  tels  que  l'on  ait,  d'ailleurs. 

On  a  alors 

/Cr)         x-a,        x-a,       ■"       x  -  a/ 
de  sorte  que,  si  l'on  pose 

^^,(x)  =2  «i  Ix  -  <!«)■  ..l->^-oA 
on  a  bien  l'identité 

La  condition  est  donc  nécessaire,  car  il  est  évident 
que  les  polynômes  ?p(-r)  et  Çp_i  (x)  sont  premiers  entre 
eux. 

II  faut  prouver  que  la  condition  est  sufRsanto.  l'onr 
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cela,  observons  <i'abord  que  si  -V.  %-  esl  déco  m  posé  i;  en 
fractions  simples,  les  fractions  obtenues  ont  leurs  dé- 
nominateurs respectifs  du  premier  degré.  (Jela  posé, 
supposons  l'idenlilé  (3)  vérîiiée  et  les  polynômes  <fp{^) 
et  fp_i  (jr)  premiers  entre  eux  ;  on  en  déduit  la  nouvelle 
identité 

/(^>         fpf.^)  ' 

en  vertu  de  laquelle  la  décomposition  du  second 
membre  en  fractions  simples  ne  doit  donner  que  des 
fractions  à  dénominateurs  du  premier  degré,  d'après  I.1 
remarque  faite  plus  haut;  par  suite,  tBp(x)=^o  doit 
avoir  ses  p  racines  distinctes,  et,  en  clleciuant  la  dé- 
composition,   on    aura  une   nouvelle   identité    de    la 

/'(j)  _       a,         ^         at         ^  ^         gp      . 

J(x)       x  —  a^       x  —  a^      "'      x  —  ap' 

en  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  en  déduit 
successivement 

et 

/(x)  =    C(x-  a,)^-(^  -  «,)^..  .(r-  «p)V 

Comme,'  d'ailleurs,  Xix)  est  un  polynôme  entier 
eu  X,  de  degré  m,  celte  nouvelle  identité  ne  peut  avoir 
Heu  que  si  a., ,  k,,  . . . ,  a^  sont  des  nombres  entiers  et 
positifs,  tous  différents  de  zéro  et  vérifiant  l'égalité 
»!  -(-îts  +  .  -■  +  «/.=  '»■  Il  en  résulte  Lien  que  l'équa- 
tion /{x)  =  o  n'a  que  p  racines  distinctes  et  que  la  con- 
dition est  suftlsanlc. 

'i.  Ëtantdounée  maintenant  une  solution  particulière 
2,,  aj,  . ..,  x^  de  i'équation  (i),  proposons -nous  d'ex- 
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primer  iju'uiie  équation  /{x)  =  o,  de  degré  m,  a  unu 
racine  inuliiple  d'ordre  a, ,  une  racine  inuliiple  d'ordre 
aj,  ...,  cnflii  une  raciue  mullifilc  d'ordre  a.p.  Pour 
résoudre  ce  problème,  on  pourrait  procéder  de  la  ma- 
nière suivaniti  : 

Soieni  a,,  a^,  .  .  .,  iip  les  racines  d'ordres  de  inulti- 
plicilé  respectifs  ai,  otj,  .  .  .,  a^;  ou  a  alors 

d'où  l'on  lire 

/  (2!-a,)(jf--at)...(j--«^,)./"l.-r) 

Par  conséquent,  pour  qu'une  équaliou  de  degré  m  ait 
une  racine  d'ordre  «i ,  une  racine  d'ordre  «3,  .  . . ,  il  faut 
qu'on  puisse  déterminer/'  quautités<i|,  ti-i,  ,  . . ,  ap  telles 
qu'on  ait  l'identité  (O- 

La  réciproque  est  vraie,  car  on  passe  facilement  de 
l'identité  (4)  à  l'identité  (3),  de  laijuelle  on  déduit 
/Cr)  =  C(^  -  a,)-'-  U  -  «,)ï. . . .  {J^-a,.)-',. 

D'après  cela,  pour  résoudre  le  problème,  il  suâîra 
d'éliminer  a,,  o^î,  .  .-,  np  entre  les  éijualions  qu'on 
obtient  en  ideiitiiîant  les  deux  membres  de  (^).  On 
obtient  ainsi  wm~ /> — r  équations  d'ideutilication , 
puisque  a,  -)-  a^  -t-  . .  .  -t-  a^,  ^^  m,  et  si  l'on  élimiue  Of , 
rt.,  . .  .,Up  entre  ces  équations,  on  obtient  nt  —  1  équa- 
tions de  condition,  c'est-à-dire  plus  de  conditions  qu'il 
n'en  faut,  puisque,  pour  exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème,  il  sullit  de 

a,  —  I  -ha,  --  I...  :-  a,,  —  I  --  m  -   /ï  conditions. 
Outre  la  dilEcullé  d'élimination  des  quantités  a,,ai.  ..., 
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ap,  la  métliode  que  nous  venons  d'expliquer  présente 
donc  l'inconvénient  de  donner  des  conditions  en  nombre 
surabondant. 

i.  Difficulté  et  inconvénient  disparaissent  si  l'on  fait 
usage  du  théorème  démontré  aun"  "i.  Si  l'on  cberche,  en 
effet,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  les 
polynômes  fp{x)  et  s p_,  (x),  qui  vérifient  l'ideulité 

on  obtient  m-\-p  équations  linéaii-es  et  homogènes  à 
2p  +  I  inconnues,  et  l'éliminatiou  des  inconnues,  qui 
sont  les  cocfliicieuts  des  polynômes  'Op(x)  et  <fp^,  (^), 
fournissent  exactement  m  —  p  conditions  entre  les  coef- 
ficients de  réqualiou/'(x)  :=  o.  Seulement,  on  se  trouve 
alors  en  préseuce  d'une  autre  difficulté;  car,  si  au  lieu 
de  considérer  la  solution  {x,,  %-,,  . . .,  x^)  de  l'équation 
(i),  on  en  avait  considéré  une  autre,  rien  ne  distinguant 
ces  solutions  dans  la  suite  des  calculs,  on  aurait  trouvé 
les  mêmes  m  —  p  conditions.  Il  en  résulte,  ainsi  que 
cela  a  déjà  été  dit  au  début,  que  ces  m  — p  conditions 
doivent  se  décomposer  en  systèmes  en  nombre  égal  au 
nombre  des  solutions  de  l'équation  (i)  eu  nombres  en- 
tiers, positifs  et  tous  différents  de  zéro. 

5.  Une  solution  de  l'équation  (i)  étant  donnée,  il 
s'agit  maintenant  de  trouver  le  système  de  conditions 
correspondant.  Pour  cela,  appelons  (a,,  a^,  . . .,  a^)  la 
solution  eon  sidérée.  Si  fli,  «i,  .  - .,  a^  sont  les/?  racines 
detp/,(J:)  =  o,  racines  qui  sont  distinctes  en  vertu  du 
théorème  démontré  au  n"  2,  le  polynôme  'Op_,  (x)  est 
égal  à  Sa,(x  — rt3)...(.r  —  rt/,),  eu  vertu  de  t.  On 
a  doDC 


jbv  Google 


(68) 
Considérons  alors  les  équalions 

(5)  9p(^)  =  o         Cl         ç^_H:r)  +  >ç'(a:)  =  o. 

Si  l'on  remplat'e  X  par  — a,  dans  la  dernière,  les 
deux  équations  ont  une  racine  cummune  a,  ;  elles  ont 
une  racine  commune  a^  si  l'on  remplace  X  par  —  x^,  et 
ainsi  de  suite.  Si  donc  l'on  élimine  x  entre  les  deux 
équations  (5),  l'équation  résultante  R(X)  ^  o,  qui  est 
de  degré  p  et  dont  les  coefScienls  sont  des  fonctions 
des  coefficients  de  <Op{x)  et  de  ceux  de  <fp-.t{x),  par 
suite  des  fonctions  des  coefficients  def{x),  cette  ét{ua' 
lion  R().)  =  o,  disous-nous,  admettra  les  racines  —  a,, 
—  a,,  . .,,  — Xp  si  1  équation  /(x)  =  o  a  une  racine 
d'ordre  a,,  une  racine  d'ordre  ecg,  etc.;  elle  admettra 
pour  racines  — <t\, — a'j,...,  — a^,  si/^(x)^=o  a  /> 
racines  d'ordres  de  multiplicité  respectifs  », ,  a'j,  . .  .,%'p, 
et  ainsi  du  suite. 

L'équation  K(X)  =  o  permettra  donc  de  distinguer 
les  uns  des  autres  les  divers  systèmes  de  solutions. 
C'est  elle  qui  caractérise  et  définit  nettement  les  divers 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Nous  allons  appliquer  ces  considérations  à  deux 
exemples. 

6.  Soit  d'abord  à  exprimer  qu'uue  équation  du  qua- 
trième degré 

/(a:)  =j-*-f-/)j.-'-i-yar-+-/'  =  o 

n'a  quu  deui:  racines  distinctes.  Si  cette  équation  n'a 
que  deux  racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  ou  deux 
racines  doubles,  ou  une  racine  simple  et  une  triple. 
Dans  les  deux  cas,  il  faut  et  il  suflit  qu'il  existe  un  po- 
lynôme du  premier  degré  aj:+  ^  et  un  poiyuome  du 
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sucond  degré  Ax'+uj:-{-y  vértfiaDl  l'identité 

On  peut  d'ailleurs  supposer  A  =  i,  puisque  le  degré 
du  polynôme  Ax*  +  ux  +  i»  ne  doit  pas  être  inférieur 
à  3,  et  comme  alors  ol  est  évidemment  égal  à  4)  l'iden- 
tité précédente  s'écrit 


Actuellement,  on 

» 

1p 

(») 

=    a-'+UJ 

c  + 

?',. 

("> 

=  aar  +«, 

îf-i 

(J-) 

=  4»+?, 

de  sorte  que 

l'équati 

on 

s'écrit 

1(1  +  1) 

Si  l'on  élimine  x  entre  cette  équation  et  l'équation 
Op(x)  =  o,  on  obtient 

(p-i-lu)'-i«(»-f-X)([l  +  X«)-|.4''(n-X)"  =  o, 

c'est-à-dire 

(7)    (41- -«')!'+ 4X(.ii>—«')-vp«- 4P" +  i6^'=o. 

Quand  l'équation  f(^x)^o  a  deux  racines  doubles, 
~  a  doit  être  racine  double  de  l'équation  {'])',  on  doit 
donc  avoir 

p._4P„  +  4„.=  o        ou        p  =  au. 

Quand,  au  contraire,  l'équatioa/a  une  racine  triple 
et  une  simple,  l'équation  (7)  a  pour  racines  —  i  et  —  3. 
Ann.  de  Htathémat.,  3'  série,  l.  XVi.{Fé»rier  iBgy.)  5 
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La  somme  des  racines  étant  —  4i  î'  suffit  (l'exprimer 
que  — ~  I  est  racine,  ce  qui  donne 

pt_4Pm.3„«  +  4^  =  o. 

Ainsi,  suivant  que  l'équation  du  quatrième  degré  a 
deux  racines  doubles  ou  uue  racine  triple  et  une  double, 
OR  doit  avoir 


-4p«-t-3u»+if  =  0. 


Cela  posé,  identifions  les  deux  membres  de  l'éga- 

lité (6);  il 

vient  alors 

3  =  4", 

ip^ip-hiv. 

iç  +  ^p  =  q     +ipu. 

pç-4-4'-  =qu  +  -ipv. 

^r  =  q.. 

Si  l'on  é 

imine  p,  u  et  v  entre  ces  équations,  on  trouve 

facilement 

(lo) 

1  2^»-8/.r  +  93«=o, 

i             9(p*-(-.ar)  =  o. 

On  a  d'ailleurs 

«  =  — ^,        p=£        et        a=— ^. 
ip'  a  ^  p 

Si  l'on  porte  maintenant  les  valeurs  de  u,  f  et  ^  dans 
les  équations  (8)  et  (g),  la  première  de  ces  équations 
donne  q^=  o  et  la  deuxième  donne  pareillement 
8/»*  4-  27^*=  o.  Donc  q  =:  o  caractérise  le  cas  de  deux 
racines  doubles  et  8^'  +  27ç'  =  o  caractérise  le  cas 
d'une  racine  simple  et  d'une  racine  triple.  Il  en  résulte 
que,  si  l'on  élimine  /•  entre  les  équations  (10),  on  doit 
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trouver  ç  =  o  dans  le  premier  cas  et  8^*  +  27^*=  o 
«lans  le  deuxième.  Autrement,  le  système  (10)  se  décom- 
pose en  deux 

^  ^^         et         a/î'— 8/»-  +  9?>=o, 
a/)(/)»— 4'-)=o   ■  /)>-+-ia/-  =  o. 

Le  premier  de  ces  systèmes  correspond  au  cas  de  deux 
racines  doubles  et  le  second  doit  correspondre  au  cas 
d'une  racine  triple  et  d'une  simple;  par  conséquent,  en 
éliminant  r  entre  les  équations  de  ce  dernier  système, 
on  doit  trouver  8/»*+a7Ç*=o.  On  le  constate  sans 
aucune  difficulté.  En  résumé,  si  l'on  observe  que  p  ne 
peut  pas  être  nul,  on  voit  qu'il  y  a  deux  racines  doubles 
si  l'on  a 

q  =0        avec        /)'  — 4r  =  o, 

une  racine  triple  et  une  simple  si  l'on  a 

8p»-(-a7y'  =  o        et       />>-('iar  =  o. 

7.  Soit  maintenant  à  exprimer  qu'une  équation  du 
cinquième  degré 

n'admet  que  deux  racines  distinctes. 

Posons,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

et  formons  l'équation 

nous  obtenons  ainsi 

(«-t-aX)ar-i-p-Hitt  =  o, 
de  sorte  que  si  l'on  élimine  x  entre  cette  équation  et 
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'Bp(x)  =  o,  il  vient 

ou 

(ir)  Cil— «<)  Xt+X(4r-u«)a +  ??-=<?« +  .'«*  =  o. 
Exprimons  enfin  que  l'on  a  l'identité 

en  vertu  de  laquelle  on  voit  tout  de  suite  que  l'on  doit 
avoir  a  ^  5,  de  sorte  quu  l'identité  s'écrit 

\       =lxi+ux  +  p){5x''-^-ipx'+-iqx  +  r), 
et  l'équation  (i  1}  devient 

L'identification  des  deux  membres  de  (13)  conduit 
auï  équations 

4r-+-Pç  =  ag'm-  3jdc, 
5.  +  pr  =  r«    +1ÏP, 
p.  =  ri.. 
Des  trois  pi-emières  équations  on  tire 

(.  =  Hf  H=_^  a-      '^? 

et,  en  portant  dans  les  trois  dernières,  on  obtient  les 
équations  de  condition  cherchées 
ep* 


('3) 
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Or,  si  une  équation  du  cinquième  degré  n'a  que  deux 
racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  soit  une  racine 
douLle  et  une  racine  triple,  soit  une  racine  quadruple 
et  une  simple.  Le  sysième  de  conditions  trouvées  doit 
donc  se  décomposer  en  deux  autres  correspondant  auic 
deux  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Dans  le  premier  cas, 
l'équation  A  (X)  =  o  doit  admettre  les  racines  —  a  et 

—  3  ;  elle  doit  admettre  les  racines  —  i  et  —  4  dans  le 
second  cas.  Comme  la  somme  des  racines  est  toujours 

—  5,  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le  premier  cas,  il 
suffit  d'exprimer  que  — a  est  racine;  il  suffit  d'écrire 
que  —  I  est  racine  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le 
deuxième  cas.  On  voit  ainsi  que  si  l'équation  a  une 
racine  triple  et  une  racine  double,  on  doit  avoir 

et  que  l'on  doit  avoir 

quand  l'équation  a  une  racine  quadruple  et  une  simple. 
Si  l'on  tient  compte  des  valeurs  trouvées  pour  u  et 
pour  f,  ces  équations  s'écrivent  respectivement 

(  ■«/,»+ 5y'=o. 

Par  conséquent,  si,  entre  les  équations  (i3),  on  éli- 
mine r  et  .c,  l'équation  en  p  et  en  t/  ainsi  obtenue  doit  se 
décomposer  en  les  deux  équations  (li)- 

Un  calcul  facile  donne 
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Ed  portant  les  valeurs  de  r  et  de  s  qu'on  en  déduit 
dans  l'équation 

l5qs  -i 

on  obtient  l'équation 


4p*r  _ 


de  laquelle  on  lire 

^  —  agp'^aSfl' 
â  X  37 
c'est-à-dire 

4/*>-4-5  xi79>=o. 
et 

qui  sont  bien  les  équations  (i4)- 
Ainsi,  pour  que  l'équation 

x'  +  px^  -t  q  3:'  -+■  rj;  +  î  —  o 

ait  une  racine  double  et  une  racine  triple,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

pour  qu'elle  ait  une  racine  quadruple,  il  faut  et  il  suflil 
que  l'on  ait 

Dans  le  premier  cas,  les  conditions  s'écrivent  plus 
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simpivineut 

4/**-t-a75*  =  o,        5/- —/>'=:  o,         tipq  —  a5*  = 
dans  le  second  vas,  elles  s'ecriveuL  de  mâoïc 

■tp*+5q*=o,         ■ïor-H9/»»=o,         5o<— /ij  = 


[F4a3 
LE  THÉORÉHIi  D'ADDITION  DE  LA  FONCTION  p (")('); 

Par  m.  Paul  STACKEL, 
Professeur  à  l'IIaiversilé  de  KSnigsberg, 


Traduit  de  l'allemaad,  ave 

par  M.  L.  LAUGEL. 


Lorsque  les  grandeurs  u,,  iij,  »)  vérifient  la  con- 
dîlion 

(l)  «, -H  M,  H- Uj  =  o, 

le  quotient 

représente  une  fonction  elliptique  du  troisième  ordre, 
qui  ne  devient  infinie  qu'en  les  points  qui  sont  congrus 
à  zéro.  Par  conséquent,  si  l'on  développe /"(m)  suivant 
les  puissances  de  u,  le  coefficient  de  u~'  doit  s'évanouit- 
identiquement,  et  l'on  a,  par  suite, 


O) 


3H|0   KtO'«i+       I«iO  Kj3"Hi+      ffMjï  «lO'Ui 


(■)  Walhemaliiehe  Annalen,  I.  XLVII,  4*  Cabiei 
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OU,  après  une  transforma  Lion  facile  à  pratiquer, 

\  ou,  \*U,/  \OU|  ou,  <TU,/ 

Or,  nous  avons  les  équations  [  H.  A.  Sckwirz,  For- 
me/niind£eArjaï5e...('),AriicIe9(i),  Article  11  (4)]  : 

ou,         ou,         ou,  2    pu,   —put 

par  suite,  la  relation  (4)  est  équivalente  à  colle-vi  : 

(7)  P"'+l'°--^'"-=Kf"!-P».')'' 

qui  préeiséincnt  exprime  /e  théorème d' atldition  de  In 
fonction  p(ii)  sous  sa  forme  classique. 


[M'61^] 

SUR  L'APPLICATION  BE  BEUX  COVARIANTS 
A  LA  CONSTRUCTION  IB  QURMllIRS  ESPÈCES  BE  COURBES; 

P*H  M.  s.  MANGEOT, 


Je  considère  une  courbe  plane  F,  représentée  par 
l'équation  entière 

relativement  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 

(>)  Traduit  par  M.  PaHv.  Taris,  Gauihicr-Villar»  ot  nis. 
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quelconques  Ox,  Oy,  vl  soieiil  "P,  W  les  deux  lignes  que 
définissent  respectivement,  par  rapport  à  ces  axes,  Its 
équations 

■'     '■^'       ùj:'        àyi  ' 

^^    '-"      Ox^  d/»       \dxàyj 

dont  les  premiers  membres  sont  des  covarianls  de  f 
pour  toute  substitution  orthogonale. 

Si  l'on  calcule  les  formes  partivulières  que  prennent 
ces  deus  covariants  lorsqu'on  substitue  à  y  le  premier 
membre  de  l'équation  qui  représente  l'une  des  courbes 
suivantes  :  cissoïde,  stroplioïde  droite,  lemniscate,  con- 
choïde  de  cercle,  par  rapport  aux  axes  liés  à  la  courbe 
auxquels  on  la  Rapporte  habituellement,  l'examen  de 
ces  formes  conduit  aux  résultats  que  voici,  quand  la 
courbe  F  est  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 

Pour  (|ue  ta  courbe  F  soit  une  cissoïde,  il  faut  et  il 
suffit  que  V  soit  une  hyperbole,  et  que,  en  rapportant 
la  courbe  aux  deux  axes  de  cette  conique,  son  équation 
prenne  la  forme 

Pour  que  la  courbe  F  soit  une  stroplioïde  droite,  il 
faut  et  il  suffit  que  V  soit  une  hyperbole,  que  <^  soit 
une  droite  déterminée  perpendiculaire  à  son  axe  trans- 
verse  D,  et  que,  en  rapportant  la  courbe  aux  deux 
droites  1)  et  <I>,  son  équation  ail  la  forme 

j-'(J7''-i-j'i)+n(j-''— y>)=o. 

Pour  que  V  soit  une  lentniscale  ou  une  conehoïde  do 
cercle,  il  est  nécessaire  cl  suffisant  que  <b  soit  un  cercle 
et  que,  en  désignant  par  Xa,  y^  les  coordonnées  du 
centre  de  cercle,  la  foticliony^{jr -I- jr,,,  y +j'o)  ait  la 
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forme 

(r'-Hj'»)'-i- A  (a:>  — /«)-(- Bx>-, 

OU  celle-ci 

(x^+y>~  a*y — A'[ar>-H_y*+aa(3Tco9a-i-_>'sina)-t-a'J. 

Dans  les  quatre  cas,  oa  connaîtra  la  position  de.  la 
courbe  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  et  sa  grandeur. 
Lorsque  réqualiony"{j',^)  =  o  représente  une  cissoïde 
(ou  une  sirophoïde  droite),  la  distance  du  point  double 
à  l'asympioie  a  pour  expression 


'5> 


eu  appelant  A  le  discnniiuant  de  la  fonction  du  second 
degré  ^{x,  y)  et  S  celui  des  termes  du  second  degré  de 
celte  fond  ion. 

Si/(3;,_j')^  «  est  l'équation  d'une  Icmniscatc,  le 
carré  de  la  distance  de  son  centre  à  l'un  de  ses  som- 
mets a  pour  valeur  al/ f,u  désignant  la  ronction 

I  qui  est  ici  divisible  par  f.  ■ 


m- 


[L'ic] 

THÉORÈMES  BE  PASCAL  ET  DE  BRIANCnON; 

Par  m.  F.  FARJON. 


Un  liexagone  circonscrit  à  une  conique  peut  être 
cunsidéré  comme  la  perspective  du  polygone  gauclic 
formé  i>ar  six  généralriccs  rectilîgnes  d'une  quadriquc 
gauche   alternativemeul    du    premier  et  du   deuxième 
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système.  Les  trois  couples  de  génératrices  opposées  dé- 
terminent trois  plans  formant  un  trièdre  qui  a  pour 
arêtes  les  diagonales  de  l'hexagone;  celles-cî  se  coupent 
donc  en  un  même  point  (théorème  de  Brianchon). 

Soient  i,  a,  3,4i  ^t  6  les  sommets  de  l'hexagone;  les 
plans  tels  que  i  a3,  234,  ■-■  O'^^  pour  traces,  sur  le  plan 
du  Tableau,  les  côtés  d'un  hexagone  inscrit.  Considé- 
rons les  deux  plans  opposés  i  a3,  4S^t  lc''iti^i'^*^^i'>'' 
est  déterminée  par  les  intersections  des  deux  couples  de 
génératrices  opposées  i  3,  4^  ^^  ^3,  56;  de  plus,  sa 
trace  sur  le  plan  du  Tableau  est  l'intersection  des  deux 
côtés  opposés  correspondants  de  l'hexagone  inscrit.  En 
appliquant  la  même  construction  aux  deux  autres 
couples  de  plans  opposés,  on  reconnaît  que  leurs  inter- 
sections sont  dans  un  même  plan  avec  la  précédente,  et 
les  trois  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone inscrit  situés  sur  la  trace  de  ce  plan  sont  en  ligne 
droite  (théorème  de  Pascal). 

La  même  figure  peut  servir  à  démontrer  d'autres 
théorèmes.  Ainsi,  tes  faces  du  trièdre  des  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit  ont  pour  traces  sur  le  plan  du 
Tableau  les  diagonales  de  l'hexagone  inscrit;  celles-ci 
se  coupent  donc  deux  à  deux  sur  tes  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit,  etc. 

Ce  mode  de  raisonnement  fait  découler  des  principes 
les  plus  élémentaires  de  la  Géométrie  dans  l'espace  la 
démonstration  de  propositions  de  Géométrie  plane  dont 
la  preuve  est  faîte  habituellement  par  des  procédés  arti- 
ficiels. Exemple  :  les  propriétés  des  triangles  homolo- 
gi(| lies,  qui  sont  évidentes  lorsque  l'on  considère  la  figure 
comme  la  perspective  d'un  trièdre  coupé  par  deux 
plans. 
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KOTE  SUR  [iniE  OUESTION  BE  LICEIÏCB  ('); 

Par  m.  AUDEBERT. 


D'après  le  texte  de  la  quatrième  question  d'Aualyse 
proposée  aux  L-aiididats  h  la  Licence,  à  Rennes,  l'équa- 
tion 

x'+jy'-t-  3'=  4aH-r'  +  7*),  ou  a'^  m(37'-t-^i), 

dériverait,  par  la  détermination  du  la  fonction  arbi- 
traire, de  l'équation  générale  des  surfaces  pour  les- 
quelles MN=  ON. 

Or,  s'=  to(x' -H JK')  représente  un  eàne  de  révolii- 
lioii  autour  de  l'axe  OZ,  el,  dans  ce  cas,  MW  est  lu 
côté  d'un  triangle    rectangle    dont  ON   est    l'Iiypolé- 


LICENCE  fis  SCIENCES  NATUBJHATIQUES. 


SESSION   DE    NOVEMBRE   1896.   -   COMPOSITIONS. 


Analyse.  —  I.   l/;it;  surjace  S  étant  rapportée  à 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  Oz,  soient  M  un 


Dçiilizedbv  Google 


(8,  ) 
point  de  S,  MT  (a  tangente  en  M  à  la  section  de  S 
par  le  plan  iOM,  T  le  point  oit  MT  rencontre  Os. 
Soient,  de  plus,  m  la  projection  de  M  sur  Os  et  P  la 
projection  de  M  sur  le  plan  xOz. 

Former  et  intégrer  l'étjuation  aux  dérivées  par- 
tielles que  vérifient  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
le  produit  Hm-x.  OT des  segments  Mm  et  OT  est  égal 
{en  tout  point  M)  à  OP  . 

{On  pom-ra  prendre  comme  /onction  le  z  du 
point  M,  et,  comme  variables  indépendante!,  les 
coordonnées  polaires  r  et  9  de  la  projection  du  point  M 
sur  le  plan  xOy). 

L'équation  demandée  esi 


érjuation  homogène  iju'on  sait  intégrer.  On  trouve; 

s  =  rcosft  tang    cosftiog— ^  1  , 

un  désignant  par  F(0)  unu  fonction  arbitraire. 

li.  Soit  s  une  variable  complexe  et  soit  3  {z)  l'in- 
tégrale 

Posons 

,(.)  =  , V.i,        F(.)  =  ,(=)  +  ^|. 

i"  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  doivent  vérifier  C  et  les  coefficients  a,  p, 
Y,  3,  pour  que  la  /onction  F(z)  soit  uni/orme  dans 
tout  le  plan? 
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n."  Quelles  conditions  faut-il  ajouter  pour  queV  {z) 
se  réduise  à  une  Jonction  rationnelle  de  z1 

MiiciwiQUE,  —  I.  Un  disque  circulaire  A,  de  rayon  R, 
est  fixé  dans  un  plan  vertical.  Un  deuxième  disque 
circulaire  B,  homogène  et  pesant,  de  même  rayon  R, 
est  mobile  dans  le  même  plan  vertical  et  assujetti  à 
rester  en  contact  avec  le  disque  A,  sur  lequel  il  peut 
glisser  sans  frottement. 

Le  disque  B  est  abandonné  sans  vitesse  initiale, 
dans  une  position  telle  que  la  droite  AB,  joignant  les 
centres  des  disques,  fasse,  avec  la  verticale  ascen- 
dante, un  angle  de  45°. 

Trouver  le  mouvement  du  disque  B  ;  former  l'équa- 
tion déterminant  l'angle  que  fait  la  droite  AB  avec  la 
verticale  ascendante  au  moment  oit  le  disque  B  quitte 
le  disque  A. 

IL  Un  segment  de  droite  AB,  mobile  dans  un 
plan  it,  est  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  il  glisse 
sur  un  point  fixe  O  du  plan  Tt,  ef  H  est  vu  sous  un 
angle  droit  d'un  autre  point  C  de  ce  plan. 

Trouver  le  centre  instantané  de  rotation  et  les 
courbes  décrites  par  ce  point  dans  le  plan  it,  d'une 
part,  et,  d'autre  part,  dans  un  plan  lié  invariable- 
ment au  segment  AB.  On  supposera  la  longueur  du 
segment  AB  double  de  la  distance  OC. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  observé  à  6''i3''[i',3 
{temps  sidéral)  le  passage  au  premier  méridien  d'une 
étoile  dont  les  coordonnées  sont 

Ascension  droile 7'58°i7',6 

Distance  polaire 44°9'53' 

On  demande  de  déterminer  :  i°  la  latitude  du  lieu 
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d'observation  ;  a"  l'erreur  que  produirait  sur  cette  la- 
titude une  erreur  d'une  seconde  sur  l'instant  du  pas- 
sage; 3"  l'erreur  qui  résulterait  d'une  erreur  d'une 
seconde  d'arc  sur  l'azimut  du  premier  vertical. 

Besançon. 

Aj>iai.vse.  —  Etant  donné  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  Oz,  soient  deux  points  A  et  B, 
dont  tes  coordonnées  sont  respectivement 


et  une  circonférence  C  représentée  par  les  équations 

l'-H  y*  =  a',        a  =  o; 

a,  b,  h  sont  des  quantités  positives  données. 

On   considère  les  deux  surfaces  coniques  qui  ont 


pour  base  commune  la  circonférence  C  et  pour  som- 
mets respectifs  les  points  A  et  B. 

On  demande  de  calculer  le  volume  limité  par  ces 
deux  surfaces  coniques  et  par  le  plan  des  xy. 

Dans  le  croquis,  tes  points  de  ce  volume  se  projet- 
tent sur  le  plan  xOz,  suivant  la  partie  indiquée  par 
des  hachures. 

On  remarque  que  les  deux  cônes  se  coupent  suivant 
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une  seconde  courbe  plane.  On  peut  évaluer  le  volume 
<Iomandé  en  li;  partageant  en  tranches  infiniment 
minces,  soit  par  dirs  plans  parallèles  au  plan  dos  xy, 
soit  par  des  plans  passant  par  la  ligne  des  sommets. 
Dans  ce  dernier  cas,  clia<jue  tranclie  pourra  être  assi- 
milée, en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre,  à  un  tronc  de  prisme  triangulaire,  et  l'on  est  ra- 
mené à  l'intégration  d'une  fraction  rationnelle. 

Mécanique.  —  Un  tube  rectUigne  peut  toiuner  au- 
tour d'une  verticale  Oz.  Dans  ce  tube  est  mobile  sans 


frottement  une  bille  pesante.  Le  tube  fait  avec  Oz  un 
angle  a,  et  sa  distance  à  cet  axe  est  a;  m  est  la  masse 
du  tube,  y.  celle  de  la  bille. 

Déterminer  en  fonction  du  temps  la  distance  pA  =r  (f 
et  l'angle  AOx  =  0.  {On  suppose  que  OA  est  la  per- 
pendiculaire commune  au  tube  et  à  l'axe.) 

Examiner  les  divers  cas  particuliers  que  présente  la 
question  pour  des  valeurs  particulièivs  de  a  et  de  t. 

Emploi  du  principe  des  forces  vives  et  du  iliéorème 
du  moment  des  quantités  de  mouvement  autour  de  Oz. 

AsTROMOMiE.  —  Calculer  la  distance  angulaire 
géocentrique  de  a  de  l'Aigle  nu  centre  de  la  Lune, 
le  iQaodt  i885,  à  6'',  temps  mojen  de  Paris. 


iiizedbv  Google 


(83) 
On  prendra  pour  données  le: 
les  déclinaisons  des  deux  astres. 


Amalïse   eL  Géométhie.   —    I.  .Si,    considérant    u 

comme  une  fonction  de  x,  on  calcule  suivant  la  règle 

connue  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  composée 

f{x,  u),  on  tombe  sur  une  expression  renfermant  à  la 

...  ,  .    .  du    d'à 

fois  tes  tfualre  quantités  x,  u,  -j- 1  -j-^  ■ 

Cela  fait,  et  considérant  désormais  x,  u,  -y-  et  -j—- 
comme  quatre  variables  indépendantes  distinctes,  on 
déterminera  la  fonction  f(x,  u)  par  la  condition  que 
l'expression  dont  il  s'agit  soit  le  produit  d'une  fonc- 
tion F  des  seules  variables  x  et  u  par  la  quantité 
„  du         /duY      d^u 

où  a,  p,  Y  désignent  trois  constantes  données.  Relation 
qui  doit  exister  entre  a,  ^  e/  y  pour  que  le  problème 
soit  possible. 

II.  £n  désignant  par  G  une  courbe  plane  donnée, 
on  propose  de  rechercher  les  surfaces  réglées  satisfai- 
sant à  la  double  condition  :  i"  que  toute  génératrice 
rencontre  la  courbe  C  à  angle  droit  ;  a"  que  G  soit  une 
ligne  de  courbure  de  la  sur/ace  cherchée. 

I.  La  fonctionydoit  visiblement  satisfaire  aux  condi- 
tions 

d'/       â*f       à*/      df 
àx*       àxàu       au*       du 

-^  étant  précisément  F.  Intégrant  l'équation  qui  résulio 
Artrt.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  XVI.  (Féïrier  189-;.)  6 
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(le  l'égalité  des  deux  dernières  fraclJons,  on  a,  si  y  ?^  o, 


^-^  est  égal  à  eT''y'{jr);  pour  qu'il  soit  aussi  égal  à 
y^>  il  faut  que  y{ar)  soit  de  la  furme  Ae^. 

L'égaillé  de  la  première  et  de  la  quatrième  fractions 
donne  alors  l'équation 

^  e^+y  +  Yi^)  =  "A  eP'-t-T»; 

elle  exige  que  ^»  soit  égal  à  ay  et  donne  ensuite 

/( j,  u)  =  AeP'+ï"  +  Bj^  -+-  C. 

Si  Y  «*•■  "ulj  on  trouve  d'abord  que  ~  est  de  ta  forme 
(p  (x),  puisque  ^  doit  être  nul  etyde  la  forme 

/(x,  u)  =  A  (  K  +  i  a:r>)  H.  B^  -(-  C. 

U.  D'après  le  théorème  de  JoaL'liimsthal,  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  cherchée  S  aux  divers  points  de  C  fait 
un  angle  constant  avec  le  plan  Pde  cette  courbe;  or,  cet 
angle  est  mesuré  par  l'angle  des  génératrices  avec  leurs 
projections  sur  P;  si  P  était  horizontal,  S  serait  une 
surface  à  pente  constante  et  développable;  les  ligues  de 
courbure  éiant  les  génératrices  et  les  lignes  de  niveau. 

On  trouvera  beaucoup  de  formes  pour  la  solution 
analytique. 

MÉcAMQve.  —  I.  Dans  un  plan  Jîxe  P,  on  donne 
une  cycloïde  U  et  la  droite  ST  qui  la  touche  en  l'un  de 
ses  sommets  S.  Un  triangle  ABC  glisse  sur  le  plan  P 
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de  manière  que  le  sommet  A  resle  sur  la  droite  ST  eC 
que  le  côté  AB  soit  constamment  tangent  à  U,  le  point 
de  contact  se  déplaçant  sur  la  cycloïde  avec  une  vitesse 


constante.  Lieux  du  centre  instantané  de  rotation  danx 
le  plan  P  et  dans  le  plan  du  triangle .  Pour  une  position 
donnée  de  ce  triangle,  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  du  point  C  et  le  centre  des  accé- 
lérations du  plan  mobile. 

II.  Sur  un  cane  dont  toutes  les  génératrices  font 
avec  la  verticale  un  angle  de  45".  déterminer  une 
courbe  C  telle  que,  si  un  point  pesant  glisse  sur  celte 
courbe  sans  frottement,  il  exercera  sur  elle  une  pres- 
sion constamment  horizontale;  la  courbe  C,  qui  est 
fixe,  a  sa  tangente  Horizontale  en  un  point  situé  à  la 
hauteur  fi  au-dessus  du  sommet  du  cône  et  le  mobile 
considéré  j  est  animé  d'une  vitesse  égale  à  \/^gh.  Loi 
du  mouvement;  direction  et  grandeur  de  la  pression 
exercée  sur  C  pew  le  point  pesant  dans  une  position 
quelconque. 

I.  Soit,  dans  une  posiiion  quelconque  du  triangle, 
M  le  point  où  AB  touche  U  :  on  voii  sans  peine  que  le 
centre  instantané  est  au  point  le  plus  bas  du  cercle  géné- 
rateur passant  par  M  ;  son  lieu  dans  le  plan  P  est  la  base 
de  la  cycloïde;  dans  le  plan  mobile,  c'est  un  cercle  de 
centre  A  et  de  rayon  la,  a  étant  le  rayon  du  cercle 
générateur. 

Le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  C  s'obtient 
par  la  construction  de  Savary. 
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Les  coordonnées  du  centre  dos  accélérations  K  sont 
données  par  des  équations  de  forme  connue 

On  voit  que  'J  est  égal  à  —  zau.  D'ailleurs,  dans  le 
p]an  P,  arcSM  est  de  la  forme  4<isina  (a  angle  de  ÂB 
avec  ST)  ;  on  a 

di.  _ 

di  -  —  "' 
et 

—  jaii><sina  — jaw'cosa:  =  o. 

On  a  donc 

(!>'=  —  (o'tangct, 

et  tes  coordonnées  de  K  sont 

le  point  K  se  confond  avec  M. 

IL  Masse  du  mobile  i;  P,pressioiisurC,fait  avec  les 

axes  les  angles  a, <ty-'  Donc 

a  'a  'a 

(5)  ê  — «•■ 

les  axes  étant  choisis  convenablement.  La  pression  étant 
perpendiculaire  à  la  vitesse, 

U)  cos«  ^^  +sin«^-o, 

d'où,  en  combinant  (i)  et  (3), 

dx  d^x       dy  d'y  _  dx*       dy*  _       , 
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(3) donne 

éliminant  dl*, 

dx^-i-  dy*  h 

£n   coordonnées   cjrlindriques    u,   ■}   et   z,    coinn»; 
ici  z  ^  u, 

rf«t  "A  — u' 

C  se  projette  suivant  une  cardioïde. 
(3)  donne  aussi 

((  =  3  =  A—  -  gf. 

Maintenant  x  =  u  cos({<  donne 

.....   .....a. 

de  même,  ^  =  u  siniji, 

dy       A ,        ,  ,    rf4' 


P  fait  l'angle  -  avec  la  perpendiculaire  à  OZ. 

Enfin,  en  diffërentiant  l'équation  x*  -hy^  —  s'  =  o, 

d}x  d*y         d'z       dx*       rfv'       rf='  _ 

^  dF  '^■^  dt^  ~'  Ici  '^  'dn  '^  it'  ~  dï'  ""' 
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remplaçant  .^^  et  ^  par  les  valeurs  (i),  (  a)  ; ^^ 

—  P(a:cosa+jsina)  +  f  j  +  afA  — a#(A  — «)=o; 

P  est  iiifitii  au  sommet  du  cÔDe. 

Epreuve  pratique.  —  En  un  point  de  l'équafeur, 
on  observe  une  étoile  dont  l'ascension  droite  est 
6'''4o"'36*,8  et  Iti  déclinaison  i6<'34'5'',i  ;  l'étoile  esta 
l'est  de  l'observateur  et  à  ;ia"ia'ao",5  du  zénith.  Cal- 
culer l'heure  sidérale.  (Rép.  :  4''48'"aa'.) 


CORRBSPOniDAKCL 


M.  M.  {Paris).  —  Voici  comment  on  peut  résoudre 
géométriquement  la  première  partie  de  la  ques- 
tion 1498  ('). 

On  donne  deux  droites  fixes  passant  par  un  point  C 

et  une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  ces 

deux  droites.   Démontrer  que  le  lieu   du    centre  du 

cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  est  une  ellipse. 

(Weill.) 

On  sait  que,  quelle  que  soit  la  position  de  AB,  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  un  rayon  de  gran- 
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deur  constante  et  que  son  centre  O  est  sur  un  cercle  de 
centre  C.  Abaissons  de  B  une  perpendiculaire  sur  CA. 
Le  sjniétriquo,  par  rapport  à  CA,  du  point  D  où  elle 
coupe  le  cercle  circonscrit  à  ABC  est  l'orlli ©centre  H  du 
triangle  ABC.  Puisque  l'angle  CBD  est  de  grandeur 
constante  quelle  que  soit  la  position  de  B,  et  que  le 
cercle  circonscrit  reste  aussi  de  grandeur  constante,  les 
cordes  telles  que  CD  sont  égales.  Comme  CH  ^  CD,  on 
voit  déjii  que  le  lieu  de  H  est  un  cercle  de  centre  C. 

Le  centre  E  du  cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  du 
segment  OH.  Ce  segmenta  ses  extrémités  sur  les  cercles 
décrits  par  O  et  H  et,  comme  les  droites  CO,  CH  sont 
également  inclinées  sur  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  données,  ou  peut  tout  de  suite  conclure  (  *  ) 
que  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  ABC  est  une  ellipse  qui  a  pour  normale  en  E 
la  d'oite  OH,  dont  le  grand  axe  est  égal  à  la  somme 
des  segments  CO,  CH,  dont  le  petit  axe  est  égal  à  la 
différence  de  ces  segments,  ces  axes  étant  dirigés  sui- 
vant  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites 
données. 


Leçons  db  Géomëtbie  inalvtiqus,  par  MM.  C-  Briot 
et  J.'C.  Bouquet.  Nouvelle  édition,  revue  et  annotée 
par  M.  jippell,  membre  de  l 'Insu' tut,  professeur  a  la 
Faculté  des  Sciences,  i  vol.  in -8"  de  ^84  pages.  Paris, 
Ch,  Delagrave.  Prix  :  %^','j^. 

C)  Mahkiieisi,  Principei  el  dévetoppemenli  de  Géométrie  einé- 
maliqae,  p.  6]. 
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Tous  ceuK  qui  ont  passé  par  une  classe  de  Mathématiques 
spéciales  connaissent  les  Leçons  de  Géométrie  analytique  de 
MM.  Briot  et  Bouquet.  Pendant  de  longues  anaôes,  elles  ont 
été  la  source  unique  à  laquelle  venaient  puiser  les  professeurs 
et  les  élèves.  Mais,  à  la  suite  de  changements  apportés  aux 
programmes  de^  écoles  et  de  l'introduction  de  nouvelles  mé- 
thodes dans  l'enseignement,  elles  présentaient  quelques  la- 
cunes  et  étaient,  en  conséquence,  un  peu  délaissées  des  uns  et 
des  autres.  Dans  la  récente  édition  de  ces  Leçons,  que  nous 
sigaalons  aujourd'hui  aux  lecteurs  des  NoueelUs  Annales, 
ces  lacunes  ont  été  heureusement  comblées  par  M.  Appell, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  élève  de 
MM.  Briot  et  Bouquet. 

S'inspirant  des  leçons  de  ses  anciens  maîtres,  M.  Appell  a 
conservé  à  leur  Ouvrage  le  caractère  de  simplicité  et  de  pré- 
cision que  leur  avaient  donné  ses  savants  auteurs.  Le  Livre 
est  donc  élémentaire  par  les  méthodes  et  l'ordre  suivi.  Mais  il 
donne  des  idées  nettes,  avec  exemples,  sur  des  questions  éle- 
vées, dont  voici  l'énumération  : 

Coordonnées  homogènes,  trilinéaires  et  tangentielles; 

Invariants  simultanés  de  deux  coniques;  points  d'inllexïon 
d'une  courbe  plane,  liessienne  et  formules  de  PlUcker  (ces  der- 
nières sans  démonstration);  courbes  unieursafes;  invariants 
dans  les  surfaces  du  deuxième  ordre;  signification  du  signe  du 
discriminant;  courbes  gauches  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre;  complexes  de  droites. 

L'ordre  d'exposition  consistant  à  passer  du  simple  au  plus 
difficile,  adopté  par  MM,  Briot  et  Bouquet,  et  qui  est  d'accord 
avec  le  nouveau  programme  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, a  été  respecté.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter 
les  avantages  qu'il  peut  j  avoir  à  placer  la  théorie  des  coniques 
avant  celle  des  courbes  d'ordre  quelconque, ou  à  faire  l'inverse; 
nous  nous  bornerons  à  signaler  le  parfait  enchaînement  des 
idées  et  la  perfection  de  la  forme,  grâce  auxquels  la  lecture 
de  ce  Livre  est  aussi  aisée  aux  commençants  qu'utile  à  ceux 
qui  sont  déjà  rompus  aux  méthodes  de  la  Géométrie  analy- 
tique. M.  Appell  s'est  du  reste  attaché  à  mettre  en  évidence 
l'idée  principale  de  chaque  question,  sans  s'égarer  dans  des 
détails  qui  font  perdre  de  vue  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel, 
qui  ne  sont  d'aucun  profit  pour  ceux  qui  ont  déjà  acquis 
l'expérience  de  la  Géométrie  analytique,  et  qui  sont   de  na- 
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ture  à  troubler  «jnguliérenent  les  élèves  inexpérimentés. 
En  résumé,  les  nouvelles  Leçons  de  Géométrie  analytique 
de  MM.  Briot  et  Banquet  nojis  paraissent  appelées  à  parcourir 
une  carrière  au  moins  aupsi  vaste  que  les  anciennes,  et  nous 
ne  connaissons  pas  de  guide  plus  sûr  pour  les  candidats  aux 
Écoles,  pour  les  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  et  pour 
tes  candidats  à  l'Agrégation.  X.  A. 
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SOLUTIONS  DR  QUBSTrONS  PROPOSEES. 


Étant  donnés  deuT plans  fixes,  on  considère  deux  sphères 
de  mime  rayon,  tangentes  entre  elles,  et  touchant  chacune 
un  des  deux  plans. 

Le  point  commun  de  l'une  des  deux  sphères  avec  le  plan 
correspondant  étant  donné,  on  demande  le  lieu  du  point 
commun  aux  deux  sphères  lorsque  l'on  fait  varier  leur 
rayon.  (  GENBlX-MAHTIEf .  ) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Thkvbnet, 

Élève  à  l'École  Lacordairc. 


Soit  M  le  point  de  contact  do 
La  sphère  S,  tangente  à  Q  a 
normale  Mù. 
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,  UagcDle  à  P,  sera  dans  un  pisi 


dont  la  distance  à  P  sera  précisément  R.  Or,  les  deux  sphères 
S  et  £  étant  tangentes,  la  distance  de  leurs  centres  est  aR. 
Si  donc  du  point  O  comme  centre  je  décris  la  sphère  de  rayon 
aR,  elle  coupe  le  plan  P,  suivant  un  petit  cercle  C,  qui  sera 
le  lieu  du  centre  de  £  pour  la  valeur  donnée  de  R. 

Et  le  lieu  du  point  de  contact  pour  cette  valeur  sera  le  cercle 
section  du  cOne  OC  par  le  plan  P,  équidistant  de  Cet  de  P,. 

Je  vois  donc  déjà  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  du 
deuxième  degré,  dont   une  direction  de  plans  cycliques  est  P. 

Cherchons  si  cette  surface  a  des  ombilics  réels. 

Pour  que  le  cercle  T  ait  un  rayon  nul,  il  faut  que  le  cercle  G 
ait  aussi  un  rayon  nul.  La  sphère  décrite  de  0,  avec  aR  pour 
rayon,  doit  donc  être  tangente  au  plan  P|. 

La  dislance  de  0  au  plan  P  sera  alors  3R. 

Gunsidérons  le  plan  mené  par  MA  perpendiculairement  à  P. 
Soit  jla  trace  de  Mi  sur  P, 

MO       1 
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Wi.  MÏÏ 


longueur  que  je  puis  construire.  J'ai  ainsi  un  ombilic  de  la 
surface.  J'en  aurai  un  autre  de  la  même  manière,  en  prenant 
un  centre  de  S  au-dessus  de  M. 


J'ai  donc  deux  ombilics  réels.  Mais  les  plans,  parallèles  au\ 
plans  tangents  en  ces  ombilics  et  situés  entre  eux,  donnent 
des  sections  imaginaires,  car  il  est  évident  que  si  je  prends  MO 
très  petit,  la  sphère  de  rayon  2(t,  décrite  de  O,  ne  coupera 
plus  le  plan  P,  correspondant. 

La  surface  lieu  est  donc  un  byperboloïde  à  deux  nappes. 

J'en  ai  deun  ombilics,  donc  le  centre;  et  j'en  aï  un  point 
quelconque  par  la  métbode  indiquée. 


Soit  pris  le  point  de  contact  fixe  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  pour  plan  s  =  o  le  plan  correspondant. 
L'équation  de  la  spliùre  S  qui  le  touche  est 


l'équation  du  deuxième  plan. 
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à  cause  de  l'égalité  des  deux,  sphérns,  vérifie  la  reUtioD 
(1)  Ait  +  B^  +  CT+D^j^ 

y/A'  +  B'-hC 

Ce  point  se  trouve  aussi  sur  la  sphère  déente  du  centre  de  S 
avec  un  rayon  double  de  celui  de  S.  On  a  donc 

(a)  .i+p.*(Y-X)'=4X'. 

Le  point  0,  milieu  du  segment  déterminé  par  les  centres  de  S 
et  de  S',  est  un  point  du  lieu.  Soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées. 


(3) 


Pour  avoir  le  lieu,  j'élimine  a,  ^,  -j,  X,  entre  les  relations  (i), 
(i)  et  (3).  Pour  cela,  remplaçant,  dans  (i)  et  (a),  a,  p,  y  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (3),  j'ai 

aAX-H2BY  +  C(aZ— X)-^D  ^. 
y/Aï-t-  B'  -f-  C»  ~    ' 

(a')  X'  +  Y«+Z»-3i.Z=o. 

Cette  dernière  relation  exprime  que  le  point  X,  Y,  Z  du  lieu 
est  sur  la  sphère  5. 
L'élimination  de  X  entre  (t')  et  (a')  donne  le  lieu 

X^4-Y'4-Z'  _  a(AX-t-BY  +  CZ)+D 
aZ  "      /A»+B'-t-C'+C 

Ordonnons  cette  équation.  Elle  devient 

[A'-i-B'-^G'-v-  C]  (X'  -F  Y*) 

+  [v/A'-+-B>+C»-  3C]  Z>-  4  AXZ  -  ^  BYZ  -  4  DZ  =  o. 

I'  Cette  surface,  qui  est  du  deuxième  ordre,  admet  la  direc- 
tion des  plans 
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e  direction  cyclique.  Ed  particulier,  le  plaD 


U  coupe  suivant  ud  cercle  de  rayon  nul. 
0.'  Il  est  facile  de  vérilîer  que  la  direction  du  plan 

AX  -t-  BY  +  CZ  =  o 

est  aussi  circulaire;  car  elle  donae 

AX  +  BY  =  -  GZ, 

et  l'équation    de    la    surface    devieot,    quand    j'ai    remplacé 
(AX4-BY)p9r  — CZ  : 


(X'-.-Y«+Zï){t/Aï: 


4-C)  — 4DZ  =  o, 


ce  qui  montre  que  l'intersection  du  plan  et  de  la  surface  estU 

même  que  celle  d'une  sphère  et  de  ce  plan. 
3°  On  aurait  aisément  les  coordonnées  du  centre, 
4*  On  pourrait  discuter  la  surface,  en  considérant  les  plans 

AX  -H  BY  +  GZ  =  A. 

Soient  A',  A' les  valeurs  de  A  donnant  des  ombilics;  on  donnerait 
alors  à  h  une  valeur  /ig  comprise  entre  A'  et  A',  et  l'on  verrait 
que  le  plan 

AX  +  BY  +  CZ  =  Ao 

donne  une  section  imaginaire;  ce  qui  montrerait  que  la  sur- 
face est  un  IiyperboloTde  â  deui  nappes. 

Mais  le  calcul  serait  long;  et  il  semble  que  le  plus  simple 
soit  encore  de  recourir  à  l'équation  en  S,  laquelle  donne  asseï 
rapidement  le  résultat. 

QDeitifiii  1557. 


Par  un  point  M,  prit  d'une 
côté  BC  du.  triangle  ABC,  o. 
cAtii  AC,  AB. 

Cet  droites  coupent  respect 
côtés  AB   et  AC.   Démontrer  q 


anière  quelconque  sur  le 
nène  des  parallèles  aux 


:  points  B',  C  les 
la  droite  qui  Joint  le 
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sommet  A  au  point  1  de  rencontre  det  droite»  B'G  e(  B  C 
coupe   ta   droite   B'C   au  point   M',   on   a 


Par  M.  H.  Lez. 

Dans  le  quadrilatère  AB'IC,  prolongeaoi  la  diagonale  B'C 
jusqu'à  aa  renconlre  avec  la  diagonale  eilérieure  BC,  et  joi- 
gnaat  le  poiat  de  rencontre  N  au  sommet  A,  les  quatre  droites 


NA,  BA,  lA  et  CA  formeront  un  faisceau  harmonique,  ce  qui 
permettra  d'écrire,  au  signe  près, 

M'B'  _  N^' 

M'C  ~  NC-' 

Mais,  par  construction,  B'M  étant  parallèle  à  AC,  les  trian- 
gles semblables  NB'M,  NC'C  donneront 

NB'  _  MB\ 

NC  "  CC' 

de  même, les  triangles  semblables  BMB',  MCC  donnent  aussi 

MB'  _  MB 
ce  ~  MC' 
Donc 

M'B'  _  MB 
M'C  "^  MC" 


Lu|,-„.eub,G0t")glc 
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1756.  Diviser  un  cercle,  de  rayon  donné,  en  trois  parties  équi- 
valentes et  inégales  formées  par  des  arcs  de  cercles. 

{Èmm.) 

1757.  Des  paraboles  ont  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  plane  donnée  en  un  mi^me  point  de  cette  courbe; 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  a\es?  Déterminer,  pour  l'un  de 
ces  axes,  le  point  où  il  touche  cette  enveloppe  et  construire  le 
centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant  à  ce  point 
de  contact?  (Mankheih.) 

1758.  Si  quatre  points  d'une  droite  sont  assujettis  à  rester 
sur  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  un  même  plan  P,  tout 
point  de  la  droite  décrit  une  courbe  située  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  ce  plan  P.  {A.  Pellet.) 

1759.  Dans  le  déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable, 
les  plans  normaux  aux  enveloppes  de  tous  les  plans  parallèles 
à  une  droite  de  la  Hgure  mobile  passent,  i  un  moment  donné, 
par  une  même  droite  parallèle  à  l'axe  central. 

(A.  Pellet.) 


Tome  XV,  1S96  ;  question  1747,  au  lieu  de  De  l'identité  (i)  c 
respondante  déduire  qu'où  peut,  d'une  infinité  de  manières,  sa 
faire  A  l'identité  suivante....,  tuez  L'identité  (1)  correspondante 
une  des  solutions  de  l'identité  suivante,  A  laquelle  on  peut  sa 
faire  d'une  infinité  de  manières....  (Gilbert.) 

Page^iD,  ligne  13,  au  lieu  de  tangiù,lUes  tangtu. 

Page  4i3,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  ip,,  lites 

Page  418,  ligne  i4,  au  lieu  de  \  lites  SX 
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[A3k] 

C«\tWU  DES  «  NOUVELLSS  ANNALES  »  POUR  1896; 

Par  m.   R.  GILBERT  ('). 


Soit  F(x)  un  polynôme  du  quatrième  degré,  dont 
les  quatre  racines  a,  i,  c,  d  sont  distinctes;  on  divise 
le  cai-ré  de  la  dérivée  par  F(x).  Si  l'on  désigne 
par  Q  et  'R  le  quotient  et  le  teste  de  cette  division, 
on  a 

F'>(r)  =  F(r)Q  +  R. 

t"  Prouver  que  Q  est  un  carré  parfait  ; 
a"  Prouver  que  le  polynôme 

est  carré  parfait  pour  trois  valeurs  différentes  de  p. 
3'   Trouver  tous  les poljnomes  du  quatrième  degré 
G(x)  qui  sont  tels  que  le  polynôme 

'    F(l)  +  pG(3:) 

soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs  distinctes  de  p. 

4"  En  général,  te  reste  R  est  du  troisième  degré  ; 
pour  qu'il  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffît  que 
la  condition  suivante  soit  remplie  : 

F'(a)+F'(*)  +  F'(c)+F'(d)  =  o. 

Le  reste  R  est  alors  carré  parfait;  il  ne  diffère  de  Q 
que  par  un  fadeur  constant. 

AJontrer  que  ce  cas  est  caractérisé  par  ce  fait  que 
l'addition  à  F(:r)  d'une  constante  convenable  rend 

C)  Mémoire  ajant  ubicnu  ]e  prix, 

Artn.  de  Afalhémal.,  î-  strie,  t.  XVI.  (Mars  1897.)  7 
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le  polynôme  carré  parfait.  La  réciproque  est-elle 
vraie  ? 

Dans  ce  cas,  Us  paragraphes  2"  et  V  subissent-ils 
ifueltfue  modification  ? 

1.  Soit 

un  |>uljrnoDie  du  qualrième  degré  <Iont  les  quatre  ra- 
cines a,  b,  C,  d  sont  distinctes.  On  divise  lo  cari'é  de 
la  dérivée  par  F(x)  ;  soit  Q  le  quotient,  R  lo  reste; 
on  a 

Chorclious  s'il  est  possible  du  déterminer  p  lel  que 
F  +  pR  soit  carré  parfait.  Posons 
F  +  pR  =  pP», 
P  étant  un  polvnoine  eu  x  du  second  degré. 

Le  système  des  deux  équations  piécédenles  est  équi- 
valent au  suivant  : 

(  F''  =  FQ-i-11, 

i  F(pQ-J)  =  p(F''-P'). 

Il  Faut  et  il  suflit  que  la  seconde  équation  soit  vérifiée 
identiquement.  Or  elle  est  du  sixième  degré;  et,  en 
tenant  compte  de  la  première,  les  termes  de  degrés  six 
et  cinq  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres;  il  y  aura 
donc  cinq  conditions  ;  on  en  obtient  quatre  en  écrivant 
que  a,  b,  c,  f/sunt  des  racines  du  second  membre  :  ce  qui 
conduit  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  : 

^P(a)=      F'{o),  (l'(a)=      r(a), 

j  P(o)=      F'(c),  j  P(c)=-F'(c), 

(  P(rf)=-F'(rf),         (  Pi,/)  =  ^F'(.0, 
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ce  qui,   en  appliquant  la  formule   d' interpola  lion  de 
Lagrange ,  donne  l'uue  ou  l'aatre  des   deux   valeurs 
de  P(x)  : 

P{a7)=  F(a:)  (^^  ^-  ^-^  -  ^^  _  —jY 

La  première  donne  pour  P  un  poljnonie  du  troisième 
dcgi'é.  Reste  donc  la  seconde 

P(a>)  =  a„[r'(c  +  rf- «-*)-+-. ..]• 

On  obtiendra  la  cinquième  condition  en  identifiant 
lus  termes  de  plus  liaut  degré  dans  F-f-pR=:pP^;  ce 
qui  donne 

f  "^  (a-i-6  — c  — rf)'' 

et  l'on  voit  ainsi  qu'il  y  a  liuis  valeurs  de  p  rcudaiii 
K  +  pR  carré  parfait. 

2.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  plus  gé- 
néral de  trouver  tous  les  polynômes  0(x)  du  quatrième 
di'gré  tels  que  F -|-p  G  soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs 
de  p.  Ce  problème  a  des  solutions,  puisque  nous  venons 
d'en  trouver  une. 

Observons  d'abord  que  les  coeffieieuis  de  R(x)  ren- 
dus entiers  sont  des  fonctions  du  troisième  degré  du 
tto,  dti  "a,  a,,  »),  de  sorte  que 

at,R(x)  -  b„cc>  -^-  3b,x'  -i-  3btx-t-bt. 

Ce  polynôme  R(x}  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme.  Faisons  x  =  a  dans  l'équation  F'"  =  FQ  ■+•  R, 
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d'où,  par  la  forEnulc  il'inler|iolation  de  Lagrange, 


^■<"[2S']- 


-b   "^   T  —  C 


Oii  en  tire 

è<,  =  aî[SF'(a)l. 

En  général,  le  reste  R(:t)  est  du  Iroistèmc  degré; 
pour  t|u'il  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffit  (jue 

ZV'(a)^o. 

Remarquons  que,  si  celte  condition  s'exprime  en  fonc- 
tiou  entière  des  coefficients  de  F(x),  l'équation  obtenue 
ne  renferme  pas  n»  ;  en  outre,  il  u'y  a  qu'un  terme  en 
«s  de  la  forme  Ka^ds,  car  le  premier  membre  du 
l'équation  précédente  est  de  poids  trois  (K  esl  uu 
nombre). 

Cela  étant,  pour  que  F(j:)  soit  carré  parfait,  il  faut 
et  ilsunit  visiblement  que  K(;r)  soit  identiquement  nul. 
Mais  les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  doivent  se 
réduire  à  deux  u  priori;  et  si  ces  conditions  s'expri- 
ment eu  fonction  de  a^,  a^  a^,  Og,  «>,  ce  dernier  élé- 
ment a,  doit  entrer  dans  l'une  des  conditions,  car  sinon, 
F(,r)  étant  carré  parfait,  F(a:)  +  K  le  serait  aussi,  quel 
que  soit  K.  Ces  deux  conditions  seront  : 

i"  î;F'(rt)^=o;  soit  M^  o  cette  équation^ 

2°  Une  condition  renfermant  a^  ;  soit  N^o  cette 
équation. 

De  là  suit  que  Q  est  carré  parfait,  car  ses  ooefGcIenls 
ne  dépendent  que  de  dot  Hi,  03  ;  si  donc  l'on  dispose 
de  rtj,  u,  (et  c'est  possible  d'aprè.'î  ce  qui  précède),  de 
façon  que  M  ^  o,  W  :=  o,  Q  ne  cbange  pas;  mais  dans 
ce  cas  il  est  visible  que  Q  =  17-  est  carré  parfait. 


jbv  Google 


(  ■"S  ) 
3.  Revenons  aux  polynômes  G(j?).  Divisons  G'*  par 
G;  soit  S  le  reste  et  [wscns 

Si  F  +  pG  est  carr4  parfait,  le  reste  R,  relatif  à 
F  +  j)  G,  est  ideniiquement  nul  \  si  donc  nous  désignons 
par  6p(p)  ce  que  devient  le  coefQcîent  bp  quand  ou 
remplace  F  par  F  +  pG,  les  quatre  équations  suivantes 
doivent  être  siinuhanément  satisfaites  pour  une  même 
valeur  de  p  : 

IAo(p)  =  if  +  Cap  4-('op'  + Afp)  =  o, 
fc,  ( p )  =  il  +  c,  p  H-  d,  pi  +  A,  p»  =  o, 
ii(p)  =  61  -t-  c, p  +  i/,p'  +  A,p>  =  0, 
6,{p)  =  6,  -+.  Cjp  -(-  </jp'  -I-  A,p'  =0; 

car  les  coefficients  b  sont  évidemment  du  troisième  degré 
en  fouction  de  ceux  de  F(x). 

A  chaque  valeur  de  p,  rendant  F  +  pG  carré  parfait, 
correspond  une  racine  commune  à  ces  équations  ;  ce  qui 
montre  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  plus  de  trois  valeurs 
de  p,  car  on  aurait  £0  =  &«  ^  ^1  ^  £j  ^  o  ^  F(x)  serait 
carié  parfait  et  ses  racines  non  distinctes  comiue  on  t'a 
supposé.  Four  qu'il  y  ait  trois  valeurs  de  p  rendant 
F  +  pG  carré  parfait,  il  faut  que  les  équations  (1)  aient 
les  mêmes  racines. 

Donc,  en  particulier,  on  aura 

b  ~h~h-  El 
A,  ~  A,       A,       A,' 

Cela  exprime  que  les  restes  R,  S  sont  les  mêmes,  à 
un  facteur  prés. 

On  peut  donc  poser 


jbv  Google 


(  '"6) 

D'autre  part,  Q(^)  étant  carré  parfait,  si  l'on  iden- 
tifie les  premiers  termes  de  F'*  =  FQ  +  R,  on  trouve 


Doue  on  est  conduit  à  trouver  un  poljinome  G(jr), 
K'I  quv 

Dans  cette  égalité,  R  seul  est  donné;  on  pourrait 
identifier  les  deux  membres  et  obtenir  ^oi  gn  gai  ga  gt 
en  fonction  de  deux  variables  ;  mais  le  calcul  serait  plus 
pénible  que  de  la  façon  suivante  : 

Posons  g,=:gfa.  et  faisons  le  changement  de  va- 
riable 

de  sorte  que  G{x)  et  R(j^)  deviennent  deux  polynômes 
en_j',  que  nous  désignerons  par  V{y)  et  T(y) 

iU(j')  =  tt»^'  +  6u,j''-(-4u,^-i-iii,        («.  =  f(,), 
w-3(*,-aA,a  +  6„a>)^-t-6,— 3*,a+36,a"— V. 
et  l'on  a  l'équation 

Identifions  maintenant  lus  deux  membres  de  cettu 
équation;  on  trouve,  pour  déterminer  Ug,  Uj,  «3,  »«»  le 

Ia  u«  Ut  —  iuoUi  —  p  Bo , 
«I  =  P(6,—  3a6,  +  3«»Ai— a»6»). 
On  tire  immédiatement  de  là  des  quantités  propor- 
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tionuelles  à  u^,  U},  Ui,  »i  : 


9(6,  — lai, -*-«"*«>>  — i/{*j,—  3ai,  +  3a«*,  — a' fro)(ôi-aft„)" 

Égalons  â  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  rem- 
plaçons ensuile  les  a  dans  U,  puis  remplaçons  y  par 
X  +  a  el  réduisons;  on  obtient,  en  définitive,  le  poly- 
nôme G  sous  la  forme 

G  =  l[*îar*  +  4iîaj'-t- 66,(26,a  —  6,)a;' 

+  4ft,(3aA,— afc,)»+  46.6ia-*-96|  —  laôifi.l- 
Posons  enfin 
puis 

G,  =  b*x^  ~  Gti^OiJ^i  —  Sb^bi^c  +  gbî  —  ia6,6,; 


G  =  'kG,  +  i\i.a„baR. 

C'est  la  solution  du  problème.  En  ellet,  l'équation 
générale  des  polynômes  G  ne  peut  être  que  de  cette 
forme,  qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires  X,  ^i. 
Or,  a  priori,  l'équation  générale  des  polynômes  cher- 
chés renferme  deux  paramètres  arbitraires,  leur  déiiui- 
lion  les  assujettissant  à  trois  conditions;  c'est  donc  là 
l'équation  générale  des  polynômes  cbercbés. 

4.  Nous  allons  maintenant  examiner  un  cas  particu- 
lier intéressant. 

On  a  vu  que  R,  qui  est  généralement  du  troisième 
degré,  est  du  second  degré  lorsque  2F'(n)î=  o.  Nous 
allons  montrer  que  ce  cas  est  caractérisé  par  la  propriété 
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suivante  :  Sî  l'on  ajoutt;  à  F(x)  une  constante  conve- 
nable K,  un  a  un  carré  parfait. 

En  eflei,  divisons  par  F  H-  K  le  carré  de  sa  dérivée  F'*; 
soit  Q,  le  quotient.  R,  le  reste,  ou  a 

F'»  =  (F-.vK)Q,  +  Ri, 

FQ  +  R^(F  +  K)Q,  +  R,,. 

F(Q  — Q.)  =  KQ,-+-R,-  R. 

Or,  F  étant  du  quatrième  degré  et  le  second  membre 
du  troisième, 

KQ, -i-R,-R  =  o. 

Cela  étant  :  si  R  est  du  second  degré,  il  en  est  de 
même  de  R,  ;  si,  de  plus,  l'on  dispose  de  K  de  façon  A 
annuler  les  trois  autres  lerincsdu  KQi  — R^KQ  —  R, 
Ri  est  identiquement  nul  ;  les  trois  équations  en  K  ainsi 
obtenues  sont  compatibles;  en  ellct,  dire  que  R,  est  nul, 
c'est  dire  que  F  +  K  est  carré  parfait.  On  a  vu  plus 
haut  qu'il  y  a  deux  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
à  savoir  :  i"  R)  est  du  second  degré  ;  2"  une  autre  con- 
dition renfermant  K.  Los  trois  équations  enK  se  rédui- 
sent donc  à  une  seule  et  K  est  déterminé  par  une  équa- 
tion du  premier  degré. 

Celte  équation  est  R  =  KQ  :  on  voit  donc  que  R  est 
carré  parfait  et  ue  di(I%re  de  Q  que  par  nu  facteur 
constant. 

Réciproquement,  si  F-j-K  est  carré  parfait,  R|  est 
nul  et  l'on  a 

(  Q-Q,  =  o, 

ce  qui  montre  que  R  est  du  second  degré. 
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Ces  propriétcnsevérlfienl  surl'éijuatioii  géuëraic  des 
polvQoines  G;  en  eiîet,  dans  ce  cas,  on  a  &«=:  o,  et, 
comme  Resi  carré  parfait,  on  a  aussi  9  &^  —  126)65^0; 
donc  Gi  esl  nul,  mais  on  peut  faire  X  et  (jl  infinis  et  en 
disposer  de  telle  sorte  que 

\  X6,  =  — 0, 

0    et  II   étanl  deux    paraniètFL's    arbitraires    finis,    non 


31  1  on  pose 

G,  ^-6*iar'  — 86jx+  ^(g^î  -  i^t^i^j), 

G=  0G,-t-i«a7-,R. 

Mais    de    qiif  —  laAi^i  ^  o   011   déduit  -,*:=  —.-; 

doue  Gi  et  II  eut  leurs  premiers  uoefQeîents  propor- 

I                    'Il                      9^î  —  i-ib,b,       I, 
tionnels;  quant  a  1  expression  ^— = — ^ ,  elle  a  une 

valeur  iiidéturminée  lorsque  A,,  s'annule;  car,  s'il  eii 
^tait  aulcement,  c'est  qui-  l'on  aurait,  lorsque  ba  tend 
vers  zéro,  une  relation  entre  gb^  —  12  £,63  et  A^,  c'est- 
à-dire  une  relation  entre  les  coeHicîcnts  de  R.  Or,  cela 
n'est  pas  possible,  car  alors  se  donner  R,  ce  ne  serait  se 
donner  que  trois  relations  entre  les  coellîeients  de  F  ; 
se  donner  R|,  à  un  fael<;ur  constant  prés,  ne  donnerait 
que  deux  relations  et  F  dépendrait  de  trois  paramètres 
arbitraires;  mais  c'est  ainsi  que  nous  avons  précisé- 
ment trouvé  G,  et  nous  avons  vu  qu'il  ne  peut  dé- 
pendre que  de  deux  paramètres  arbitraires  \  [i;  donc, 

»  dé- 


infin    a"!-'^"!*'   ,  „nr  ,.,|,„ 

r,„elcon,,„ca, 

tnlin,           ^^           a  une  valtu 

Gnitivc,  oti  peut  écrire 

G   =   3lt-)-- 

7  t-l  T  clanl  deux  païainèln-s  ail 

■  ilraires. 
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0(1  peul  donc  disposer  de  p  de  telle  sorte  (jue  F  4-  ^~ 
suit  carré  parfait. 

6.  Il  semblerait,  de  la  façon  dont  on  a  déduit  les 
polynômes  G  =  <rR  +  "du  cas  général  oii  è»  n'est  pas 
nul,  que  ces  polynômes  sont  tels  que  F  +  pG  est  carré 
parfait  pour  trois  valeurs  de  p.  Nous  allons  faire  voir 
qu'il  n'en  est  rien  et  qu'en  général  F+  pG  n'est  carré 
parfait  que  pour  deux  valeurs  <Ie  p. 

ElTectivement,  'dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc> 
cupe,  on  a 

G  =9(36, a^'  +  3ôian- *,)  +  ■:, 
G'  =  3<i{aA,3-+fc,), 
et 

cl  comme 

ff(S  =  ft,3^-l-3/^,3:'-l-3A,J^^-A3, 

on  en  déduit  que  g^  étant  nul,  /ig,  k,,  h~i,  Aj  sont  nuls, 
et  que  les  équations  du  système  (i)  ont  une  racine  en  p 
iiilinie.  Or,  pour  p  infini,  F  +  pG  se  réduit  à  G,  qui, 
en  général  (7  et  t  étant  quelconques),  n'est  pas  carré 
parfait. 

Ce  serait  faire  un  faux  raisonnement,  de  déduire  que 
G  est  carré  parfait  de  ce  que  les  équations  (1)  ont  une 
racine  commune  infinie;  car,  pour  montrer  que  tous 
les  polynômes  G  de  la  forme  XG|  H-^i^'^n^uR^oo^^it^ii 
tels  que  F  +  pG  est  carré  parfait  pour  trois  valeurs  de 
p,  nous  avons  supposé  que  l'éqiiation  générale  de  ces 
polynômes  ne  dépendait  que  de  deux  paramètres  arbi- 
traires, c'est-à-tlire  précisément  que  l'équation  qui 
donne  les  valeurs  de  p  était  du  troisième  degré  ;  or,  ici, 
cette  hypothèse  est  fausse,  car  toutes  les  équations  (1) 
(sauf  la  première,  qui  disparaît  identiquement)  sont 
réduites  au  second  degré. 
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Remarque.  —  La  première  des  é<]uations  (i)  dispa- 
raît idemiquetnent;  en  effet,  £,  étant  nul,  et  £,  £,,  ^j  ne 
l'étant  pas,  sans  quoi  F  sera  carré  parfait,  les  équations 
autres  que  la  première  ne  peuvent  avoir  zéro  pour 
racine.  La  première,  qui  admet  zéro  pour  racine,  dis- 
parait  donc. 

Il  résulte  donc  de  là  que,  si  b^  =  o,  les  polynômes 
G  =  o-R  4-  T  ne  sont,  en  général  (sauf  les  cas  particu- 
liers v=Oy  T^o)  pas  carrés  parfaits,  et  que,  pour 
deux  valeurs  de  p  seulement,  F  +  pG  est  carré  parfait. 

Nous  ne  nous  proposerons  pas  de  trouver  l'équation 
générale  des  polynômes  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions. Nous  terminerons  par  une  interprétation  de 
l'équation  bi,=  o  relativement  aux  racines  de  l'équa- 
tion F(j:)  =  o. 

6-  On  a  vu  que  les  valeurs  de  p  rendant  carré  parfait 

F  +  3  R  sont  les  valeurs  de  l'expression  -, j — — — — r'.  ■ 

^  (a-Hé  — c  — d)* 

Donc,  pour  £«  =  o,  la  somme  de  deux  racines  est  égale 
à  celle  des  deux  autres .   La  réciproque  est  vraie. 
Eu  effet,  on  a 

F'(3)  =  o,Z(ar  — é)(a:  — c)(aT— rf), 
V{a)  =  a^Z{a~b){a-c){a-d). 

Una  +  b  ^c  +  d  on  déduit 

j  a-c  =  d  —  b, 
(  a-d=e-b, 
par  suite 

-(a-b){a-c){,a-d)  =  {b-c)(b-d){b-a). 

Donc,  si  la  somme  de  deux  racines  est  égale  à  celle 
des  deux  autres,  on  a 
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Gt,  par  futt(>, 

D'aîUuurs,  le  produil 

est  unt;  fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  d;  donc:,  exprimé 
en  fonction  de  a^,  ai,  a^,  a^,  a^,  il  sera  de  poids  trois; 
comme  SF'(a)  est  aussi  de  poids  trois,  leur  quotient 
est  fonction  de  a^  seul.  Pour  le  calculer,  il  suffit  de  con- 
sidérer une  équation  particulière  o,j:*  —  Ooj:'  =  o,  par 
exemple;  on  trouve  ainsi 

2F'(a)  =  o,(o-Hft— c  — </)(<ï-t-c-6  — d)(a-(-rf-6  — c). 


CONGBÈS  INTERNATIONAL  lES  HATUBMATICIENS,  A  ZliRICH. 
EN  1891. 


Le  Comité  vient  d'adresser  l'appel  suivant,  que  nous 
sommes  heureux  de  pouvoir  reproduire,  aux  mathéma* 
ticiens  des  diverses  nations  : 


Vous  n'ignorez  pas  que  l'idée  d'un  Congrès  internationat  des 
ntathérnaliciens  a  été,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  l'objet 
de  nombreuses  délibérations  de  la  part  des  savants  intéressés 
à  sa  réalisation.  Il  leur  a  paru,  en  raison  des  exeellents  résul- 
tats obtenus  dans  d'autres  domaines  scientiGques,  par  une  en- 
tente  internationale,  qu'il  y  aurait  de  très  sérieux  avantages  à 
assurer  l'exécution  de  ce  projet. 

A  la  suite  d'un  échange  de  vues  très  actif,  on  tomba  d'accord 
sur  un  premier  point  :  c'est  que  la  Suisse,  par  sa  situation  géo- 
graphique  centrale,  par  ^cs  traditions  et  son  expérience  des 
Congrès  internationaux,  paraissait  toute  désignée  pour  tenter 


jbv  Google 


(  "3) 

un  premier  essai  de  réunion  des  mathématiciens.  On  voulut  bien 
ensuite  choisir  Zurich  comme  siège  du  Congrès. 

Les  mathématiciens  de  Zurich  ne  se  font  aucune  illusion  sur 
les  diflicullés  qu'ils  auront  â  surmonter.  Mais,  dans  l'intérêt 
même  de  cette  entreprise,  ils  ont  pensé  ne  pouvoir  décliner  les 
ouvertures  si  honorables  qui  leur  ont  été  faites  de  tous  câtés. 
Ils  se  décidèrent  donc  à  prendre  toutes  les  mesures  prépara- 
toires pour  le  futur  Congrès  et  à  contribuera  sa  réussite  dans 
la  mesure  de  leurs  forces.  Ainsi  se  constitua,  avec  le  concours 
de  mathéniaticiens  d'autres  nations,  le  Comité  d'organisation 
soussigné,  chargé  de  réunir  àZurich,en  1897,  les  mathéma- 
ticiens du  monde  entier. 

Le  Congrès,  auquel  vous  êtes  cordialement  prié  d'assister, 
aura  heu,  à  Zuricli,  les  9,  10  et  1 1  août  189;,  dans  les  salles  de 
l'École  polytechnique  fédérale.  Le  Comité  ne  manquera  pas  de 
vous  communiquer,  en  temps  opportun,  le  iciite  du  programme 
arrêté  en  vous  priant  de  lui  envoyer  votre  adhàsion.  Mais,  dès 
à  présent,  il  est  permis  d'observer  que  les  travaux  scientifiques 
et  les  questions  d'ordre  administratif  porteront  essentielle- 
ment sur  des  sujets  d'intérêt  général  ou  d'importance  re- 
connue. 

Les  Congrès  scientifiques  ont  aussi  ce  précieux  avantage  de 
favoriser  et  d'entretenir  les  relations  personnelles.  Le  Comité 
local  ne  manquera  pas  d'accorder  toute  sa  sollicitude  à  cette 
partie  de  sa  tâche  et,  dans  ce  but,  il  élaborera  un  modeste 
programme  de  fêtes  et  de  réunions  intimes. 

Puissent  les  espérances  fondées  sur  ce  premier  Congrès  se 
réaliser  pleinement!  Puissent  de  nombreux  participants  con- 
tribuer par  leur  présence  à  créer,  entre  collègues,  non  seule- 
ment des  rapports  scientifiques  suivis,  mais  encore  des  rela- 
tions cordiales  basées  sur  une  connaissance  personnelle.  Puisse 
enfin  notre  Congrès  servir  à  l'avancement  et  au  progrès  des 
Sciences  mathématiques! 

H.  Bleulbr,  président  du  Conseil  de  l'École  poly- 
technique fédérale,  Zurich.  H.  Bi'rkhari»T,  professeur 
à  l'Université  de  Zurich.  L.  Chbuona,  firofesscur  à 
Rome.  G.  Dtjsi*s,  assistant,  à  l'École  polytechnique 
fédérale,  Zurich.  J.  Framel,  professeur  à  l'École  po- 
lytechnique fédérale,  Zurich.  C.'F.  Geiseu,  professeur 
à    l'École    polytechnique     fédérale,     Zurich.     A.-Co. 
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Gbbenuill,  professeur  à  Wooiwich.  A.  IIerzoo,  direc- 
tejr  de  l'Ëcûle  polytechaïque  fédérale,  Zurich.  G.-W. 
HiLL,  professeur  àWest-Nyack  (U.  S.  A.).  A.  Hoii- 
wm,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zu- 
rich. F.  Kleis,  professeur  à  Gœttingue,  A.  Mabkoff, 
professeur  à  Saint-Pétersbourg.  F.  MERTBNSi  profes- 
seur à  Vienne.  H.  Minkowski,  professeur  à  l'École 
polytechnique  fédérale,  Zurich.  G>  MiTTAC-LEFi'LBnT 
professeur  à  Stockholm.  G.  Oltramade,  professeur  à 
Genève.  H.  PoiKCiBÉ,  professeur  à  Parin.  J.  Rbutein, 
assistant  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zurich.  P. 
Rl'DlO,  professeur. à  l'Ëcole  polytechnique  fédérale, 
Zurich.  R.  Vo:iDGitHvHLL,  professeur  à  Bâie.  F.-H. 
Wbbbh,  professeur  i   l'École   polytechnique  fédérale, 

Adresser  les    correspondances  concernant  les    affaires   du 
Congrès  à  M.  le  professeur  Gkisbb,  Kusnaeht-Zurich. 


SVR  «  l'IRITIIllÉTIZATIOII  '  tIS  MATatlIATIOIIES: 

Discours  prononcé  par  M.  Klrih  devant  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Gœtlingue  {Gôttinger  Nachriekten,  189Î; 
Cahier  II). 


:  avec  l'autorisation  de  M.  Klein  par  MM.  VAssiUGr,  pro* 
fesseur  i  rUaiveraitri  de  Kazan  et  L.  Lauqel). 


Messieurs, 

Si  les  tliéorics  spéciales  de  la  Science  maibématiquc, 
par  la  naiure  nième  des  choses,  écliappciit  à  l'entende- 
ment de  ceux  qui  sont  étrangers  à  cette  étude  et,  par 
suite,  ne  les  intéressent  pas,  le  mathématicien,  néan- 
moins, doit  essayer  de  signaler  les  points  de  vue  géné- 
raux sous  lesquels  il  voit  ledéveloppement  de  sa  Science, 
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et  cela  d'aulant  plus  que  ces  points  de  vue  permettent 
de  préciser  sa  corrélation  avec  les  domaines  scienti- 
fiques voisins.  Je  voudrais  aussi,  en  l'occasion  actuelle, 
essayer  de  prendre  position  par  rapport  à  cette  importante 
direction  mathématique,  qui  a  pour  principal  repré- 
sentant M.  Weicrstrass,  dont  nous  venons  de  célébrer 
le  quatre-vingtième  anniversaire.  Je  parle  de  l'Arith' 
tnétization  des  Mathématiques  (^Arithmetizirung). 
Mais,  auparavant,  je  dois  exposer  quelques  éclaircis- 
sements relatifs  aux  origines  et  aux  tendances  de  cet 
ordre  d'idées. 

On  associe  généralement  à  la  définition  des  Mathéma- 
tiques l'idée  d'un  système  de  déductions  rigoureusement 
logique  qui  est  pour  lui-même  sa  propre  base;  nous  en 
avons  un  exemple  dans  la  Géométrie  d'Euclide.  Toute 
autre  est  la  pensée  qui  préside  à  la  naissance  de  la  Mathé- 
matique moderne.  Parlant  de  l'observation  de  la  nature, 
ayant  pour  but  l'éclaircissement  de  ses  phénomènes, 
cette  pensée  place  en  tète  un  prîucipe  philosophique,  le 
principe  lîe  la  continuité.  C'est  ce  qui  a  lieu  chez  les 
grands  promoteurs  Newton  et  Leibnitz,  et  pendant  le 
XVIII*  siècle  tout  entier  qui  est,  à  proprement  parler,  un 
siècle  de  découvertes  au  point  de  vue  du  développement 
des  Matliémaûques.  Mais,  peu  à  peu,  renaît  une  critique 
plus  rigoureuse  qui  demande  une  sanction  logique  des 
audacieuses  découvertes ,  ainsi  qu'il  arrive  lorsqu'un 
gouveruement  s'établît  après  une  époque  de  conquête 
prolongée.  C'est  la  période  de  Gauss  et  Abel,  de  Cauchy 
et  Dirichlet.  Mais  on  n'en  est  pas  resté  là.  Gauss  use 
encore  sans  hésiter,  comme  principe  de  démonstra- 
tion, de  l'intuition  de  l'espace  et,  eu  particulier,  de  l'in- 
tuition de  la  continuité  de  l'espace.  Mais  une  recherche 
plus  approfondie  a  montré  non  seulement  qu'il  reste 
ainsi  beaucoup   à  démontrer,    mais   encore   que  l'in- 
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tuiUon  de  l'espace  a  conduit  d'une  façon  trop  préci- 
pitée à  admettre  comme  légitimes  en  toute  généralité 
des  propositions  qui  ne  le  sont  pas.  D'où  la  demanda 
d'une  méthode  de  démonstration  exclusivement  arith- 
métique. On  ne  regarde  alors  comme  Lien  acquis  à  la 
Science  que  ce  qui  peut  £tre  démontré  avec  clarté  comme 
ideniîquemeut  exact  par  l'application  des  opéradoiu 
usuelles  du  calcul.  Un  simple  coup  d'oeil  jeté  sur  les 
nouveaux  Traités  de  Calcul  diflërentiel  et  intégral  fait 
suffisamment  apercevoir  les  grands  changements  dans 
les  méthodes.  Où  l'on  employait  autrefois  les  ligures 
comme  moyen  de  démonstration,  l'on  trouve  aujouc- 
d'hui  des  considérations  toujours  réitérées,  relatives  aux 
grandeurs  qui  sont  ou  peuvent  devenir  plus  petites 
que  toute  grandeur  assignée,  si  petite  qu'elle  soit. 
Comme  point  de  départ,  nous  avons  alors  l'examen  et 
l'éclaircissement  de  ces  questions  :  que  doit-on  entendre 
ou  ne  pas  entendre  par  coutinuité  d'une  variable  et 
quand  peut-il  être,  en  général,  question  de  la  dilléren- 
tiationou  de  l'intégration  d'une  fonction?  Tel  est  Yhabitus 
mathématique  de  Weierstrass;  c'est  ce  que  l'on  uoraïue 
brièvement,  suivant  l'usage  habituel,  la  rigueur  de 
Weierstrass  (die  Weierstrass'  sche  Stre/ige). 

Cette  rigueur,  naturellement,  n'a  rien  d'absolu;  elle 
peut  même  être  poussée  plus  loin  si  l'on  soumet  encore 
la  dépendance  mutuelle  des  grandeurs  à  des  restrictions 
plus  étroites.  A  ce  point  de  vue,  je  citerai  la  tendance 
de  Kroueckcr  à  bannir  les  nombres  irralionncls  et  à 
ramener  le  traitement  des  problèmes  de  la  Science 
mathématique  à  l'étude  des  relations  entre  les  seuls 
nombres  entiers.  Je  citerai  encore  les  efforts  que  l'on  a 
faits  pour  introduire,  dans  les  différentes  espèces  de 
combinaisons  logiques,  des  notations  abrégées,  afin  d'en 
exclure  les  associations  d'idées  superflues,  les  ïndéter- 
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miiialions  (jui  &'v  jjlissunt  incuiisciiiiiirneiit  quand  on 
emploie  le  langage  liabiluel  et  qui  i-eslcni  ainsi  sans 
contrôle.  Un  savant  italien,  Peano,  de  Turin,  à  qui  nous 
devons  déjn  d'intéressantes  études  sur  d'autres  sujets, 
csl  le  rcpi'esentant  de  ceL  ordre  d'idées. 

Je  voudrais  définir  tous  ces  développements  par  un 
seul  mot  :  V Arithmétization  des  Mathématiques.  Et 
maintenant,  je  me  propose  de  vous  parler  de  l'influence, 
que  pourrait  avoir  cette  tcndanee  générale,  au  delà  du  do- 
maine de  l'Analyse,  sur  les  autres  parties  de  notre 
Science.  La  question  ainsi  posée,  d'une  part,  nous  de- 
vons admettre  volontiers  l'extraordinaire  importance 
des  développements  du  sult^t;  mais,  d'autre  part,  il 
nous  faut  repousser  cette  idée  que,  dans  la  Science  ainsi 
aritlimétizée,  nous  aurions,  comme  en  un  extrait  ron- 
centré,  l'eusenible  total  proprement  dit  de  la  Mathéma- 
tique existant  déjà.  D'après  ceci,  je  développerai  ma 
pensée  en  deux  directions  :  l'une,  positive,  qui  aflirnie, 
et  l'autre,  négative,  qui  nie.  Comme  essence  même  de  la 
quesiloi),  ce  n'est  pas  la  forme  arithmétique  de  lamarclie 
des  idées  que  j'envisage,  mais  plutôt  l'acuité  logique,  la 
rigueur,  que  l'on  obtient  à  l'aide  de  cette  forme;  la  né- 
ci-ssilé,  par  suite,  se  présente  (et  c'est  là  le  rûlé  positif 
de  mon  programme)  de  refondre  et  remanier,  on  s'a[>- 
pujant  sur  les  principes  de  l'Analyse  à  base  aritlimé- 
tique,  les  antres  disciplines  de  la  Mathématique.  D'autre 
part,  je  dois  établir,  et  cela  en  y  insistant  beaucoup 
(c'est  ici  le  côté  négatif  de  la  question)  que  les  Mathé- 
matiques n'ont  été  nullement  créées  à  l'aide  de  la 
déduction  logique,  mais  Itieii  plutôt  qu'à  côté  de  cette 
dernière,  même  encore  de  nos  jours,  l'intuition  conserve 
sou  rôle,  son  inlluciice  spéciiique  complète.  Pour  épuiiser 
le  sujet,  je  devrais  encore  parler  du  côté  algorîlhmîquu 
des  Mathématiques  et,    par  conséquent,  du   rôle  des 
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niélliodcs  formelles;  iiéaiiinoins,  je  laisserai  de  côlé,  en 
celte  occasion,  ce  sujet  qui  est  plus  éloigné  de  mes  re- 
irlierches  personnelles. 

Du  reste,  ne  croyez  pas  que  j'aie  beaucoup  de  nouveau 
à  développer  ici  sur  des  sujets  particuliers.  Il  s'agit 
plutôt  essentiellement  <ie  réunir  et  de  grouper  ce  que 
nous  avons  sous  la  main  er,  lorsque  cela  est  nécessaire, 
d'eu  présenter  une  jusiiiication. 

Le  court  laps  de  temps  qui  m'est  octroyé  m'oblige  à 
me  restreindre  à  faire  ressortir  quelques  points  princi- 
paux. Permetlea-moî  d'abord  de  donner  une  esquisse 
du  côté  positif  de  ma  thèse  dans  ses  rapports  avec  le 
domaine  de  la  Géuméirie.  Le  point  de  départ  de  l'arith- 
meiization  des  Mathéiuatiqucs  a,  comme  je  l'ai  indiqué, 
tiré  son  origine  de  cette  circonstance  que  l'on  a  écarlé 
l'intuition  de  l'espace.  Lorsque  nous  portons  nos  études 
sur  ta  Géométrie,  la  première  cliose  à  faire  c'est  de  rat- 
tacber  par  un  lien  uou  veau  à  l'inluition  de  l'espace  les 
résultats  acquis  par  voie  arithmétique.  Par  ceci  j'en- 
tends que  nous  devons  admettre  les  principes  habituels 
de  la  Géoinéirie  analytique  et  à  leur  aide  faire  la  1*6- 
cherclie  de  l' interprétation  géométrique  des  nouveaux 
développements  analytiques.  Ce  n'est  pas  en  général 
diflicile,  mais,  d'autre  part,  c'est  intéressant  au  plus 
haut  degré.  J'ai  pu  poursuivre  cet  ordre  d'idées  en 
diverses  nombreuses  directions  dans  une  série  de  confé- 
rences  que  j'ai  données  dans  ce  but  l'an  dernier  ('). 
Comme  résultat  on  acquiert  une  habitude,  un  exercice 
de  l'intuition  de  l'espace  provenant  d'un  rafllnement, 
d'une  acuité  plus  grande  dans  cet  ordre  d'idées;  et, 
d'autre  part,  celte  tendance  a  cet  avantage  précieux 
qu'elle  met  en  pleine  lumif^re  les  développcmenls  ana- 

(')  V..ir  tu  noto  p.   i<fi. 
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lyiiijiies  en  ijueslîoii  »!l  qui  perdent  alors  un  carac- 
tère paradoxal  <]ni,  maintes  fois,  semblait  leur  être 
attaclié.  Quelle  est  la  délinilion  la  plus  générale  d'une 
courbe,  d'une  surface  P  Qu'enlend-on  eu  disant  qu'une 
courbe,  etc.,  est  analytique  ou  non  analytique?  Ces 
questions  et  celles  qui  leur  sont  analogues  doivent 
t^lrc  épuisées  jusqu'à  révidencc  la  plus  complète.  Le 
second  point  à  considérer  est  eelui-ci.  C'est  que  nous 
introduisons  les  principes  qui  servent  de  fondement  à 
la  Géoméirie  dans  les  nouvelles  reclierclies.  Cela  pour- 
rait se  faire  certes  comme  autrefois  d'une  manière  pu- 
rement géométrique;  mais,  par  l'eDei  des  inlluences 
actuelles,  la  cori-élation  avec  le  svstènie  de  tout  l'en- 
semble de  l'Analyse,  et  par  conséquent  avec  les  mé- 
Uiodes  de  la  (iéométrie  analytique,  est  placée  a»  pre- 
mier plan.  La  reciierclie  extérieure  des  formules  par 
lesquelles  on  [leut  représenter  les  constructions  de 
l'espace,  la  (iéoméirie  non-euclidienne  par  conséquent, 
et  ce  qui  s'y  ratiache,  tout  cela  n'est  qu'un  cùié  du  sujet. 
Une  question  plus  profonde  est  celle-ci.  Pourquoi 
pouvous-nous  regarder  l'ensemble  des  points  de  l'espace 
comme    une    multiplicité    numérique    telle    que    nous 


puis 


inUi-es  rationnels, 


l'on  sait,  en  trois  directions,  interpoler  les  nombres 
irrationnels?  iVous  arrivons  ainsi  à  cette  opîjiion  : 
l'intuition  de  l'espace  présente  quelque  chose  d'inexact 
que  nous  idéalisons  pour  faire  des  Alatliématiqucs  à 
l'aide  de  ce  que  l'on  nommé  des  aariomes  (qui  repré- 
sentent pour  nous  des  postulata  réels,  des  propositions 
de  condition).  Quant  aux  philosoplies,  le  problème 
ici  posé  a  été  en  particulier  traité  par  Kerry,  en- 
levé, depuis,  par  une  mort  préuialuréc.  Je  croîs  pou- 
voir adbércr  en  général  aux  idées  ((u'il  développe,  et 


jbv  Google 


(    I20   ) 

iiotammuiil  à  ce  qui  est  relatif  à  sa  criliqucde  du  Boïs- 
Reyinoiid. 

Inversement  la  nouvelle  e?cpositioii  de  la  conception 
de  Tespace  est  pour  nous  la  source  de  nouvelles  concep- 
tions analytiques.  Nous  croyons  voir  dans  l'espace  le 
nombre  înQni  des  points  el  des  constructions  formées 
par  ceux-ci  d'une  manière  immédiate.  C'est  là  l'origine 
des  reclierches  formant  la  base  de  l'étude  des  ensembles 
(Meiigen)  et  des  nombres  iranslîiiis,  au  moyen  desquels 
Georg  Cantor  a  cnricbi  la  Science  aritbmétiquo  d'un 
cercle  d'idées  tout  nouveau.  Enfin  nous  exigeons  encore 
que  le  nouvel  oi-dre  d'idées  joue  un  rùle  dans  les  domaines 
les  plus  élevés  de  la  Géométrie  et  en  particulier  dans  la 
Géométrie  inTmitésimale;  cela  aura  lieu  encore  le  plus 
facilement  si  nous  conservons  ici  encore  les  métliodcs 
de  la  Géométrie  analytique.  Naturellement  je  ne  parle 
pas  de  calculs  aveugles  pratiqués  sur  les  lettres  X,  y,  z, 
mais  seulement  d'un  usage  subsidiaire  tle  ces  grandeurs 
partout  où  il  s'agit  de  la  fixation  précise  d'un  passage  à 
la  limite. 

Telle  est  à  grands  traits  l'esquisse  du  nouve>au  pro- 
gramme géométrique.  Il  est,  comme  vous  le  voyez,  bien 
dillërent  des  tendances  qui  régnaient  dans  la  première 
moitié  de  notre  siècle  et  qui  en  ce  temps  ont  conduit  au 
développeiuent  de  la  Géométrie  projcciive  (laquelle  de- 
puis longtemps  est  devenue  une  branche  intégrante  de 
notre  Science).  La  Géométrie  projectî  venons  a  ouvert  de 
nombreux  domaines  nouveaux  de  la  Science  avec  la 
facilité  la  plus  grande;  on  pourrait  la  célébrer  à  bon 
droit  en  disant  qu'elle  ouvre  une  route  ;'o_)'a/e  conduisant 
à  travers  son  domaine.  Aucontiaire,  notre  nouveau clie- 
min  est  pénible  et  bérissé  de  ronces;  il  faut  une  atten- 
tion de  chaque  instant  pour  en  tourner  les  obstacles. 
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Nous  revenons  ainsi  pititàt  aux  inélhodes  di-s  anciens 
et  nous  apprenons  à  coin  prend le  en  même  leinps  d'une 
nouvelle  manière  leurs  méthodes  à  l'aide  do  nos  i-on- 
cepttons  modernes,  comme  l'a  exposé  brillamment 
Zeuilien  en  ces  derniers  temps.  Les  mômes  couranis 
d'idées  ont  été  introduits  dans  les  domaines  de  la  Mé- 
f^aniquc  et  de  la  Physique  mathématitjue.  Pour  ne  pas 
entrer  en  trop  de  détails  je  citerai  seulement  deux  exem- 
ples à  cet  effet.  Dans  toutes  les  Maihématicjues  appli- 
quées, on  doit  faire  ce  que  j'ai  déjà  indiqué  comme 
nécessaire  relativement  à  l'intuition  de  l'espace,  c'est- 
à-dire  idéaliser  les  points  de  départ  un  vue  du  traite- 
ment mathématique.  Maintenant,  en  général,  selon 
le  but  que  l'on  a  devant  les  ^eux,  en  un  seul  et  même 
domaine  on  peut  employer  à  côté  les  uns  des  autres 
divers  genres  d'idéalisation.  Daris  c<'l  ordre  d'idées,  pour 
ne  citer  qu'un  exemple,  on  regarde  la  matière,  tantôt 
comme  remplissant  l'espace  d'une  manière  continue, 
taniàt  comme  discontinue  et  formée  de  molécules  sé- 
parées, qu'on  regarde  aussi  soi  tau  repos,  soit  animées  de 
mouvement.  Quand  et  jusqu'à  quel  point  ces  diverses 
méthodes  de  présentation  sont-elles  mathématiquement 
équîvalenles  pour  les  développements  que  l'on  veut  en 
tirer?  Les  anciennes  rreherchcs  de  Poisson  et  d'autres, 
comme  aussi  les  développements  de  la  théorie  cinétique 
des  gaz,  n'approfondissent  pas  à  ce  point  de  vue  suffi- 
samment les  choses  pour  le  mathématicien  de  notre 
époque.  Je  crois  qu'une  publïcationque prépare  M.  Boltz- 
mann  fournira  sur  ceci  d'intéressants  résultats.  Une 
autre  manière  de  poser  la  question  est  la  suivante  :  L'ex- 
périence physique  met  à  notre  disposition  des  faits 
expérimentaux  auxquels  nous  doniiuns  inconsciemment 
une  généralisation  niatliéinatiquc  ot  que  nous  transpor- 
tons comme  théorèiui's  sur  des  êtres  idéalisés.  A  recî  se 
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rattaclie  l'existence  de  la  fonriion  dkerfe  G/oen  relative 
à  une  surface  furmeo  quelcomjue  et  à  pôle  pris  arbîtraire- 
niunt,  ce  rjni  correspond  à  ce  fait  du  domaine  de  l'éluc- 
tricité  que  pour  cliaque  corps  conducteur,  sous  l'in- 
fluence d'un  point  ëlectrisé  quelconque,  il  y  a  une 
distribution  d'électricité  en  équilibre.  Tel  est  le  cas 
encore  de  l'application  que  J'ai  faite  des  courants  élec- 
Iriques  qui  ont  lieu  sur  une  surface  conductrice  quel- 
conque quand  on  y  applique  les  électrodes  d'une  pile 
galvanique;  j'ai  ainsi  montré  notamment  que  ces  consi- 
dérations conduisent  immédiatement  aux  tliéorcmes 
fondamentaux  delà  théorie  riemannienne  des  fouctions 
abélienncs  ('),  A  cet  ordre  d'idées  appartient  encore  ce 
lliéorème  que  tout  corps  élastique  limité  est  susceptible 
d'une  série  infinie  d'oscillations  barmoniques,  et  bien 
d'autres  propositions  encore.  Ces  théorèmes  pris  d'une 
manière  abstraite  sont-ils  eirectivement  des  ibéorèmes 
matUématiquement  exacts  et  rigoureux;  autrement  dit, 
comment  doît-on  les  limiter,  les  préciser  pour  qu'ils  de- 
viennent parfaitement  vrais?  Les  mathématiciens  ont 
porté  sur  ceci  leurs  efforts  avec  succès;  d'abord  Karl 
Neumann  et  Scliwarz,  dans  la  théorie  du  potentiel,  et 
depuis  les  savants  français,  en  continuant  dans  la  voie 
ouverte  par  les  travaux  allemands,  sont  parvenus  à  ce 
résultat  que  les  théorèmes  tirés  de  la  Physique  se  sont 
eu  grande  mesure  révélés  comme  exacts.  Vous  voj'ez 
ici  clairement  de  quoi  il  s'agit  relativement  aux  recher- 
ches en  question,  et  je  désire  attirer  votre  attention  sur 
ceci  :  il  s'agit,  non  de  nouveaux  points  de  vue,  mais 
plutôt  de  méthodes  de  démonstrations  abstraites  que 
nous  cultivons  pour  ciles-mènies  en  vue  de  la  clarté  et 

(  '  )  Klein,  Veber  Riemann's  Théorie  der  algcbiaischen  Fiinctio- 
nen  und  ihrer  intégrale.  Tcubncr,  iNN'. 
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de  la  précision  qui  sont  iulroduitos  ainsi  dans  noire 
comprélicnsion  des  phéiiomèiics  ;  ou  encore,  sï  j'ose 
employer  une  expression  de  Jacobi,  dans  un  sens  d'ail- 
leurs légèrement  niodiflé,  il  s'agit  seulement  de  IVjon- 
neur  de  l' intelligence  humaine. 

Messieurs,  il  devient  niainlenant  presque  difficile 
d'assurer  à  l'intuition,  en  contradiction  avec  les  déve- 
loppements précédents,  la  partqui  lui  revient  dans  notre 
Science,  et,  ce{)endaat,  c'est  sur  cette  antilhcse,  préci- 
sémeat,que  repose  la  signification  proprede  mon  exposé. 
El  j'ai  moins  en  vue  cette  forme  cultivée  de  l'intui- 
tion, dont  il  était  question  tout  à  l'heure,  întuiliou 
qui  s'est  développée  sous  l'infinence  de  la  déduction 
logique,  et  que  je  pourrais  nommer  uue  forme  de  la 
mémoire,  que  cette  intuition  naïve,  (|ui,  pour  une 
grande  part,  est  un  talent  inné  et  qui,  d'ailleurs,  s'élar- 
git inconsciemment  par  l'effet  de  l'étude  approfondie  de 
telle  ou  telle  partie  de  la  Science,  Le  mot  intuition 
n'est  peut-être  pas  très  convenablement  ciioisi.  Je  vou- 
drais y  comprendre  encore  ce  sentiment,  cet  instinct  de 
la  Mécanique  par  lequel  un  ingénieur  apprécie  la  distri- 
bution des  forces  dans  une  construction  quelconque 
dont  il  est  l'auteur,  et,  de  même,  cet  instinct  indéfinis- 
sablu  que  possède  le  calculateur  exercé  relativement  à 
la  convergence  des  opérations  înliiiies  qui  se  présentent 

Je  dis  que  l'intuition  mathémaùque  aiiui  comprise 
précède  partout  dam  son  domaine  la  raisonnement  to- 
git/ue,  et,  /?ar  conséquent,  en  tout  instatit,  possède  une 
plus  vaste  région  ijue  ce  dernier. 

Je  pourrais  introduire  ici  d'abord  une  excursion  histo- 
rique qui  montrerait,  en  effet,  que  l'inluîtion  a  inaiiguié 
les  coin  m  eu  céments  dans  les  diverses  branches  de  notre 


Science  et  que  le  irailemcnl  rigonn 
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venu  (ju'tMisuite.  Et  certes  ceci  est  vrai,  non  seulcmeiH 
en  grand  dans  l'hisiorre  des  origines  du  Calcul  inOnité- 
siinal,  ainsi  qu«^  je  l'aï  inditjné  on  coinincnçanl,  mais 
il  en  est  encore  ainsi  dans  bien  des  docirines,  dont  le 
t'oinmeneetncui  date  du  siècle  présL-nt.  A  ce  suii't,  pour 
ne  citer  qu'un  fait,  je  rappellerai  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  de  Rïemanu;  j'ajouterai 
encore  volontiers  ceci,  c'est  ((ne  la  discipline  qui,  pen- 
dant bien  longtemps,  a  semblé  la  plus  étrangère  à  l'iu- 
tuitinn,  je  parle  de  la  théorie  des  nombres,  vient  de 
prendre  un  nouvel  et  brillant  essor  par  l'introduction 
des  méthodes  intuitives  entre  les  mains  de  Minkowski 
et  d'autres.  11  serait  aussi  d'un  grand  iniérât  de  pour- 
suivre, à  ce  point  de  vue,  l'étude  du  développement, 
non  d'une  discipline  mathématique  partic^ulîère,  mais 
d'une  personnalité  mathématique  individuelle.  Je  me 
contenterai  ici  d'une  indication;  les  deux  plus  puissants 
chercheurs  du  temps  présent,  Lie,  de  Leipzig,  et  Poin- 
caré,  de  Paris,  oui  pris,  à  l'origine,  leur  point  de  dé- 
part dans  l'intuition. 

Mais  tout  ceci,  si  je  voulais  entrer  en  plus  de  détails, 
me  conduirait  à  considérer  trop  de  particularisations, 
et.  en  môme  temps,  seulement  d<'Scasexception»<ds.  Je 
préfère  doue  décrire  ce  qu'une  intuition  tant  soit  peu 
exercée  accomplit  journellement,  en  dépassant  le  trai- 
tement par  le  calcul  ou  les  constructions,  dans  la  ré- 
solution quantitative  de  problèmes  physiques  ou  tith- 
niques.  Si  je  reviens,  par  exemple,  aux  deux  problèmes 
relatifs  à  l'électricité,  dont  j'ai  déjà  parlé,  on  reconnaît 
que  chaque  physicien,  dans  le  cas  donné,  peut,  sans 
difficulté,  assez  exactement  déterminer  la  forme  des 
surfaces  de  niveau  de  la  fonction  de  Grcen,  ou  les 
courants  dans  la  seconde "desdi tes  expéiiences.  Ou  bien 
prenez    encore    le    cas     d'une    équation    dilTérentielle 
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qiielcoïKjue,  par  exemple  (pour  rester  dans  le  cas 
la  plus  simple)  d'une  éc|uation  diSerenltelIe  du  premier 
»)rdre  entre  deux  variables.  Le  traitement  analytique 
très  probablement  échouera.  Néanmoins,  on  peut  tout 
de  suite  indiquer,  par  un  procédé  grapbique,  la  marche 
générale  des  courbes  intégrales,  comme  cela  a  été  fait 
tout  récemment  par  Lord  Kelvin,  un  des  grands 
maîtres  de  l'intuition  matliématiquc,  pour  une  équation 
différentielle  célèbre  du  problème  des  trois  corps.  Il 
s'agit,  dans  tous  les  cas  analogues,  pour  parler  le  lan- 
gage de  l'Analyse,  d'une  sorte  d'interpolation  oix  l'on 
tient  compte,  moins  de  l'exactitude  des  détails  que  de 
l'appréciation  des  conditions  générales.  J'affirmerai  en- 
core ceci  :  dans  l'établissement  de  toutes  nos  lois  natu- 
relles, ou,  en  général,  lorsque  nous  cberclions  à  formu- 
ler mathématiquement  des  phénomènes  extérieurs, 
quels  qu'ils  soient,  nous  employons  un  artiCce  analogue 
d'interpolation.  Il  s'agit,  toujours,  en  effet,  d'exiraire 
du  milieu  de  l'ensemble  de  perturbations  accidentelles 
les  liaisons  simples  des  grandeurs  essentielles.  C'est  là, 
en  dernier  lieu,  ce  que  j'ai  appelé  précédemment  le  pro- 
cédé de  l'idéalisation.  Les  considérations  de  ta  logique 
reprennent  tous  leurs  droits  seulement  lorsque  l'intuî- 
lioo  a  déjà  réalisé  complètement  le  problème  de  l'idéa- 
lisation. 

Je  vous  prie  de  regarder  ces  indications,  non  comme 
Une  explication,  mais  comme  une  simple  description  des 
relations  entre  les  faits.  Le  mathématicien  ne  peut  que 
constater  par  l'observation  personnelle  la  nature  propre 
du  fait  psychique  qui  a  lieu  dans  chaque  cas  pariiculier. 
Peut-être  un  jour  la  Physiologie  et  la  Psychologie  expé- 
rimentales nous  renseigneront-elles  exactement  sur  les 
relations  plus  intimes  qui  peuvent  exister  entre  les  pro- 
cessus dérivant  de  l'intuition  et  ceux  qui  sont  du  do- 
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inainc  du  |)Oiivoii'  logique.  Qu'il  s'agisse  ici,  en  cITct,  de 
facultés  de  l'àtiic  dislinotes,  c'cst-.i-dirc  (]ui  ne  sont  pas 
nécessairement  rcliôes  entre  elU^s,  c'est  ce  ([ue  nous  dé- 
montrent les  grandes  dillërcnccs  que  nous  révèlent  les 
observations  faites  sur  divers  Individus.  Les  psychologues 
inodcnii'S  distinguent  une  facnl  té  visuelle,  unefacul  té  mo- 
trice et  une  faculté  auditive.  Il  semblerait  que  l'intuition 
mat  lié  ma  tique,  comme  je  la  com|iren(U,  correspondrait 
plutôt  aux  deux  premières,  et  la  couiprébensîon  logique 
plutôt  à  la  dernière.  La  Psychologie  est  au  commencement 
de  ces  reoliercltcs,  auxquelles,  avec  nombre  de  mes  Col- 
lègues, je  prends  le  plus  grand  intérêt.  En  elfet,  nous 
avons  l'espoir  que  maintes  dilTérences  d'opinion  sur 
notre  Science  et  son  exercice,  dilTérences  qui  restent 
maintenant  inébranlables,  dîsparailronl  lorsque  nous 
serons  plus  exaeUtment  renseignés  sur  les  conditions 
psychologiques  de  la  jiensée  mathématique  et  sur  ce  qui 
les  diffén^icie  individuellement  entre  elles. 

Je  n'insislei-ai  ici  que  brièvement  sur  le  côté  pédago- 
gique de  la  Mathématique.  Nous  observons  maintenant 
en  Allemagne,  sous  ce  rapport,  un  fait  très  remarquable. 
Deux  courants  opposés  coulent  à  côté  l'uu  de  l'autre 
sans  réagir  l'un  sur  l'autre  d'une  manière  appréciable. 
Les  maîtres  de  nos  gymnases  affirment  avec  tant  d'éner- 
gie la  nécessité  d'un  enseignement  mathématique  basé 
sur  l'intuition,  que  l'on  est  obligé  de  s'y  opposer  el 
d'insister,  au  eantrairc,  sur  la  nécessité  de  développe- 
ments logiques  approfondis.  Telle  est  la  tendance  d'un 
petit  écrit,  que  j'ai  publié  sur  les  problèmes  de  la  Géo- 
métrie élémentaire,  pendant  le  courant  de  l'été  der- 
nier  (').   Maïs  c'est  lout    le   contraire  chez   les   pro- 


(■)  |. 
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fusst'urs  de  nos  écoles  supérieures  :  l'iutuilion,  la  plupart 
Jii  temps,  est  no»  SL'uleinciiL  estimée  de  |>uu  de  valeur, 
mais  mùmc,  si  c'est  possible,  utujout's  rejetée  de  côté. 
C'est  là,  sans  aucun  doute,  une  cousécjuence  de  roxtrêmc 
importance  qu'ont  prise  les  tendances  à  l'aritlimetixatiou 
dans  les  Malbéinatîques  modernes.  Mais  ici  l'on  va  au 
delà  du  Lut.  H  est  temps  de  déclarer  une  fois  pour  toutes 
publiquement  qu'il  ne  s'agit  pas  seulement  d'uue  direc- 
tion à  rebours  dans  la  pédagogie,  mats  eaeore  d'une 
tendance  à  regarder  l'ensemble  de  la  Science  sous  une 
perspective  oblique.  Pour  moi,  je  laisse  à  tout  rfocent 
académique  le  cbamp  le  plus  libi-e,  et  j'ai,  par  consé- 
quent, toujours  refusé  de  proposer  des  règles  générales 
pour  l'enseignement  matliématique  supérieur.  Ce  qui 
ne  m'empoche  pas  d'affirmer  bautetnent  qu'il  y  a  en 
tout  cas  deux  catégories  de  cours  (^f^orlesungen)  ma- 
thématiques qui  doivent  prendre  nécessairement  leur 
point  de  départ  dans  l'intuition.  Ce  sont  premièrement 
les  cours  élémentaires,  qui  pré|)arent  le  commençant 
aux  hautes  Mathématiques;  car  le  maître  doit,  confor- 
mément à  la  nature  des  choses,  parcourir  eu  petit  la 
même  voie  de  développement  que  la  Science  a  suivie  en 
grand.  Ce  sont  ensuite  les  cours  dont  les  auditeurs  doi- 
vent avoir  en  vue,  dès  le  pnïmier  abord,  de  travailler 
essentiellement  avec  l'inluition,  c'est-à-dire  li's  cours 
]>our  ceux  qui  étudient  les  Sciences  naturelles  (')  {JVa- 
tuiforschei)  et  pour  les  ingénieurs.  Kous  avons,  par 
l'exagération  de  la  forme  logique,  déj.i  trop  perdu,  eu 


été  rendu  compte  dans  le  Bulletin  de  M.  Darboiix,  s-  série,  t.  XX; 
mars  1896.  —  M.  Cvîcss,  professeur  an  ly"e  d'Alger,  qui  a  traduit 
les  Appticationi    0/  elUplic  /iinctions   île  (Irccnhill,  en  a   publié 

(  '  )  V  compris  la   Plijsique,  etc.,  dans  le  même  oijrc  d'idOes  ijin- 
1c  Aaliiral  P/iiloso/i/iy  des  Anglais. 
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ces  domaines  àc.  la  Science,  ilc-  l'importance  générale 
(|ul,  par  la  naLure  des  choses,  apparticiil  aux  Mailiéma- 
tiques  ;  il  est  grandement  temps,  et  c'est  un  strict  devoir 
pour  nous,  de  reconquérir  cette  importance  par  uiie 
conduite  rouforme  à  ce  but. 

Je  reviens  encore  aux  considérations  théoriques.  La 
conception  générale  que  j'ai  concernant  les  problèmes 
actuels  de  la  Science  matliématique  n'a  guère  besoru 
d'être  formulée  d'une  manière  plus  spéciale.  En  même 
temps  que  j'exige  partout  l'élude  logique  complète  et 
approfondie  des  maiériaux,  j'affirme  également  que  l'on 
doit  aussi  nécessairement  les  travailler  et  les  envisager 
sous  tous  les  as|)ects  à  l'aide  de  l'intuition  et  de  ses 
mélliodes.  Les  développements  mathématiques  qui  ti- 
rent leur  origine  de  l'itilm'tion  ne  peuvent  d'autre  part 
être  admis  comme  possession  délinJtive  de  la  Science 
que  lorsqu'ils  ont  été  ramenés  à  une  forme  logique 
rigoureu.se.  Réciproquement,  le  traitement  abstrait  des 
relations  logiques  ne  peut  nous  suffire,  tant  que  leur 
portée  n'a  pas  été  vivifiée  à  l'aide  de  chaque  mode  d'in- 
tuition et  tant  que  nous  n'apercevons  pas  les  combi- 
naisons multiples  qui  relient  le  schéma  logique,  dans 
le  domaine  que  nous  avons  clioist,  avec  les  autres  parties 
de  nos  connaissances. 

Je  compare  la  Science  mathématique  à  un  arbre  dont 
les  racines  s'enfoncent  chaque  jour  plus  profondément 
dans  la  terre,  tandis  qu'au-dessus  les  branches  s'éten- 
dent librement  et  nous  ombragent.  Devons-nous  en  re- 
garder les  racines  ou  les  branches  comme  la  partie  la 
plus  essentielle?  Le  botaniste  nous  enseigne  que  la  ques- 
tion est  mal  posée  et  que  la  vie  de  l'oi^anisme  dépend 
plutât  de  Vcchangc  mulucl  entre  sas  ilifférentet  par- 
ties. 
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Licence  es  sciences  MATuéNiTratiEs. 

SESSION    DE    NOVEMHRI!   1896.    ~    COMPOSITIONS. 


Dijon. 


Analyse.  —  I.  Périodes  et  valeurs  diverses  de  l'i 
tésrale 


i: 


^{a-3)(l>-k)(c-z){d~  =  ) 


II.  Obtenir  l'équation  Ji nie  y  ^j{x)  de  la  courbe 
plane  dont  l'aire  comprise  entre  elle,  l'axe  des  x  et  les 
ordonnées  d'absdises  o,  x  a  pour  expression 

m  et  f{x)  représentant  un  exposant  et  une  fraction 
de  X  dérivés  tous  deux. 

En  posant 

on  obtient  immédiaUimcnt  l'équation  difrértintielle 
du  ■ 


dont  l'intégration  s'opêrt;  sans  difncullé.  Il  ne  rcsLu 
jtius  tju'à  démnninur  la  constante  arbitraire  (ce  qui 
nVst  [las  toujours  possible),  puis  à  diH'érentier  l'expres- 
sion d«  u  pour  arriver  à  celle  dey. 
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Mécahique,  —  I,  Auraction  d'un  ellipso'û/e  /tomu- 
gène  sur  un  point  extérieur. 

I[.  Ua  prisme  droit  homogène,  dont  les  bases  sont 
deux  triangles  rectangles  ABC,  A'IÎ'C,  repose  par  la 
face  AlïA'lV  sur  un  plan  horizontal  le  long  duifiiel  il 
fwiit  glisser  sans  frottement.    Une  tige  pesante  M\, 


située  dans  le  plan  de  la  section  droite  du  prisme  qui 
contient  le  centre  de  gravité,  s'appuie,  d'une  part,  sur 


le  planhorizontal  et,  d'autre  part,  sur  la  face  BCB'C, 
et  glisse  sans  fmllenienl  à  ses  deux  extrémités. 

On  demande  le  mouvement  du  système. 

La  tige  pesante  est  homogène.  Dans  sa  position 
initiale,  son  extrémité  supérieure  est  sur  Varéte  CC 
et  les  vitesses  initiales  sont  nulles. 

On  applique  les  llieopics  des  forces  vives  cl  du  moo- 
vciiieiit  du  ceiilre  de  gravit»'. 


ANALYSE.  —  I.  Démontrer  que  trois  surfaces  ortho- 
gonales se  coupent  suivant  des  lignes  de  courbure. 
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11 .  intégrer 

ùz  ôz 

pq^px  +  qy,         y^-J^-  l^àj' 

Tout  se  n^duit  à  trouver  une  inlégraie  complète, 
c'esi-à-diru  contenant  deux  paramètres  arbitraires. 
Si  z  était  une  forme  quadratique  A:ï;'+  aBxjj'  +  Cj', 
il  en  serait  de  mâaïc  encore  pour  les  deux  expres- 
sions ptf  et  px  4-  qy.  Poursuivons  done  l'ideutilicatiou. 
11  viendra 

pq  ^-  l,{,\x  -^By)(^:c  +  Cy) 
^-px  +  qy 

-afAai'-t-aBxf'-t-Gj'), 
d'où 

o-  A(-iB-iJ  =  G(aB  — I).         AC  -.  B(i  — B), 

c'est-à-diie 

ti  ^  A  =  C,        B  -  I        et        ;  =  ■i.xy 

(solution  sans  paramètre),  ou  bien 

B  =  J,        AG=J. 

11  vient  ainsi  l'intégrale  eomplèlc 

X,  w  =  const.  arbilr. 

L'intégrale  générale  se  conslruiia  par  les  procédés 
connus. 

Mécanique.  —  Un  point  M  matériel  non  pesant  est 
assujelli  à  se  déplacer  sans  frottement  sur  un  cylindre 
il  section  droite  elliptique.  M  est  attiré  vers  un  point  O, 
situé  sur  l'axe  du  cylindre,  proportionnellement  à  la 
distance.  Trouver  le  inouuemenl. 
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Prenons  O  pour  oiigiiiu  des  coorJoiiiié<:s  ri.>clai)gu- 
lairRs  t;t  l'aw  du  cyliiidru  pour  axe  des  z. 

Soit  A  lo  poinl  où  la  génératrice  de  M  p«rce  le  plan 
des  xy. 

Le  Lliêorèmo  des  airus  moDire  que  A  décHl  la  section 
droite  suivant  la  loi  képlériciine  (aires  proportionnel  lus 
aux  temps).  Projetons  iiinÎDii'nant  sur  Taxe  <lu  cylindre, 
il  vitiiidia 

ji  =  1-onsl.  de  l'attraction. 

On  connaît  ainsi  comment  se  déplacent  la  génécatncc 
variable  MA  et  le  j>oint  M  sur  ladite  génératrice,  La  nié- 
lliode  est  valable  pour  une  section   dioile  (juelconquc. 

Achevons  la  solution  pour  la  section  droite  elliptique 

5-^1;'=,  „.  ^  =  „™.,,  .V-i.i„,. 

On  a  (ilicorènie  des  aires),  A-  =  eonst.  des  aires, 

3!  dy  ~y  dx  =  nb  d<3  =  X'  dt. 

Si  T  est  le  temps  d'une  révolution  complèie, 
ïTtrtA^A'Tet 


La  trajectoire  est  déliuie  par  les  équ 


■  riT(o—  o„|  5— C„  /—  /         I 

^0,  T,  fg  dépendant  des  conditions  initiales. 
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Analyse.  —  Pour  intégrer  te  système  d'ét/uations 
différentielles 

3x»  ^  =(-3j:t+  5)(,— {aa7'H-i23^»-i-  5)?,, 

on  fera  successiveTiient  les  changentenls  de  variables 
définis  par  les  relations  suivantes  : 

et  l'on  sera  ramené  à  un  système  d'équations  di^é- 
rentielles  déforme  classii/ue  aux  van'aèlesy,  ety^. 

On  calculera  les  intégrales  y,  eiy^  tjitise  réduisent 
'•J'  =  o,  j'î  ^  —  I  quand  on  fait  x  =  i . 

La  variable  a:  décrivant  un  chemin  fermé  quelconque 
allant  du  point  x  =  i  an  même  point  x  =  i ,  quelles 
sont  les  différentes  valeurs  au  point  x  =  i  des  fonc- 
tions y  i,  ety^,  z,  et  2^,  /,  et  ïj? 

Lescliangenieiiis  de  variables  indiqués  (-ani)uist!iii  an 
système  de  forme  classique 


,,^  =  ,^.-3^., 

que  l'on  intègre  en  chui-<.-liaiit  it  détonniiifr  les  para- 
mètres détiiiis  |)ar 

L'équation  caractéristique,  qui  donne  f,  est 

Ann.  de  Mathémat..  3- sirle.  t.  \Vi.  (  «iir*  iH,,;.)  g 
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cl  la  solution  demandée  est 


-m- 


Le  seul  point  singulier  à  distance  finie  est  l'origine. 
Tout  cliemin  fermé  allant  du  point  x=:  i  nu  point 
x=  I  rentre  dans  l'une  des  classes  suivantes  ; 

1°  S'il  n'entoure  pas  l'origine,  _^|  cl  y^  reprennent 
les  valeurs  o  et  —  i  au  point  ar  =  i  ; 

3°  S'il  entoure  une  ou  plusieurs  fois,  même  en  tour- 
nant dans  les  deux  sens,  chaque  tour  augmente  ou 
diminue  l'argument  de  logx  de  an,  et  l'arc  soumis  an 
signe  sinus  augmente  ou  diminue  de  -^-  Par  exemple, 
trois  tours  successifs  dans  le  m6me  sens  ramènent  les 
valeurs  initiales  o  et  —  i  àej',  et  de^j.  Il  est  facile  de 
former  toutes  les  valeurs  demandées  dans  la  dernière 
partie  de  la  qiieslion. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  horizontal,  un  tube 
homogène,  de  longueur  tin,  est  mobile  autour  de  son 
centre  O,  qui  estjixe. 

Un  point  matériel,  qui  est  mobile  dans  ce  tube,  est 
attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. 

La  masse  du  tube  est  égale  à  celle  du  point. 

j4  l'instant  initial,  le  mobile  est  à  une  distance  an 
du  point  O  et  la  vitesse  relative  du  mobile  sur  le  tube 
est  nulle. 

La  vitesse  angulaire  du  tube  est  égale  à  u. 

Étudier  le  mouvement  du  système  en  supposant  que 
l'attraction  du  point  O  sur  le  mobile  à  l'unité  de  dis- 
tance est  égale  à  amu^,  oii  m  désigne  la  niasse  du 
mobile  et  (o  la  l'ifesse  angulaire  initiale  du  tube. 
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Trouver  ta  pression  du  point  mobile  sur  le  tube,  et 
du  lubesar  lepoint  O. 

En  désignant  par  m  la  masse  commune  du  tube  et 
du  point,  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  au 
point  O  est  Zma*. 

Si  l'on  applique  le  théorème  des  aires  et  celui  des 
forces  vives  au  mouvement  du  système,  on  obtient  les 
deux  «jualions  suivantes,  où  p  el  6  désignent  les  coor- 
données polaires  du  mobile  : 


(3«t-i-p») 
et  l'on  en  tire 


(■•>»■*  P')  3j  =7»- 


di      y 


i)(p._4„.) 


ce  qui  prouve  que  le  mobile  oscillera  cotre  les  distaoces 
.0  =  "-^  et  ,=.,<.. 

La  pression  N  du  mobile  sur  le  tube  est 

„  rf'ft  rfo  rfS 

et  il  n'y  a  qu'à  substituer. 

La  pression  du  tube  sur  le  point  O  est  égale  à  la  pres- 
sion précédente  N . 

Astronomie.  —  On  donne  les  trois  côtés  d' untiiangle 
sphérique 

a  =  65.i7.i8'32, 
6  =  84.3J.a6,8j, 
£  =  9543.53,76, 

ttl  l'on  demande  de  calculer  : 
1"  Les  trois  angles  A,  B  e(  C  ; 
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a"  Les  accroissements  qu'éprouvent  ces  trots  angles 
quand  les  côtés  reçoivent  les  petits  accroissements  res- 
pectifs 


On  considérera  les  accroissements  comme  des  d 
rentielles. 


l»K*                 '            ./•i»(P-«)CiV-*)( 
»        .in.,.-o)V                               .in. 

i\ap  —  c) 

.>                 '           ,  . 

— cosB.aô— 

cosC.ic), 

_      -■ 

sinc.inB' 

~        '    ' 

AB  =  gi„„'gi„Q(A^ 

-cosC.ic- 

cosA.io), 

46  =  -4,5. 

'<^=E7îWâ<'' 

— cosA.ia— 

COSB.A6), 

Lsin. 

a=    65*.  a?'.!  8, 3a 

/.-«  =  57 

a6'.   i',i4 

T,  9957084 

6=    84. 35. a6, 84 

/,  _  A  =  38 

17, Sa, 6a 

T,79Mi7^ 

c=    95.43.53,76 

/>  -  c  =  37 

9.35.70 

1,6593755 

ap=  945-46.38,93 

N 

T,37;3w. 

/>=.aa.53.,9,45 

î,9»i'379 

N  :  Bin/> 

Î,453i64a 

/~ 

T, 7965831 

*        3a:. 8'.  7;98 

-.^ 

1,8008737 

\         40.4... a, 5Û 

tan,  5 

ï,  9343649 

^        49.a4.56,o8 

ung^ 

o,o67ao56 

Lcoa. 

LAa,AA,ac. 

L{co,ar4). 

6i!36'.i5',96         î,63ai 

+o,5o5i 

-1-0,1375 

cosA.io      -t-i'.î? 

Si.aa.aS.ia         1,1764 

-o,65îi 

—7,8396 

MsB.AÔ      -0,68 

gtf. 49.5a, iG      — 7,i86a 

+o,8î6i 

— 0,OI33 

cosG.Ac      — i.t>3 
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L(isii>.sin.} 

L(sin.sin. 

0,69.. 

-0,6849 
",778a 

T,9537 
T,9S4o 
1 ,99^9 

5',  46 
—5,38 

-0,7309 

0,7860 

,9583  C 

î,99l« 

,9981  A 

T,9SS9 

,9978  B 

7,9951 

Analyse,—  I,  On  considère  une  Jonction  enliètef{z) 
telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  z, 

tii  et  ^  étant  des  constantes. 

1"  Soient  a  et  b  deux  points  du  plan  des  z^oit 
la  fonction  f{z)  prend  une  même  valeur  non  nulle,  la 
droite  ab  n'étant  pas  parallèle  à  la  droite  Otû  qui  joint 
l'origine  au  point  <i>\  soient  a'  et  b'  les  deux  points 
rt  -H  ci>  «t  i  +  «il  ;  soient  enfin  n, ,  tij,  . .  . ,  Tt„  les  zéros 
de  J\c)  distincts  ou  non  appartenant  au  parallélo- 
gramme ab,  t^b',  aucun  d'eux  n  étant  sur  le  contour. 
On  demande  de  calculer,  à  un  multiple  de  aiît'u  près, 
les  deux  sommes  d'intégrales  rectilignes 

Quel  est  ce  multiple  dans  le  cas  où,  aucune  des  quan- 
tités Tî  n'étant  nulle,  le  module  dej{z)  reste  inférieur 
à  tous  leurs  modules  quand  le  point  z  décrit  le  côté  ab? 
2"  Démontrer  que,  si  |j.  diffère  de  l'unité,  il  existe 
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unefonction  primitive  F(z)  de  f(z)  telle  que  l'on  ait 
aussi 

F{^  +  u,)=[xF(a); 

quel  est,  dans  le  cas  de  [t  =  i ,  /<»  forme  générale  des 
fonctions  primitives? 

II.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  consi- 
dère la  courbe  plane  C  enveloppe  de  la  droite 

où  a  désigne  un  paramètre  variable  et  ç(a)  unefonc- 
tion déterminée  de  ce  paramètre, 
i"  Supposant 


former  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre  à 
laquelle  satisfait  f{i)  quelles  que  soient  les  constantes 
A  et  d,  et  écrire  l'expression  du  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  a. 

a"  Trouver  toutes  les  courbes  C  pour  lesquelles  ip(a) 
vérifie  l'équation 

I.  En  remarquant  que 

on  voit  ([ue  la  première  somme  est  égale  à 

et  comme  /(i)  est  égal  à  /(a),  elle  est  de  la  forme 
sniniD,  n  étant  un  nombre  entier  qui  se  réduit  à  zéro 
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si  le  module  Av  f{z)  reste  inférieur  aux  modules  des 
zéros  Tt|,  Tt,,,  ..,!:„  le  long  Aeah. 

La  somme  des  quatre  ïnlégrales,  étant  l'intégrale 
de  ^-^  prise  le  long  du  pa rai lélo gramme  ahb'a'y  est 
égale  au  produit  de  3(1:  par  la  somme  des  résidus  de  cette 
foDCtioii,  relatifs  aux  zéros  i:,,  tî^,.  . . ,  it„  de _/(z),  c'est- 
à-dire  2iT:(ït,  +  ït,-H. .  .-|-n„).  Les  deux  sommes 
demandées  sont  ainsi  connues. 

Soit  maintenant  <p(z)  une  fonction  primitive  dey(z); 
elle  satisfait  à  l'équaiioii 

d'où  l'on  lire 

■i  [JL  diffère  de  l'unité,  il  suffit  de  poser 

pour  satisfaire  à  la  condition 

si  |x  est  égal  à  l'unité,  la  forme  générale  des  fonctions 
primitives  estF(z)-| — -'  F(s)  étant  une  fonction  de  z 
particulière  admettant  la  période  b). 


11.  En  éliminant  les  paramètres  A  et  a  entre  ^(k)  et 
ses  deux  premières  dérivées,  on  trouve  que  la  fonction 
3(a)  satisfait  à  l'équaiion  dillërentielle 


et  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  h  ?(^)  -t-  f"(«)- 
Pour  intégrer  l'équation  dilVérentietle  donnée,  avec 
s<-cond  membre,  il  suflil  d'ajouter  à  la  valeur  attribuée 
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h  ^(a),  dans  la  prumicru  parlio,  l'intégrale  particulière 


Mëcimque.  —  Démontrer  que  In  sinhilitè  de  l'équi- 
libre d'un  solide  rigide  homogène  pesant,  flottant 
dans  un  fluiile  homogène  pesant,  est  assurée  lorsque 
le  centre  de  poussée  n'est  pas  au-dessous  du  centre  de 
gravité  du  solide  rigide,  A  une  distance  supérieure  à 
^,  oit  I  est  le  plus  petit  moment  d'inertie  de  la  section 
d'affleurement,  relativement  aux  axes  passant  par  son 
centre  de  gra\'ité,  et  oit  V  est  le  volume  immergé. 

ErnEuvE  pratique.  —  Astroaomie.  —  Calculer  la 
longitude  et  la  latitude  d'un  astre  dont  les  coordon- 
nées éqtiatoriale.s  sont 

^  =  8''i8"'3oV        I>^  Hi-îe'Sa'.i; 

l'ohliquilè  de  l'écliptique  est  w  =  2^i"27'35"8. 


Analyse.  —  Afontrer  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

..)  /(..,.^)- 

admet  des  solutions  qui  représentent  des  cônes  avant 
leurs  sommets  sur  l'axe  O  z. 

Considérant  en  particulier  l'équation 

{■i)  qx  —  py-i/i  -hp^-t^q'i/x'^y*  "  v  '^"' 

transfonnrr   rcftr  équation    ri    l'équalton    dîffihen- 
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tielle  lies  cônes  dont  h  sommet  est  sur  Oz,  en  prenant 
pour  variables  indépendantes  les  coordonnéfs  po- 
laires r  tt  6. 

Faire   voir  que  l'on   obtient    l'équation  finie   des  ' 
cônes  solutions  communes  à  l'aide  de  i/uadralurcs. 

Effectuer  le  calcul'en  supposant 


<i)- 


/J.-Ï-+-J1 


Examiner  le  cas  oit  *«  ^  i . 

Démontrer  i/ue  toutes  les  surfaces  représentées  par 
/'équation  (a)  sont  coupées  />ar  le  plan  y^ax  sui- 
vant des  lignes  de  courbure,  (a  désigne  une  con- 
stante.) 

Mécanique.  —  1 .  Lieu  des  points  d'un  plan  lié  au 
mouvement  d'un  corps  solide  dont  les  vitesses,  à  un 
instant  donné,  sont  également  inclinées  sur  la  normale 
au  plan. 

2.  Ëij nations  du  mouvement  d'un  solide  de  révolu- 
lion  autour  d'un  point  fixe,  —  Intégrales  premières. 
—  Cas  d'un  corps  pesant  animé  d'une  très  grande 
vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe,  et  que  l'on 
abandonne  à  lui-même  sans  autre  vitesse  initiale.  — 
Calcul  de  la  prccession  et  de  la  nutation  à  un  instant 
quelconque . 

Astronomie.  —  Le  \"  novembre  1896,  ît  niidîvrai, 
la  déclinaison  du  Soleilest  —  i4°4>'  '{f  A- 

Le  2  novembre,  ellcest  —  iS-o'  i(!''5. 

L'accroissement  de  l'ascension  droite  dans  l'inter- 
valle est  3™  56',  2, 

Calculer  l'obliquité  de  iéclipliqtie. 


jbv  Google 


(  M^  ) 


Toulouse. 


Analyse.  —  I.  a,  b,  c,  d  désignant  des  quantités 
données,  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'intésrale 


r: 


^/(a~s)(b-  =  )[c~^){d~s) 


lorsque  le  cltemin  d'inîégration  varie,  en  conservant 
(es  mêmes  extrémités  ;  indiquer  ce  que  l'on  entend  par 
périodes  de  cette  intégrale. 

II.    On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 


oit  p  et  q  désignent,  sui\>ant  l'usage,  les  dérivées  ^ 
et  —  I  par  rapport  aux  variables  indépendantes  xetj 
de  la  fonction  z. 

l"  Démontrer  que,  .si  l'on  considère  x,y,  z  comme 
les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  d'un  point, 
il  existe  des  surfaces  intégrales  particulières  de  cette 
équation  qui  sont  de  résolution  autour  d' une  parallèle 
à  l'axe  coordonnéOz. 

a'  Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 

ce  problème  admet-il  une  ou  plusieurs  solutions? 

Mécanique.  —  I.  Un  point  matériel  pesant ,  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe 
est  vertical,  est  attiré  par  un  point  fixe  proportion- 
nellement à  la  distance.  On  demande  d'étudier  le 
mouvement  de  ce  point.  Pression  exercée  par  le  point 
sur  la  surface. 
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Cas  parliculier  :  le  centre  d'attraction  est  situé  sur 
l'axe  du  cylindre. 

II.  Indiquer  très  succinctement  la  marche  à  suivre 
pour  établir  les  six  ét/uations  d'Euler,  if  ni  permettent 
d'étudier  le  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  point  Ji.re  et  sollicité  par  des 
forces  données. 

EpnEiiVE  pRiiTiQuE.  —  Une  planète  décrit  une  orbite 
elliptique.  A  un  instant  donné,  l'anomalie  vraie  v, 
l'excentricité  sintp,  le  rayon  vecteur  r  sont  déterminés 
par  les  valeurs  suivantes  : 
v  =  3io*'55'a9',64,        f  =  i4"ia'i',S7.        logr  =  0,3307640. 

On  demande  le  paramètre  de  l'orbite,  le  demi  grand 
axe,  et,  à  l'instant  donné,  l'anomalie  excentrique  et 
l'anomalie  miyyenne. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Qoeition  1S60  (■). 


Trouver   le   rayon   d'un   cercle  pattanl  par   les  pointt 
dont  tes  coordonnées  trilinéaires  sont 


(-a,b.c)Aa.-b,c).(a.b,-c). 

(IIAKUMBNT4  RaU.) 


srcle  passant  par  les  points  dont  les  coordonnée 
1   sont   {-a,à,c)(a,~b,c)(a,b,  —  c)  est   le 


n  de  M.  Babisikn. 
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circonscrit  au  triangle  A'B'C,  polaire  du  triangle  ABC,  car 
les  sommets  A',  B',  C    sont  les   points  associes   du   point   da 


Lenioine  K,  ajatil  des  coordonnées  proportionnelles  à  a,  b,  ( 

Soient  donc  a',  b',  c'  les  côtés  du  triangle  A'B'C,  sa  sur 

face  sera  -(«'-4- A'+ c'),   R  étant  le  rayon  du  cercle  circon 

scrit  à  ABC. 

Si  p  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C 


■/R(a'+6H 


■') 


a'=  AC'+-A!î'=  R(tangC  +  langB)  =  K  -^-—^ï;' 
6'=  BG'-H  BA'=  RdangC  +  langA)  =  K  ~^~-q' 
c-  =  CA'+  CB'=  K(taiigA  -h  langB)  =  R  ^^J'^"^^^^- 
Alors  régaliié  (i)  devient 


p=  ; 


Il  A  sinlisinC 


■  4K»(tanf:A  +  taiipliH 


Dçiilizedbv  Google 


(  .43  ) 

Remarquant  qne,  dans  un  triangle. 
taDgA  +  tangB  +  tangC  =  - 
a  valeur  du  rayon  p  se  réduit  à 


Le  lieu  des  point!  de  rencontre  des  tangentes  menées  par 
deux  sommets  d'un  triangle  à  toute  conique  conjuguée  par 
rapport  à  ce  triangle  et  passant  en  outre  par  un  point 
fixe  est  une  quartique  trinodale.  (A.  Gazahian). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droï-Fahnt. 

Soient  B  et  C  les  deux  sommets  considérés  du  triangle, 
P  et  Q  les  points  d'intersection  d'une  des  coniques  avec  BC. 
Les  droites  AP  et  AQ  sont  donc  tangentes  à  cette  dernière. 
EfTectuons  maintenant  une  transformation  homographïque  de 
manière  que  les  points  B  et  C  coïncident  avec  les  ombilics  du 
plan,  a,  le  transformé  du  point  A,  deviendra  le  centre  de  la 
conique  transformée;  ap  et  aq  étant  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  aux  directions  isotropes  seront  ortho- 
(Tonales;  donc  aussi  tes  asymptotesde  la  conique  transformée,  qui 
sera  une  hyperbole  équilatère.  Le  problème  revient  donc  à  cher- 
cher le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  concentriques 
passant  par  un  point  fixe.  Ce  lieu,  qu'on  obtient  sans  difficulté, 
est  une  lemnjscate  ayant  son  point  double  inflexionnel  en  a. 
La  Icmniscate  étant  une  quartique  bi-circulairc,  en  revenant  au 
problème  primitif  on  trouve  pour  le  lieu  une  quartique  trino- 
dale, les  nœuds  coïncidant  avec  les  sommets  du  triangle. 

Autre  solution  de  M.  H.  Lez. 

QaesUon  1698. 

On   considère  le  triangle  formé  par  un  point  M    d'une 

ellipse,  le  pôle  de  ta  normale  en  M  et  le  centre  de  l'ellipse. 

Ann.  de  Malkémat.,  3' série,  t.  XVI.  (Mars  1897.)  9* 
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On  eontidère  en  outre  le  rectangle  formé  par  le  point  M, 
le  centre  de  l'ellipse  et  les  projections  de  ce  centre  sur  la 
tangente  et  la  normale  en  M. 

Quel  que  soit  le  point  M  sur  l'ellipse,  le  produit  des  aires 
du  triangle  et  du  rectangle  est  constant. 

(E.-N.  Babwikn). 

SOLUTION 
par  M.  H.  A.  DAOï-FAHNt. 

Soient  x'  =  acosip,  y'  ■=  isinn  les  coordonnées  d'ua  point  M 
de  l'ellipse  6*z'+ a*^*=  a'fr'.  La  tangente  et  la  normale 
en  M  ont  respectivement  pour  équations  Axcosip+a^siof  =  a6 
et  axiiai^  —  ftycosip  =  c'  sin^cosip. 

:  aisément,  pour  les  coordonnées  du  pAle  P  de  la 


normale, 


triangles  OMP  = 


aS 

=  x-y'- 

y^ 

ab 

i>sin'«-(-6«cos»<s 

c» 

sinç 
ab 

cos-p 

(/* 

COS'  (f  -t- 

a>siQio 

c^sinf  c 

OST 

V'iï>sin'if-+- 

ô»cos>o 

Acisino 

Oi'B 

distance  du  centre  à  la  tangente  d  = 
distance  du  centre  à  la  normale  d' = 


eclangle  indiqué  R  =  dd  —     .  .  . '-j-  — '-r- 

a^h* 
et  par  conséquent  :  RS  =  — —  =  constante. 


M.  Mahnhbih  fait  n 
géométriquement  de  I 

Sur  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  prenons  le  pAle  P  de  la 
normale  en  M  et  projetons  en  T  le  centre  O  de  l'ellipse. 

L'aire  du  rectangle  est  égale  à  MT  x  OT.  Le  double  de  l'aire 
du  triangle  OMP  est  égal  à  MP  x  OT.  Le  produit  de  ces  aires 
est  ÔT*  X  MP  X  MT. 

La  droite  OT  étant  parallèle  à  la  normale  en  M  est  le  dia- 
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mètre  conjugué 

de  OP.  Le  produit  MP  x  MT  est  alors  égal 

au   carré    du   de 

nai-diamètre  conjugué  de  OM.  On  sait  que  le 

produit   de   ce  < 

;arré  par  ÔT    est  constant  que)  que  soit  M; 

(loDc,  etc. 

Qnaatioiu  17S8  et  1759, 


HBIIABOUES 
Par  M.  Cahos. 


A.  la  page  i8i  de  son  Ouvrage  de  Géométrie  cinématique, 
M.  Maanheim  démontre  que  lorsque  quatre  points  d'une 
droite  mobile  restent  sur  des  sphères  Jixet  dont  les  centres 
sont  dans  un  même  plan,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  une  ligne  qui  appartient  à  une  sphère  dont  le  centre 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  U  question  proposée 
sous  le  n°  1738.  M.  Mannheîm  ajoute  que  les  centres  des 
sphères,  qui  contiennent  les  lignes  ainsi  décrites,  appar- 
tiennent à  une  conique. 

A.  la  page  io5  du  même  Ouvrage,  M.  Mannheîm,  étudiant 
les  propriétés  relatives  au  déplacement  d'une  figure  de  gran- 
deur invariable  démontre  que  lorsque  des  plans  sont  paral- 
lèles à.  une  droite  D,  les  plans  normaux  à  chacun  d'eux, 
menés  respectivement  par  leurs  caractéristiques,  passent 
par  une  même  droite  L,  qui  est  l'adjointe  au  plan  perpen- 
diculaire à  D.  et  il  ajoute  plus  loin  (p.  io8)  qu'une  adjointe 
à    un  plan   est   toujours   parallèle   à    l'axe    du  déplace- 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  la  question  proposée 
sous  le  n*  1739. 

M.  Mannheim  donne  cette  conséquence  :  Les  caractéris- 
tiques des  plans  d'un  faisceau  mobile  appartiennent  à  un 
hyperholoïde  dont  les  plans  des  sections  circulaires  sont 
perpendiculaires  les  uns  à  l'arête  du  faisceau  et  les  autres 
à  l'adjointe  au  plan  perpendiculaire  à  cette  arête,  c'est- 
à-dire  à  l'axe  du  déplacement. 
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1760.  itlant  donnés  deux  faïîceaui,  l'yn  d'ordre  m,  l'autre 
(l'ordre  n,  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes  des 
deuit  faisceaux  se  coupent  sons  un  angle  constant  a  ef^t  une 
pourbe  d'ordre  s(  in -i- n  —  i).  Quanil  a  =  o,  cette  courbe  se 
décompose  en  une  courbe  d'ordre  alnt  +  zi) — 3  et  la  droile 
de  l'infini.  (K.  Dewllf.) 

1761.  Cinq  droites  quelconques  sont  données  dans  un  plan. 
Un  mène  une  transversale  par  un  point  lixe,  et  sur  cette  droite, 
(in  prend  un  sixième  point  qui  forme  une  involution  avec  tes 
cinq  points  déterminés  par  les  cinq  droites  données.  Le  lieu 
géométrique  de  ce  sixième  point,  quand  la  transversale  tourne 
autour  de  son  pivot,  se  compose  de  cinq  coniques. 

(K.  Dewulf.) 

1762.  Les  caractéristiques  des  plans  tangents  à  un  cône  de  la 
classe  n  forment  une  surface  d'ordre  a/i-+- 1. 

(E.   Dewulf.) 

1763.  Soient  C„(3-_^)  =  o,  Cm(  j-^)  =  o  les  équations  de  deux 
(tourbes  d'ordres  respectifs  n  et  m.  Si  un  point  est  commun  à 
ces  deux  courbes  et  si  son  ordre  de  multiplicité  est  /l'pourCn 
et  m'  pour  C,„,  il  appartient  aussi  à  la  courbe  représentée  par 

()G,  âC.„  _  àC^  àC^  _ 
t>x     dy  ày      i)x  ' 

et  est  multiple  de  l'ordre  m' -\-  n' ^  a  pour  cette  courbe. 

Donner  une  intcrprétaiion  algébrique  de  ce  théorème. 

(E.  DEwur.F.) 


T.  XVI,  1H97,  p.  ; 
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APPL[CAT[0»S  m  U  TUÉORIB  DES  SUBSTrTUTIONS  LINBAIRSS 
k  VmW  DES  GR01II*ES('); 

Par  m.  H.  LAURE^T. 


I.   —   CjROUPKS   DE   aUB5TirUTIO>8. 

Des  substituLÎ'iiis  Turmerkl  iiii  groupe  i|naiitl  leurs 
jiroduils  foui  i>ailie  de  ces  sui>stitiilioiis. 

L'oidre  d'un  groupe  est  le  uoinbie  de  ses  substitu- 
tions. Uu  groupe  peut  être  d'ordre  liui  ou  infini. 

Ua  groupn  d'ordre  iniiiii  est  discontinu,  quand 
la  dilTûrenee  de  deux  de  ses  siibslilutions  ne  peut  (levé- 
nir  iuliiiiment  petite  ( c'est- i'i -dire  avoir  tous  ses  éié- 
inents  îtitiiiiment  petits);  il  est  continu  dans  le  cas 
contraire. 

Exemple!.  —  i.a  substitution  circulaire 


et  ses  puissances  fur^neiil  un  (groupe  d'ordre  tinî.  Les 
siibstituliuiis  ëcliangvBbli'5y(,t}rurin«ul  un  groupe  con- 
tinu, les  substitutions  n  coulUeients  «utieis  f'oruient  un 
gcoupe  discontinu. 

Soient. <i,  53,  ...,j^ dus  substitutions,  leius  puissances 
et  leurs  produits  forment  un  group»  dît  groupe  tlérivé 


allons  étudier  i[ue[<]ues  groupes. 


.Nous  allons 


(  ■  )   Voir  J"  séi-ip,  l.  XV,  ifitf'.  p.  315  :  Exposé  d'une  théorie  1 
Vf  lie  des  $ubstiluliona  linéaires, 
Ann.  de  Malkémat..  3-  ^cric,  (.  XVI.  (Avril  1B.17.)  10 


DLimzedb^GoOglc 


(    '5o  ) 
-  Gboi'pe  orthogonal. 


V,  = 


esl  onliogonalc,  quand  nu  a  identiquement 

fi)  ^I -^  rj -v-  . . .  j*  =y^,-^yi  ...y*. 

Il  Psl  facile  de  voir  alors  qu«  l'on  a  :  i" 

w  j.A-.^— A  =  .. 

2°  Si  les  l'L-lalions  ont  lïrii,  (i)  a  livu  et  la  substitu- 
tion est  orl)iO{;i>nalc. 
^'•  On  a 

■ri  =  i|iv, +  a„_y,-i-...  -l-  a,,  r„, 


4"  A  :^  L  ±  at, ,  aja . . .  ^^  ±  i ,  car  A'  =^  i ,  en  vertu 
(Ui  (s),  Nons  n'insisterons  i>as  sur  oca  résultats  qui  sont 
l)ton  connus. 

I.a  snbslitution  Syi-yT/y  est  àha  fifiuche  quand  on  a 
Y/y  =  —  fji,  sans  que  l'on  ait  forcément  •fa  -^  o.  Voici 
comment  on  peut  déduire  une  substitution  orthogonale 
(l'une  snb<^litnlion  gauclie.  Considérons  la  subslitulion 
g.mrbe  Sy/j'iv  on  ••fa  =  i .  et  posons 
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l'élimination  des  adonne 


cil  posant 


7(    yn    ya    ... 


ou,  en  vertu  de  y.j  =  —  yy,.  et  i-,,  =  i , 


Or  il  est  facile  de  constater  rjue  l'on  a 

de  sorte  que  la  substitution  j=2a/yT,j  est  orthogonale  ; 
vn  appelant  G  la  substitution  '^fij'Zij,  on  a  donc 


cette  formule  suppose  seulemen  t  G  de  déterminant  diff.!- 
rtriil  de  zéro. 
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Celtu  iiivlliodir  [>iiur  la  forinalloii  îles  subaliluLJuns 
orthogonales  est  duc  à  M.  Itriosclii. 

On  sait  aussi  coinineut  la  ihcorie  des  polynômes  du 
second  dcgrû   peut  fournir  des  substitutions  orihogo- 

Lei>  substitutions  orllnigoiiatcs  forment  un  groiipt-, 
<|ui  est  le  groupe  oi'lliogonal.  Eu  elfet,  si 

l.n  =  ?i.«i -'-■■■-- 3u;« 
(    

sont  deux  substitutions  orthogonales,  on  aura 

ee  qui  prouve  bien  qne  ia  substitution  qui  donne  les  i 
en  fonction  des  z  est  orthogonale. 

Le  lecteur  vériflt'ra  facilement  que  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  gauche  G  a  ses  racine 
imaginaires  et  qu'il  eu  csi  de  ntëmedo  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  orthogonale;  d'ailleurs 
celte  dernière  équation  est  tt'ctproque  (hieir  entendu, 
si  l'équation  est  de  degré  impair,  elle  a  une  racine 
réelle). 

I.e  groupe  nilhogouat  dérive  d'un  certain  nombre  de 
substitutions  simples  de  la  forme 

Cette  substitution  peut  aussi  se  mettre  sons  la  forine 

(-7,7  et  "yy  ne  Itgiu'aiit  pas  dans  les  premiers  Icrnicsl, 
Il   l'on   voit  iiloi's   immédiatement    qu'elle  est   orthu- 


jbv  Google 


(  '5-1  ) 

Eti  inulliplEant  cnlie elles sul)sti tutions  telles 


(l'iclenlifîer  Ia  produit  avec  une  substitution  orthogonale 
tjuel  conque. 

Parmi  les  substitutions  oitliogonales  iîgurent  les 
substitutions  de  lettres  telles  (jue 

Le  groupe  des  substitutions  de  lettres  est  contenu 
dans  le  groupe  orthogonal  :  le  premier  est  d'oi-dre  fini, 
le  second  est  d'ordre  inlîui  et  continu. 

Proposons- nous  de  trouver  toutes  les  fonctions  qui 
restent  inaltérées  par  les  substitutions  du  groupe  ortho- 
gonal [c'est-à-dire  telles  que 

F(ir|,:F,,...,a'„)=F(a,i^,-l-a„a-,  +  ...-i-a[i,x,  +  ...), 
Sa,'yTi7   désignant    une    substitution  orthogonale  quel- 
conque]. Une  pareille  fonction  ne  sera  pas  altérée  par 
une  subslituiion  orthogonale  simple;   on   devra    donc 

F(x,,ar,,...)=F(ar,  cos-?— i,sin^,  a:,  sioç.  -+- r,  ces»,. . .). 
Posons 

p,=  i,       r,=  ^ 

oi)  aura,  en  difTérentiant  par  rapport  à  19, 

o  =  Fi(— a^isinip  —  j-,coso)-l- Fi(:r,coso  —  j-,  sinç), 
et  en  |K>sant  (p  =:  o 

o  =  j-,F,  — r,  Fi. 
Ainsi,  on  devra  avoir 

±  EL  -  ±  EL  ~       -  ^  ^ 
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Les  fonctioiis  F  cl  j.J -i-  j  J  +  . . .  -t-  xj,  ont  donc  leurs 
dérivées  proportionnelles  :    donc    F  esi    fonclioii    du 
x'^-^-  xl-\-...;  donc  les  sculi-s  fonctions  qui  restent  inal- 
térées par  les  substitutions  orthogonales  sont  fonctions  de 

ij  +  ^'î -(-.., -f-*î. 

Considérons  maintenant  une  fonction  F  de  deux  séries 
devarîables,^i,Xa,...,  Xn  et  _>',, y, ,...,_}„;  pour  qu'elle 
reste  invariable  par  une  même  substitution  orthogo- 
nale eOectuée  sur  les  deux  systèmes  de  variables,  il 
faudra  que 

F(jr,,a;,,  ...,3-,;7,,j'„...) 
=  F(x,  coso  ~  Tt  sin-f,  x,  sin-ji 


et  pour  ^  =  o 

I,  F,  —  j-,  F,  -t-  7,  F;  —  7i  Fi  = 
ou 

il  _      ^        .   i£.  _       ^J 

Pour  intégrer  cette  équation  on  pose 

^1  ~      ^1   ~  r7  ^      r 
les  intégrales  de  ces  équations  sont 

rj  +  3-}  =  a,        jî  +jl  =  /(,         T,j-, 
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OU  en  eonclul  que  F  est  l'oDrlion  du  ^^,  +  ^'l' j]  +  yl\ 
J'tyt  +  x^yt  tit  plus  généialiïmcDl  Y  csl  fonction  de 

x\  +  Ti  +  ...  +  xi,  y\^y\  +  ----^yl. 

Xiyi  -^  Xtyt  +  ...-»-  T„y„. 
III.  —  GnOtfPE    SYMÉTRIQUE. 

J'appellerai  substitution  sjmélrique  une  substilulioii 
2a,y-uy  dans  laquelle  aij=:  a.ji  «L  a,-,-^  «yy,  et  par  consé- 
quunldont  le  déterminant  est  sTinéti'i<]ue.  Les  substitu- 
tions svmëti'iques  de  degré  h  forment  évidemment  un 
groupe. 

L'écfuation  caractéristî(|ue  d'une  substitution  syiné- 
tri<]ue  est  une  équation  bien  connue  et  qui  a  toutes  ses 
racines  réelles  quand  les  a,-y  sont  i-éels.  Les  pivots  étant 

désignés  par  Ym  Yïi)  ■  ■ -•  Y"' •  Y'*' Y"*'- ■  ■  '  ï"*i  ■■'  '* 
substitution  T^y/j  -Zij  est  orlliogunale.  Si  l'on  pose 


iait  que 


^S±Y,,Tii--.T«'" 


et  par  suite  les  substitutions  interpolaires  de  ^-xjj-Tîjs 
seront  données  par  les  formules 

Toute  substitution  symétrique  est  évidemment  un  pro- 
duit de  facteurs  de  la  forme  ).  et  i  +  î-(T,7-f-  t^,);  une 
fonction  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  symé- 
trique ne  devra  donc  [las  changer  en  multipliant  ses 
variables  par  "k-,  elle  devra  donc  être  homogène  de  di'gré 
zéro  ;  on  devra  avoir  en  outre,  en  appelant /{X|,  x^,.  .-, 
Xn)j  cette  fonction, 

f(ru...,ri-\-i.Tj rj+'kri,...)r-/(3-i,...,.r^....,.Tj...  ). 
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(^11  général,  vn  appelant  P  le  sjnibule 


Si  Py  est  satisraile,  lus  autres  foiiiiulcs  le  seront  a 
l'intégiale  générale  du  (i)  «si 


on  un  conclut  que  les  fonctions  qui  admettent  le  groupe 
syiriétri<|ue  sont  des  fonctions  liomogèiies  des  difTérenccs 


IV.    -GllOLr,.R    CVCLiyUK. 

J'appellerai  substitution  c}clit/ue  une  siibstituiion  s 
qui,  avec  ses  puissances,  formera  un  groupe  d'ordre  Uni. 
Pour  qu'il  en  sort  ainsi,  il  faut  que  l'on  trouve,  dans  la 
suite    i,  s,    s',.  .  .,  s'. .  .  . ,  deux  puissances  égales  :  soit 


Celte  é<|uatiou  peut  s'écrire 

Si  nous  excluons  le  cas  où  le  déiermiuaut  de  s  est  nul. 
5  ne  l'eprésentant  pas  une  sultstitution  propremeut  dite, 
nous  trouvons 

donc  toute  substitution  cvclique  s  satisfait  à  uue  équa- 
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Proposons-nous <J(!  Irouverlus  forictionsde  Xi,  jtj,,.,. 
x„  adiitellaiiluiie  pareille  suJ>stirution.  Soity  une  fouc- 

tioii  (|ut;lcoD(]iic  de  x^^  j"s, X„  el  (j/),  (j'/)-*-»  '•'S 

valeurs  i|Ul*  prend  /'quatid  on  ellectuc  sur  les  variabltis 
la  substilution  j,  5',  ...,  uV.st-ii-dire<]iian(Ion  ^remplace 
jr,,  jr,,. .  .,Xn  parX|Ct|,+  XjŒiî, ..,:  Xittai  -l-3;iaj2,-'-i 
il  est  clair  (]ue  la  f'oiirtioi) 

/+(î/)  +  (ï'/)-^- ■■--(■»'-'/) 

et  en  général  loule  foiictioii  syiiiélrique  de  /,  {-*/),  . . ., 
restera  invariable  par  la  substilulion  s. 

Parmi  les  siibstilulioiis  qui  jouissent  deia  propriété 
Ae  satisi'aire  à  une  équation  biiiomc,  et  qui  ont  ce  que 
l'on  appelle  un  ordre  Jini,  il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
substitutions  de  lettres.  Ainsi,  en  particulier,  la  subsii- 
tuliou  circulaire 


satisfait  à  l'équatioo  s" —  i  = 


V.   —  GroUPK   DBS  PUISSINCBS  DUNE  SUBSTITUTION. 

Propusons-nous  Je  trouver  les  fonctions  qui  ad- 
mettent une  substitution  linéaire  donnée  de  degré  n,  et, 
par  suite,  ses  puissances  qui  forment  un  groupe.  Je  sup- 
pose que  la  substitution  en  question  s  ait  été  mise  sous 
la  forme 

X\,\ii  ■  ■  ■  désignant  ses  iuterpolaires  et  s, ,  s-j,  ...   les  - 
racines  de  Téquation  caractéristique;  supposons  que  la 
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suLsiituiîon  Çi  change 


la  substilutioii  s""  changera 


Ml  définitive, 

'  cliaiigo 

3^1         en 

ïïXii-^jîX.i-t-. 

.*. 

r,x,.=rr, 

a^,        en 

,;x„+.iX„+. 

* 

ÎX,.  =  »',", 

X,'j  désigHaril  des  loiiclioiis  linéaires  bien  dcLcnniiiécs. 
Soîl  Ar  uni;  l'uiictiun  liniiaircde  x','^',  tI,",  ...;  la  série 
dont  le  icnnc  général  est 


sera  évidemmciil  convergente  pour  les  valeurs  des  va- 
riables (|ui  n'annulent  pas  A^H-  t-*  $>  tous  les  s  ne 
sont  pas  de  module  égal  à  un  et  sa  valeur  sera  une  des 
formes  de  la  ruucliun  cliercliûe. 

iiutremeni  :]a  substitution  f=  Sa/yT/j  [leut  se  mi-ttrc 
sous  une  forme  remanjuable;  en  ellét,  elle  permet 
d'exprimer  les  nouvelles  variables  en  fonction  des  an- 


Dçiilizedbv  Google 


(  '59) 
l'icDnes,  au  mojFen  des  formules 

y,  =  a,,  Ti  ■+■  a„  Ji-H. . .+  i,„3fn, 

ou  en  appelant  s^,  5i,  ...  les  racines  supposées  inégales 
de  l'équalion  caractéristique 

ri—  *>  ^i  =  «Il  3^1  +  { 3»  —  îi  )^i  -*-  ■  ■  ■ . 

un  tire  de  la 

dX  ,  ,  dA 


A  désignant  le  premier  membre  de  l'équalion  caracté- 
ristique. Mais,  en  appelant 


les  pivots,  CCS  équations  reviennent  à 

(ri— *ia;i)a^.i  +  (7.— »i3^i)-ri,H -i~(r,x~  s,X',)^,n=- o, 

<ri  — '»i^lJ■^^l-^-(>■ï— *i^i)^>t -•-■■■  +  <.>''■  — *»^'')>^««  =  o. 

Soit  alors  F(y,,y2, . .  ■■,yn)  une  fonction  admettant 
la  substitution  s;  on  peut,  au  ino^en  d'un  changement 
de  variables,  la  mettre  sous  la  forme 

/(yt3'ii'^rt^it+----j'i3^u->-ytxj,-i-..., ...), 
ou 

/(Yt.Y ,Y,), 

et  si  l'on  suppose 

Xf=  X|j-,i+r,a-/,-h...4-T„j/«, 
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on  devra  avoir 

/(Y„Y, Y„)=/(,,.\„»,X„...,,„X„). 

Ainsi  le  problème  est  ratnuiié  à  trouver  uni;  fonction 
admettant  la  sultstitiilion 

Y,  =  *,  X,,        Y,  =  ï,X, Y„  =  *„X„ 


la    nouvelle    fuii 
eliangc 


substitution    qui 


cl  qu'elle  sera  périodique  :  elle  admettra  en  effet  les  pé- 
riodes 


En  outre,  quand  on  augmentera  x,  de  loginodsi,  x^ 
delogmod^a,  etc.,  elle  ne  changera  pas  de  valeur,  mais 
cela  ne  constitue  qu'un  seul  système  de  périodes;  la 
fonction  transformée  possède  donc  seulement  n  -h  i  sys- 
tèmes de  périodes  simultanées. 

On  peut  généraliser  les  considérations  précédentes  en 
se  proposant  de  trouver  une  fonction  admettant  un 
groupe  de  substitutions  permutables  entre  elles.  Ces 
substitutions  ont  un  même  système  de  pivots  et,  en  efTec- 
luant  sur  la  fonction  un  changement  de  variables  ana- 
logue à  celui  que  nous  venons  de  faire,  les  substitu- 
tions que  la  fonction  admettra  seront  de  la  forme 
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la  roiictioii  transfuniiée  admettra  les  périodes  simulta- 
nées 


log  motif  I,     logmodit, 
logmodî,,     iogmoclfi, 


Touttss  lus  subslitulions  vcliniigeablcs  à  uni:  substiiii- 
Ûuii  dniinéi:  se  raiiièiiinU  à  des  ionclioiis  linéaires  et  lio- 
iiingènes  de  it  d'entre  elles.  I.a  rinii-lîoii  qui  .iilinet  un 
f^i-oupe  dérivé  de  n  substitutions  écliangeables  aura  pour 
transrormée  une  fouction  h  nn  périiitles. 

Si  l'on  considère  toutes  les  rouetioiis  h  n  variables, 
sans  points  essentiels  et  possédant  3't  périodes  (el  l'on 
sait  que  ees  périodes  ue  sont  pas  arbitraires),  tonles  ces 
fonctions  seront  liées  algébriquenieul  à  n  d't^ntre  elles. 

Cela  posé,  soit /{a:i,Xî,  . ..,  j"«)  une  foin-tioii  admet- 
tant /'  —  I  substitutions  éihangeables  n  une  substitu- 
tion doniiéej  supposons  sa  transformée  in  fois  pério- 
dique sans  points  essentiels.  Suit 

il  est  aisé  de  voir  que  P/^  P*/^  - . .  adiiiettenl  les  mêmes 
subslitulions  que/;  done/,  VJ\  . .  .,  P"/sont  liées  entre 
elles  par  une  étjuatioti  algébrique.  D'ailleurs,  une  équa- 
tion 

P(/.P"/.P'/.  ■■0  =  0 

est  invariable  quand  on  fait  .subir  à  x, ,  j-™,  . . .  une  sub- 
stitutiou  linéaire. 
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VI,  —  Gnoui'E  DES  su 

A  COEFFICIENTS 

Les  substitutions  à  coeflScients  entiers  forment  évi- 
(Ipmment  un  groupe  ;  les  facteurs  primaires  de  ces  sub- 
stiiutionssonide  la  forme  i  +  T/y,  si  nous  faisons  abstrac- 
tion des  substitutions  de  la  forme  Xoù  ).  est  un  nombre. 
Si  l'on  considère  la  série  dont  le  terme  général  est 


a, ,  oti,  ■  .  . ,  a„  désignant  tous  les  entiers  possibles,  cette 
série  sera  convergente,  car  l'intégrale 


.o:c 


■«)"- 


est  finie,  excepté  pour  des  valeurs  particulières  dc^, , 
^1,  . . .,  Xn  ;  de  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  par  une 
substitution  de  la  forme  i  -|-  t/y,  elle  ne  change  pas  de 
valeur. 

Considérant,  en  particulier,  le  cas  où  n  =:  2,  il  donne 
la  série  double 


/)'       U  +  xr  +  'ij-)' 
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Lu  |>r/)lilèmc  le  plus  général  <|U<t  l'on  puisse  se  posttr 
sur  la  tliéorio  <lcs  subslitulions  linéain-s  est  le  suivant  : 

Etant  donnties  deux  ou  plusieurs  substitutions,  existe- 
t-il  une  fonction  admettant  ces  substitutions  ? 

D'abord,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'existe  pas  de  fonc- 
tion admettant  tomes  les  substitutions  que  Ton  peut 
faire  avec  ses  variables, car  elle  devrait  admettre  la  suti- 
stitnlîou  1 -t-XT/y,  e'est-à-dirc  rester  invariable  <)iiand 
ou  rbange  j-,-  en  ar,  -<-  \.tj,  quel  que  soJl  X  ;  on  devrait 
«lotie  avoir,  en  appelant/" cette  fonction 

^^  =o 
dx, 

et,  par  suite, yserait  constant. 

En  général,  pour  qu'une  fonction  f  admette  un 
groupe  G  de  subslitulions  linéaires,  il  faut  que  ce 
groupe  G  ne  contienne  pas  de  substitution  infinitési- 
male, e'est-n-dire  de  la  forme  i  +  e,  ï  désignant  une 
substitution  dont  tous  les  éléments  sont  infiniment 
petits.  En  effet,  si /admettait  une  pareille  substitution, 
on  aurait 

les  quantités  0X|,  Sjr},  . .  ■  désignant  des  fonctions  li- 
néaires des  X  à  coeSicienls  infiniuicnt  petits.  On  devrait 
donc  avoir 

quels   que  soient  .Tt,  x-i,    .  .  .,  x,,  et,  par  suite,  queU 
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que  soieirl  o-c,,  Zjr^,  . . .,  oii  dtrvrait  iloiu 


/= 


Celle  conclusion  suppose-,  bien  eDleiidii,  que  y  ut; 
(lossède  pas  une  iiiiinilé  <!<:  valeurs  pour  chaque-  syslème 
(le  valeurs  des  vai-iablus. 

La  première  ipiestion  à  résoudre  est  donc  cc'll<>K;i  : 


Â'innt  iloiinées  deux  oi 

filnxieu 

■s  .siibsUtiuion.t 

coniiattie  si  lu  ffi-oii/ic  tjiii 

en  f/cr 

ve  jjnisnnte  des 

slitulions  iniijîilésimnlas. 

Dans  le  cas  où  le  group<t  considéré  ne  contient  pas  de 
subslilulioiis  inrinit('-siui;de!<,  en  appidant  .t|,  .t^,  ... 
ses  snbslilnliun!<,  il  fundru  voir  s'il  existe  une  foiulion 

-{.(xi.Xj,  .  .  .),  udl<!  que 

représenta  une  flérie  eouvergente,  SjXp  désignant  lu  ré- 
sultat de  la  substilulion  .(,-  cllùrtnéi:  sur  Xp.  Si  une  pa- 
reille fonction  existe,  la  série  (i)  n- présentera  une 
fonction  admettant  les  substitutions  du  groupe. 

Ce  premier  problème  pivsenie  déjà  de  grandes  diUi- 
cullés  <]ne  je. .n'ai  pas  la  préieiition  de  lever  enlièie- 
nient,  mais  dont  il  est  facile  do  préciser  l'ordre.  iVous 
avons  vn,  cii  eifet,  que  toutes  les  substitutions  de 
degré  x  étaient  des  fonctions  entières  de  deux  autres 
.1  =  Sr,-:,,  .1  /  =  T,î  +  T„ .  . .  +■;„,,  jouissant  d<-  ees  pro- 
priétés fi»idauientalr$. 


L'expression  générale  des  substitutions  d'un  groupe 
peut  donc  être  obtenue  sous  forme  d'un  polynôme  en- 
tier en  s  e\  t  de  degré  a  —  i   pai'  rapport  l'i  (-liarune  des 
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substilutioiis  I  et  /.  Ainsi  la  solution  du  premier  pro- 
blème dépend  d'un  calcul  puremcut  alg^bri<]ue  et  essen- 
tiellement élémentaire,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  facile  à 
efTectuer  dans  le  cas  général. 

A  côté  du  problème  général  dont  nous  venons  de 
parler,  viennent  se  placer  d'autres  problèmes  aussi  gé- 
néraux, mais  souvent  plus  faciles  à  résoudre,  tel  que 
celui-ci  : 

Étant  donnés  plusieurs  systèmes  de  n  variables  x^ . 
^2,  ■•■,Xn;  yi,  Xi>  •  ■  ■.  y»;  ..  .,  o»  effectue  sur  ces 
systèmes  une  même  substitution  linéaire,  Quellrs  sont 
les  Jonctions  de  toutes  ces  variables  qui  restent  ini<a- 
riables  quand  on  effectue  cette  substitution  ? 

Sun  LES  pnoGRessIo^s  des  divers  ordres. 

Cauchy  appelle  progression  arithmétique  d'ordre  p 
une  série  limitée  ou  illimitée  dont  le  terme  de  rang  n  est 
une  fonction  entière  de  degré  ^,  et  progression  géomé- 
trique d'ordre  n  une  série  dont  le  terme  général  est  de  la 
forme  ef'"',  y('i)  étant  une  fonction  entière  de  degré  p. 

Considérons  une  progression  géométrique  d'ordre  p 
de  la  forme 

/(i,,...,a^„)  =  V  «''''.^■r.?.-f.--+i.?.-M'., 


^g,  9i, . .  .-fn  désignant  des  fonctions  entières  d'oi-die  p 
de  V.  Une  fonction  telle  que  y  n'existera  pas,  bien  en- 
tendu, pour  toutes  les  valeur»  de  ses  variables,  car  il  faut 
que  certaines  conditions  de  convergence  soient  satis- 
faites. Laissons  pour  un  moment  ces  conditions  de  con- 
vergence de  côté  et  supposons-les  satisfaites;  elfecluous 
la  substitution  Sa,y'c,ysur  les  variables  x,,,Xf, ..  .,x„: 
Ann.  dt  Mathémat.,  3-  série,  l.  XVI.  (Avril  1897.)  1 1 
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le  terme  général  de  la  série /a  pour  nouvel  exposant 

(a:,  Œil -t- T,  11, +  ... )?i+(-fi  "il -t- a!»  a„+... )¥«-!-.■■■<-»•; 

le  terme  de  rang  y  +  i  avant  Ja  substitution  avait  pour 
exposant  : 

X,  <f,  (t  ^  i)  ~\- xtf  i(i-^i) -*-... -h  ft(-' -*■'); 

la  dilfércnce  de  ces  exposants  est  un  polvnoine  de 
degré  p  en  v<]ui  sera  indépendantdev.  S!  l'on  annule  les 
coefficients  de  V,  y', . .  .,v'',  ces  coefficients  sont  fonctions 
de  X,,  Xj,  . .  •,  Xn,  ei  pour  qu'ils  soient  nuls  il  faut  que 
les  coefficients  des  x  le  soient  eux-m^mes.  On  aura  ainsi 
pn  équations  pour  déterminer  les  n'  quantités  ot/y  et  les 
n(p  +  i)  coefficients  des  tp.  Il  eu  résulte  qu'en  général 
il  y  aura  des  fonctions  qui  seront  multipliées  par  une 
exponentielle  de  la  forme  e^,  où  L  est  une  fonction  li- 
néaire des  X,  quand  on  elleetuera  sur  les  variables  une 
substitution  linéaire  donnée,  et  même  plusieurs  substitu- 
tions linéaires;  et  ces  fonctions  seront  représentées  par 
des  progressions  géométriques. 

Nous  examinerons  en  détail  un  cas  simple,  celui  où 
les  fonctions  <f  sont  du  second  degré.  Nous  poserons 

et  nous  poserons  toujours 

après  la  substitution,  le  terme  de  rang  n  devient 

(a7ian-H2-,a,i...)(atv»-H  i,v  -Ho,) 

-f-i^l^u  +  ^l'îl-  ■■X'^f'-^  6,v  -r  c,)  +  ...; 

le  terme  de  rang  v  4- 1  était 

a,,[a.(v  H- ■)'+ ÔlIv -M)  ^  C]  4- :l^,[<Jï(v  n- !)'+ . .  .]-l- . . ., 
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la  différence  des  termes  indépendanU  de  v  est  de  la 
forme 

c,(aiia:,-l-  ii„a;,-H. .  .)-f-c,(a„a;i+  .  ..)+■■•     ( 
—  a',(a,-(- 6,-hc,)— aî»(a,-t-é«-t-c,)— ...   | 

et  il  faut  poser 

(a?ia„+a:,a„-H...)«i+(a^i«»i  +  a^iaM  +  --.)ii  +  ...   |  _^ 
—  a,ari  — «,«,—  ...                                                   ( 

(a^,«ii-i-a:ia„-*----)^i-*-C*i«i|-l--'-)*i+---   (  _  „. 
—  ^t(aai  +  *i)^*(aat-*-*i)  — •■■                 (  ' 

ces  équations  donnent 

!(aM  — i)«i-i-ai,a,-(-...  +  o,„a„=o, 

a,„  ai -H  «iB  oi -I- . .  -  +  (a„„— i)a„  =  o, 

I   (Oji — 1)6]  —  aiiéi  +  . .  . -I- «laCo,  =  »«i, 

w  

[  aij6|-t-at„A,  +  ..,-i- (a„,  — i)»a=aa„. 

Ces  2n  équations  laissent  n^  —  an  des  ix  arbitraires  ;  la 
foDction/se  trouvera  alors  multipliée  par  des  exponen- 
tielles e'i,  <?'«,  ...  où  /t,  's.  - .  ■  seront  des  fonctions 
linéaires  quand  on  efTcciucra  ceriaiDes  substitutions  sur 
les  variables. 

Pour  que  la  fonction  y  existe  il  faut  que  la  série  qui 
la  déGnit  soit  convergente;  or,  dans  cette  série,  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  est 

et  si  la  partie  réelle  de  Sl^ai'i  ±  ai  ±  bi)xi  reste  néga- 
tive pour  v^  4- 00  la  série  sera  couvergentc  :  la  fonc- 
tion f  n'existera  donc  pas  pour  toutes  les  valeurs  des 
variables. 

La  considération  des  fonctions  que  nous  venons  de 
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trouver  peut  conduire,  par  de  simples  divisioiiR,  i  des 
foitclioiis  admettant  une  substitution  donnée. 


[M' 5  a] 

SUR  LES  SURFACES  QUI  UT  POUR  GÉNÉRATRICES 
LES  CORDES  D'UNE  CVRIOUE  GAUCDB; 

Par   m.  Gii.   BIOCIIE. 


1 .  Il  est  fa^^ile  d'obtenir  l'équation  générale  des  sur- 
faces réglées  dont  les  généralrices  sont  les  cordes  d'une 
cubique  gaucbe.  Soient 


les  équaiious  de  trois  quadriques  contenant  la  cubique, 
les  équations 

(1)  Q-=XQ,        Q'=tiQ 

représentent  deux  quadriques  qui  se  coupent  suivant  la 
cubique  considérée  et  une  corde  quelconque  de  celte 
cubique.  Un  raisonnement  classique  conduit  à  voir  que 
l'équation  générale  des  surfaces  engendrées  par  une 
corde  s'obtient  en  éliminant  )>  et  [:L  entre  les  équations 
(i)  et  une  équation  de  condition  en  X  et  [j:.  Autrement 
dit,  l'équation  chcrcliée  est 

(s)  F(Q.Q'.Q")  =  o, 

F  étaut  une  fonction  homogène. 

2.  Si  F  est  de  degré  K  en  Q,  Q',  Q",  l'équalion  (a) 
est  de  degré  2K.  La  cubique  est  ligne  multiple  d'ordre 
K  sur  la  surface  correspondante;  car,  si  l'on  prend  pour 
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origine  un  point  du  la  cubique,  l'équation  de  la  surface 
n'a    évidemment  pas   de   termes  de    degré    inférieur 
àK. 

Inversement,  si  une  surface  d'ordre  aK.  admet  une 
cubique  gauche  comme  ligne  de  degré  de  multiplicité  K, 
celte  surface  est  engendrée  par  des  cordes  de  la  cubique; 
car  par  chaque  point  de  la  surface  passe  une  corde  de  la 
cubique,  et  cette  corde  a  aK  -!-i  points  çn  évidence  sur 
la  surface. 

En  particulier,  pour  K  =  a,  on  retrouve  la  surface 
lieu  des  cordes  appartenant  n  un  complexe  linéaire. 

3.  La  relation  entre  le  degré  de  multiplicité  de  la 
cubique  et  l'ordre  d'une  surface  dont  les  génératrices 
seraient  des  cordes  de  la  cubique,  peut  permettre  de 
déterminer  l'ordre  de  certaines  surfaces.  Ainsi  la  sur- 
face lieu  des  cordes  qui  sont  divisées  harmoniqûement 
par  une  quadrique  admet  la  cubique  comme  ligne 
triple,  puisque  par  chaque  point  passent  les  cordes  qui 
joignent  ce  point  aux  points  d'intersection  de  son  plan 
polaire  avec  la  cubique.  La  surface  est  donc  du  sixième 
ordre. 


[ASa] 

THÉORÉNIS  m  LES  t«l!ATI0N8  ALGBBR)«IJES; 

i'Aâ  M.  SONDAT. 

Si  l'équation 
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(le  degré  pair  et  à  coefficients  binomiaux,  a  — h  i  ra- 
cines égales,  l'une  des  conditions  de  multiplicité  est 


A  étant  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des 
coefficients  a,  £,  c,  ...,  k,  l,  obtenue  en  remplaçant 
dans  cp  les  puissances  décroissaniosdcx  par  /,  k.  A,  .,., 
b,  a,  c'est-à-dire  en  écrivant 

(a)       A  =  af  —  nM -V-  "^"~'^  eh -.. .- nbk -t-  ai. 

Posons,  en  effet, 

/        <f,  =  ax'~'—  {n  —  l)bi!'>~*-h. . .  —  A, 


tp, ,  y»  étant  les  dérivées  successives  de  tp,  divisées  res- 
pectivement par  n,n(n  —  i),  .... 

Dans  l'expression  {2)  de  A,  remplaçons  a,  h,c,  .. ., 
k,  l para,  ta„^t,  fn^i,  ..,,«■,  tp  et  soit  A'  le  résultat  de 
la  substitution. 

Nous  aurons 


4'  = 


- fl----*-a<f. 


car,  eu  formant  la  dérivée,  on  obtient,  d'après  (3),  des 
termes  qui  s'entre -détruisent  deux  à  deux.  Donc  A'  est 
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indépendant  de  x.  De  plus, 

(4)  A'=4, 

puisque,  si  l'on  fait  x  =  o,  les  termes  de  A'  deviennent 

ceux  de  A, 

Cela  posé,  si  l'équation  (i)  a  -  -H  i  racines  égales  à  p, 

en  attribuant  à  xcetle  valeur  p,  onannulef ,  <pi,  ft, ..., 
<p„.    Les   termes  de   A'  sont  donc  tous  nuls,    et    par 

suite  (4) 


[K22d] 

SUR   U  BIAIS  PASSÉ   GAUCaB; 

P*a   M.  A.  BOULANGER, 
Adcicd  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  résoudre  deux  problèmes  relatifs  à 
cette  surface  bien  connue  (voir,  par  exemple,  Manh- 
BEtH,  Cours  de  Géométrie  descriptive,  So'  Leçon). 

I,  —  Détermination  du  volume  limité  par  le  biais, 
par  les  murs  de  tête  et  par  le  plan  des  naissances. 

Ce  volume  est  limité  par  tieux  bases  parallèles  semi- 
circulaires  et  latéralement  par  des  portions  de  surfaces 
gaucbes;  il  est  donc  donné  par  la  formule 

V=g(S.-i-S,^4S,), 

où  S|  et  S]  sont  les  aires  des  bases  semi-drculaires, 
h  leur  distance  et  Sj  l'aire  de  la  section  faite  à  égale 
distance  des  deux  bases  (Appell,  Afccaniqiie  ration- 
nelle, •]'  Leçon  autograpliîée). 
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On  a 

s,=  s,=  !li', 

en  désignant  par  R  le  rayon  des  cercles  direcleurs. 
La  question  est  de  calculer  S}.  Soit  (omn,  o'm'n)  u 


génératrice  de  la  surface;  elle  coupe  le  plan  moyen  au 
point  (}Ji,  [*').  Cherchons  le  lieu  du  point  [x'. 

Soit  o']>.'=  p,  [j-'o 


i  c  étant  la  distance   com- 
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mune  des  centres  des  cercles  à  la  directrice  rectiltgne, 


R»  ^  c'  -(-  "ô 


L'élimina  lion  de  am'  el  de  u'n'  entre  ces  trois  rela- 
tions donne  sans  difficulté 


Lsi  section  moyenne  est  donc  une  quartique  bicJrcu- 
laire  uuicursale,  indépendante  de  l'écartement  des 
bases;  sa  surface  au-dessus  du  plan  des  naissances  est 


Par  suite, 

V=^[3R>-cM.- 

C'est  cette  formule  stmple  que  je  voulais  signaler. 

U.  —  Détermination  graphique  de  l'indicatrice  en 
un  point  P  de  la  surface  du  biais. 

La  génératrice  G  du  point  P  est  une  première  asym- 
ptote de  l'indicatrice;  la  seconde  asymptote  est  la  géné- 
ratrice (autre  que  G)  de  l'hyperboioïdc  osculatcur  au 
biais  le  long   de    G,    ci  il  suffit,   pour  dctcrminer  cet 
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liyperboloïde,  d'avoir  les  asymptotes  relatives  à  trois 
points  ;  par  exemple,  aux  points  de  rencontre  de  G  avec 
les  directrices  M,  N,  O, 

Au  point  O,  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  est 
évidemmeni  la  directrice  recliligne. 

Passons  au  point  N,  par  exemple.  D'après  le  théo- 
rème des  tangentes  conjuguées  de  Duptn,  quand  le 
point  N  se  déplace  sur  le  cercle  de  tète,  la  caracté- 
ristique r  du  plan  tangent  en  N  est  conjuguée,  par 
rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice,  de  la  direction 
NT  du  déplacement  de  N.  Doue,  l'asymptote  demandée 
sera  (en  projection  comme  dans  l'espace)  la  quatrième 
droite  du  faisceau  harmonique  formé  par  les  droites  NT, 
Getr. 

Par  suite,  il  suffira  de  construire  ta  caractéristique  F 
et,  à  cet  clTet,  de  déterminer  le  point  X  où  la  trace  du 
plan  langent  en  N  au  biais,  sur  le  plan  de  la  seconde 
directrice  circulaire  par  exemple,  touche  son  enveloppe. 
Cette  trace  est  la  parallèle  à  ]VT  menée  par  N.  Les 
cercles  de  tète  étant  de  front,  la  question  est  ramenée  au 
problème  de  Géométrie  plane  suivant  : 

Par  le  milieit  o'  de  la  droite  des  centres  de  deux 
circonférences  égales  (Jig'  i),  on  mène  une  droite 
(//n'n' coupant  ces  circonférences  en  m'et  n*  (d'un  même 
côté  de  o').  Par  m',  on  mène  une  parallèle  à  la  tan- 
gente nV  au  cercle  rencontré  en  «'.  Quel  est  le  point 
de  contact  x*  de  cette  parallèle  avec  son  enveloppe, 
quand  la  sécante  dniii  pivote? 

Supposant  même  qu'il  s'agisse  de  deux  cotu-bes  quel- 
conques, soit  dnî^  n\  un  rayon  vecteur  iiitiniment  voisin 
de  dnin  [fig-  a).  La  parallèle  à  la  tangente  en  h,  ren- 
contre en  S  la  droite  relative  à  m'.  11  faut  trouver  la 
limite  j/  du  point  Ç. 

£  étant  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (r'),  le 
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triangle  Çn/ni',  donae 


Oo  en  déduit 


en  désignant  par  r  le  rayon  Je  courbure  de  (n')  en  n', 
par  a  l'angle  des  tangentes  en  m'  et  jj*  à  (m')  et  (n'), 


par  d(m')  et  d(n')  les  dilTëreDtieUes  des  arcs  de  ces 
courbes.  Or,  d'après  la  formule  de  Newioo  {voir  Boun, 
Cinématique,  p.  S8),ona 

Donc,  enfin, 

De  là  résulte,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  con- 
struction suivante  (Jîg-  >)  : 

Par  m',  on  mène  l'horizontale  m'q'  jusqu'à  sa  ren- 
contre if  avec  le  rayon  c^it'  de  n;  on  projette  »i  en  ç 
sur  n'if;  on  parle  n^ a  équipollent  à  (^  if  et  m' ■:  cquipol- 
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lent  à  n'i'.  Le  point  x'  est  déterminé  par  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  axt. 

En  effet , 

m'a  —  c'g'  =  -7—7  X  /•; 

m>  =  Cm' sina, 
cl  l'on  a 


La  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  s'obtiendra 
dès  lors  immédiatement  en  portant  sur  la  direction 
m'r  un  segment  s^y"  égal  à  m'ji^^  et  en  rappelant  le 
point  y  en  y  sur  le  plan  de  front  du  point  m. 

La  droite  {ny,  n'y")  est  l'asymptote  cherchée. 

On  l'épéteraît  la  construction  pour  te  point  M  et, 
l'hyperboloïde  osculateur  étant  connu,  la  seconde 
asymptote  cn  un  point  quelconque  P  de  G  OU  OMN, 
s'obtiendrait  par  le  tracé  habiiuelleoieal  employé  pour 
définir  le  plan  tangent  en  P  (MiniroBiM,  loc.  cit.). 


LICENCE  ES  SCIENCES  MATOEflATIQUES. 


SESSION    DE    NOVEMBRE   1896.    —    COMPOSITIONS. 


Orenoble. 


Analyse.  —  l-  Lignes  de  courbure  de  la  surjac 
veloppc  du  plan  mobile  défini  par  l'équation 

z-=«x+i.Y-^fii/n-«"-t-i"-i-ft/r+iï, 
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dans  laquelle  u  et  y  sont  deux  paramètres  arbitraires. 
II.  Equation  en  coordonnées  ponctuelles  et  défini- 
tion géométritfue  de  la  surface  considérée. 

Mécanique.  —  Un  tube  rectiligne  indéfini  AB,  à 
section  infiniment  petite,  tourne  ai-ec  une  vitesse  angu- 
laire constante  to  autour  d'un  axe  fixe  Oz  en  engen- 


drant un  hyperboloïde  de  révolution  dont  O  est  le 
centre.  Un  point  matériel  M,  dont  la  masse  est  égale 
à  l'unité,  glisse  sans  frottement  dans  l'intérieur  du 
tube  et  est  attiré  par  le  centre  O  proportionnellement 
à  la  diitance,  le  coefficient  d'attraction  étant  égal 
à  Y-  On  demande  le  mouvement  du  point  M,  dont  on 
définira  la  position  sur  AB  par  sa  distance  p  au 
point  où  AB  perce  le  cercle  de  gorge.  On  donne 
/■'angle  a.  de  AB  avec  Oz  et  le  rajon  a  du  cercle  de 
gorge. 

jipi'ès  avoir  discuté  le  eus  général,  on  examinera 
le  cas  particulier  suivant  : 

A  l'instant  initial,  le  point  M  est  dans  le  plan  du 
cercle  de  gorge,  avec  une  vitesse  absolue  parallèle 
à  Oz,  et  l'on  n  [*  ^  u^  sin'ï.  Quelle  est,  dans  ce  cas, 
la  projection  de  la  trajectoire  absolue  de  M  sur  le 
plan  du  cercle  de  gorge? 

Astronomie.   —  Calculer  l'anomalie  excentrique, 
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l'anomalie  vraie,    la  longitude  dans    l'orbite  et   les 
longitude  et    latitude  héliocenlriqites   de   la  planète 
Mars,  pour  le  ao  février  1 878,  à  midi,  temps  moyen 
de  Paris. 

Données. 

Au  20  février  1878,  on  a 

Ji=  48''36'56',e7,  e=i9î4i',8, 
<o  =  333-a5'  i6',  5Î,  1  =  i-Si'  i',6, 
n=  i886',5i84; 

et  au  midi,  temps  moyen  de  Pai-is,  du  \"  janvier  1878, 
on  a,  pour  la  longitude  moyenne. 

mo  =  66''35'i4',3. 


Hontpellier. 

Amalyse.  —  Première  question  :  Intégrer  l'équation 
dij^érentielle 

'"+">(£ -""■'-)-<"+»'(s-»'^)  =  «—'- 

Le  premier  no  ml)  re  s'annulantpour  j'  =  e""'  on  peut 
poser 

ce  qui  donne  l'équalion 

x{3:  +  a)  (~  +amaj  —  (ax-i-a)ï  =  a:» «-»"■■', 

le  premier  membre  s'annule  pour  z  =  cx{x  -^  a^e"*"^. 
Eu  posant 
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du    _  I  _  I 

=  c'e™'+  c*/ a:'+  a; ""'"'''  +  "-'-"7-) «-"■■'+  '""'^^'  e—"', 
\  m  uni'   j  Hm* 

Seconde  question  :  Calculer  la  différence  des  deux 
intégrales 

r   /        <*  - .—  ■   ■:  —  b  ri 7  1  e-*  ax. 

a^bj^      V    a»  +  «'  i'  +  arV 

rormons  /  ■■-,  .-  ..,■  .  -i.  ; — e''dz  le  long  d  un 
contour  composé  de  la  partie  positive  de  l'axe  OX,  d'un 
quart  dec  ercle  de  rayon  très  grand  et  de  la  bissectrice  de 
l'angle  YOX.  L'iutégrale  totale  est  nulle,  celle  prise  sur 
l'arc  de  cercle  tend  vers  o  si  le  rayon  R  devient  iniini, 
car  son  module  est  plus  petit  que 


{K'-«')<R'-fr')      i     ' 


"Rrf<.> 


r— 


expression  qui  tend  vers  o  avec  ^-  On  a  alors 


X 


"  ir^-t-  j'(g  -i-  fc)'—  1***    ,,,■ 


=.(" 


■  j*-i-a-'t(a-t-ft)'  — <t'A'   ij-  I 
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et,  eu  égalant  les  parties  réelles, 


f. 


n(x*)dx 


éfjuation  qui  peui  eneore  s'écrire 


Mécanique.  —  Une  haire  rectiligne,  infiniment 
mince,  homogène  et  pesante,  AB,  est  mobile  dans  un 
plan  vertical  fixe .  Son  extrémité  inférieure  A  est  as- 
sujettie à  décrire  sans  frottement  une  barre  fixe  hori- 
zontale, et  chacun  de  ses  points  est  sollicité  par  une 
force  verticale,  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, égale  au  produit  de  la  masse  du  point  par  la 
distance  de  celui-ci  à  la  barre  fixe. 

i"  Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  la  barre. 

a"  La  barre  étant  horizontale^  on  lui  imprime  la 
rotation  tu  autour  du  point  A,  qui  est  laissé  immobile, 
de  manière  qu'elle  se  dirige  au-dessus  de  la  Barre 
fixe,  puis  on  l'abandonne  aux  forces  qui  la  sollicitent. 
Étudier  le  mouvement  de  ta  barre  et  déterminer  la 
trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

1°  Il  y  a  équilibre  lorsque  les  forces  ont  une  résul- 
tante passant  par  A,  ou  lorsque  la  somme  de  leurs  mo- 
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menls  par  rapport  à  A  est  nulle.  Soil  0  l'angle  de  la 
barre  avec  l'Iioriioiitale,  /  sa  longueur,  m  la  niasse  de 
l'uiiiié  de  longueur  ei   x   la  dislance  de  l'un  de  ses 
points  M  à  l'extrémité  A.  On  aura  l'équation 

mgli^^^  Ç  2^siDe«cos&m(ic  =  msin8oo!6^. 
cos9(Waine-3f)  =  o; 
il  y  a  équilibre  lorsque  la  barre  est  verticale  ou  lorsque 
sinô  =  -^.  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  />■  —  ■ 

2°  La  barre  est  soumise  à  un  poids  — nigl,  à  une 
force  verticale  égale  à 


et  à  la  réaction  verticale  H  du  point  A.  Le  centre  de 
gravité  restera  sur  la  même  verticale,  et  son  mouvement 
donne  l'équation 


--^R-^^i  +  ^ 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  du  ecntre  de 
gravité,  il  faut  calculer  le  moment  d'inertie  par  rap- 
port à  ce  point 


l: 


IX*  dr^ 


la  somme  des  momenis,  par  rapport  au  centre  de  gra- 
vité des  forces  verticales,  est 


/"■"-('-O' 


Le  mouvement  antour  du  centre  de  gravité,  dans  le 
Ann.  de  WaChemal.,  ï*  série,  i.  \VI.  [A^rll  iSi»;,)  '^ 
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plan  vcriical,  rsi  donc  déicriniiié  par  l'équalîon 
EiidlimiiiaïuR,  ona 

ou 

dont  l'intégrali;  usl 

le  second  membre-  étant  déduit  dos  conditions  initiales 


0  augmente  jusqu'à  sin6  ~  ry  ^\/ 1':^}  —'>*'■  Mi'n 
cette  valeur  de  0  n'est  réelle  que  si  w<  ■;-^,  cl,  dans  le 
cas  oÙ7^>i,  il  faut,  en  outre,  que  w»>-^'?— i. 
Oonc  -^T  peut  devenir  nul  si  /  >  -^  et  w  <[  — j ,  ou  si 
/  <;  ^  et  -^  >  w  >  (/  -'^'  —  1  ;  la  barre  i-cvient  en- 
suite à  la  position  lioiizontale  par  un  mouvement  in- 
verse. 

Si,    au  contraire,    w>.-^.   ou   lorstjue   '<--  *' 
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vr 


(  iSS) 
^   peut   pas    s'annule 


de 

La  trajectoii'u  dus  points  de  la  hairc  s'obtient  en  re- 
inarx|uant  que  le  niilien  détrît  une  droite  verticale,  et 
l'extrémité  A  une  Inu'izonlale,  rc  qui  ramène  la  ques- 
tion à  un  problème  classique;  les  divers  points  décrî- 
veui  des  ares  d'ellipses. 

Astronomie.  —  Le  i5  novf.nibre  1896  l'étoile  t  tie 
la  Couronne  a  pour  ascension  droite  i6''!o'"47S8a,  ef 
pour  déclinaifoii  horéeile  5^"~'%",6.  Calculer  :  1"  les 
heures  sidérales  du  lever  et  du  coucher  de  cet  astre  à 
l'Observatoire  de  Paris,  dont  la  latitude  boi'êale 
est  48"Jo'i  1",  et  l'azinnU  de  l'étoile  an  montent  oit 
elle  traverse  le  plan  de  l'Horizon. 

Rennes. 
Akalïse.  —  Première  question  ;  La  fonction  F{b), 
holomorphe  dans  tout  le  plan,  satisfait  aux  deux  rela- 
tions 

trouver  le  nombre  et  la  somme  de  ses  zéros,  enfermés 
dans  le  parallélogramme  (w,  w')  dont  le  sommet  ini- 
tial est  un  point  quelconque  du  plan. 

Seconde  question  :  Former  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  qui  admettent  comme  lignvs  de 
courbure  tes  sections  faites  par  des  plans  parallèles  au 
plan  xOy. 

Transformer  celte  équation  en  prenant  x  comme 
fonction,  j  et  z  comme  variables  indépendantes. 

Intégrer  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations. 
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Mécaniqle.  —  Un  cylifiihe  e/liplii/ue,  limité  par 
deux  sections  droites,  pesant,  homogène  et  libre,  se 
meut  en  restant  constamment  vertical,  de  manière  que 
son  axa  instantané  décrive  uniformément  sa  surface 
et  a  pour  lieu  absolu  un  cylinrlre  égal.  Ces  deux  cy- 
lindres se  touchent,  au  début  du  mouvement,  par  tes 
génératrices  passant  aux  extrémités  des  grands  axes 
de  leurs  sections  droites.  Exprimer,  en  fonction  de  la 
distance  des  axes  des  deux  cylindres  et  de  l'angle  des 
axes  de  leurs  sections  droites,  la  résultante  et  le  couple 
résultant,  réduit  sur  le  centre  de  gravité  des  forces 
motrices  capables  de  ce  mouvement. 

Discuter  les  résultats  ^obtenus. 

On  a(lo|>tera  avec  avantage,  pour  fixer  ta  position  de 
la  génératrice  de  contact  des  deux  cylindres,  l'angle 
formé  par  le  grand  axe  d'une  seclîou  droite  de  l'un  des 
cylindres  avec  le  plan  tangent  commun  aux  deux  cy- 
lindres. 

On  trouvera  le  couple  moteur  proportionnel  à  une 
puissance  simple  de  la  clisiance  des  axes  des  deux  cy- 
lindres. 

AsTito?iOMiE.  —  Calculer  la  dislance  angutaiiv  de 
deux  astres  dont  les  coordonnées  équalorittles  sont, 
pour  le  premier  astre, 

pour  le  second  astre, 
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SOLUTIONS  hi  «UKSTIONS  PROPOSIBS. 


Le  triangle  A,  B,  Ci  étant  inscrit  homologiquement  dans 
ABC,  si  l'on  mène  par  X  une  droite  quelconque  rencontrant 
AiC  en  B,  ei  AiB,  en  C,  : 

1°  Les  droites  BCj  et  BjC  se  coupent  en  Ai  sur  Bj  Ci  : 
1'  Les  trois  triangles  ABC,  i\.,B,C,  et  \tB,C,  sont /lomo- 
logiques  deux  h  deux,  ou  l'on  a 

\   A,     B,     C,   I 

I    A      B      C   I  I   A      B      C   I 


3°  Les  centres  O,  0|,  Oi  appartiennent  respectivement 
'  aux  axes  xu  Xi,  yj 

4'  //  existe  trois  coniques  : 

La  première  tangente  aux  côtés  de  ABC  en  A,,  B|,  C|  et 
à  y,  en  O. 

La  deuxième  tangente  aux  côtés  de  A|  B|  C]  en  A],  B].  Ct 
et  à  y,  en  0,- 

Z.a  troisième  tangente  aux  côtés  de  AiBiCt  en  A,  B,  C  et 
ày  en  O,.  (P.  Soxdat). 


Par  M.  A.  nnol-l''AliNY. 

i"  B,ACB,A,C]  e^t  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique 
it(-gi-nérée :  sa  pascale  étant  CiB|At,  ces  trois  points  sont  un 
ligne  droite, 

3°  Cl  3"  Représentons  par  a  le  point  découpe  des  côtés  B,  Ci 
et  B,C„  par  a,  celui  des  eûtes  BC  et  BjC,  par  a,  celui  de  BC  et 
B|  ("i  et  soient  de  même  les  points  p,  fJ|  et  fli,  y,  fi  et  -jj  pour 
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)^  ponciuelle  Ai^CiBi  est  en  pcrspectivuavcc  AiCaBif  par 

rapport  au  centre  A,;  donc  aussi  (A,^  CiB.)  =  <A,f  BjCi). 


Ces  deux  ponctuelles  hoinographi(|ucs  ayant  le  point  A]  com- 
mun sont  perspectives  :  les  trois  droites  Pf,  C|B|,  BjCj  se 
croisent  en  a.  Les  deux  triangle!'  A,n,C|  et  A,B,Ci  sont 
donc  homolo);iqucs  d'a\c  a^-j  —  y  cl  par  conséquent  A|Ai, 
U,Bt,  Cl  Cl  concourent  au  point  0. 

C,CAiBB,A  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique  dégé- 
nérée; sa  pascale  étant 


G,  A, 


CiC  [ 


A,C  I 


Les   ponctuelles   ajBAïC  et  AiliCifii   sont  perspectives  de 
rentre  »,.  de  même  ajBA,f:  el  BifjB.C  sont  perspectives  de 
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cenirc  Ci,  <lonr 

(A,BC.?,)  =  (A,CB,T,)- 

Ces   deux   ponctuelles    ayanl  le  point  Aj  ei 
homologique!i;  clone  :  6C,  B,C,,  ^,y,  • 

Les  deun  triangles  ABC  et  AiBiCj  sont  donc  homologîqucs 
d'a\ea,p,-f,  =  xi'  ^es  trois  droites  AA,,  BB,,  CG,  concourent 
donc  en  0,,  B,AtCiC]ABi  est  un  hexagone  inscrit  dans  une 
conique  dégénérée  ;  sa  pascale  est  Pi^iO;  donc  0  se  trouve 
.ur  l-.,e  y,. 

Enlin  BAC  CtA|  Bt  est  aussi  un  hexagone  inscrit,  dont 
Ih  pascale  est  0]  ^tTi  '  '-'■  ^^  trouve  sur  l'axe  ^t- 

4'  Le  trianf;le  AiB|C]  étant  inscrit  homologiquement  dans 
ABC  il  existe  une  conique  touchant  les  côtés  de  ABC  en  A,, 
B|,  Cl-  Mais  on  voit  que,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit 
i  une  conique,  tes  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  des  cijtcs  opposes  se  croisent  en  un  même 
point;  appliquons  la  réciproque  de  ce  théuréme  au  quadrila- 
tère PiYiCC  dans  lequel  -{,0,  p,B,  OA,  et  B,C,  se  croisent 
en  At  et  l'on  verra  que  la  conique  A]  B,  Ci  touche  aussi  l'axe  y  i 
en  O. 

Même  démonstration  pour  les  deux  autreit  coniques. 

Autres  solutions  de  MM.  A.  DABiiÈa  et  G,  Galll'cci. 


Le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ayant  une  pro- 
jection donnée  sur  un  diamètre  fixe  est  une  quartique. 
Discuter  cette  courbe;  la  construire,  en  étant  donnés  deux 
points,  et  donner  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque.  (Gallvcci). 


Sur  le  diamètre  fixe  D  prenons  un  segment  dont  la  longueur 
soit  la  longueur  donnée  de  la  projection  d'une  quelconque  des 
cordes;  de  ses  c\lréniiti.'s  élevons  des  perpendiculaires  à  D. 
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Ces  droit.es  coupent  \a  c«rcle  en  quatre  points,  les  cordes  qui 
les  joignent  deux  à  deux,  ont  pour  milieux  des  points  du  lieu 
demandé.  Ces  points,  sur  une  même  perpendiculaire  à  D,  sont 
au  Dombrc  de  quatre,  et  comme  il  n'y  a  pas  d'autre  point  du 
lieu  sur  cette  perpendiculaire,  le  lieu  est  une  quartique. 

Prenons  une  des  cordes  ab  et  m  son  milieu.  Des  extrémités 
de  cette  corde  menons  des  tangentes  au  cercle.  Du  point  de 
rencontre  de  ces  tangentes  abaissons  une  perpendiculaire 
sur  D.  Cette  droite  coupe  ab  au  point  c.  En  vertu  d'une  pro- 
priété duc  à  M.  R.  Godefroj,  le  symétrique  de  c  par  rapport 
à  m  est  le  point  oij  ab  touche  la  courbe  E  à  laquelle  toutes  tes 
cordes  analo);ucs  à  ab  sont  tangentes. 

Comme  le  lieu  (m)  des  points  tels  que  m  est  la  podairedc  E 
par  rapport  au  centre  o  du  cercle  donné,  il  résulte  tout 
de  suite  de  là  que  : 

La  langenle  à  (m)  en  m  esl  la  perpendiculaire  abaissée 
rie  ce  point  sar  la  droite  oc. 

Sur  D  prenons  les  projections  orlliogonalc?  a,  jx,  p  des 
points  a,  m,  b.  Désignons  oa  par  r,  om  par  p,  a^  par  a^ 
et  l'angle  (lom  par  oj.  On  a 

^'=('-'~P')sin»«, 
l'équation  de  {m')  en  coordonnées  polaires  est  done 


uitc  en  coordonnées  rectangulaires  (m)  a  pour  équation 

ce  qui  précède,  il  est  très  facile  de  déterminer  la  forme  de 
irbe  {/«).  (Nous  n'avons  pas  compris  ce  que  veut  dire  ; 
ustruirc,  en  étant  donnés  deux  points.) 
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Si  deux  Irianffles  homoîogiques  ABC,  A|B]Ci  sont  in- 
scrits dans  la  même  conique  Q  :  \°  Le  centre  d'hom.ologie 
O  est  le  pôle  de  l'axeX;}.'  Les  points  (  BG„  BiG),  (ACi,  A,G), 
(AB,,  A|B)  appartiennent  à  X  et  les  droites  (6ci,  bjC), 
(ac],  a,c),  (abi,  aib)  passent  en  0;  3°  Si  par  O  l'on  mine 
une  sécante  i,  les  droites  joignant  les  sommets  de  chacun 
des  triangles  aux  points  où  les  côtés  correspondants  de 
l'autre  sont  coupés  par  A  sont  trots  à  trois  concourantes 
en  deUT points  w,  <i>,  de  Q  et  ces  deux  points  sont  en  ligne 
droite  avec  0  ;  4°  ^**  droites  joignant  un  point  Bde  X  aux 
sommets  de  chacun  des  triangles  coupent  les  côtés  corres- 
pondants de  l'autre  en  des  points  situés  trois  à  trois  sur 
deux  droites  p,  Q]  tangentes  à  la  conique  Qi  inscrite  aux 
deux  triangles,  et  ces  deux  droites  se  coupent  sur  X. 

5°  Déduire  de  là  une  construction  simple  de  la  conique 
passant  par  cinq  points  ou  tangente  à  cinq  droites. 

(P,  Sondât). 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

1°  Les  points  (BC.BiC,),  (AC,A,C|),  (AB,A,B,)  situés 
sur  X  ont  tous  trois  leurs  polaires  passant  en  0  ;  donc  X  est  la 
polaire  de  O. 

2°  Le  point  (BC],  B,C)  ayant  également  une  polaire  qui 
passe  en  O,  ce  point  est  sur  X.  Propriété  corrélative,  O  étant 
aussi  le  pôle  de  X  par  rapport  à  Q|. 

3"  Prenons  un  point  eu  sur  Q;  les  droites  u>A,  uB,  loG  ren- 

droite  passant  en  0;  il  suflit  de  montrer  que  0  est  sur  a^.  Or 
faisons  varier  u>  sur  Q;  ce,  ^  décrivent  sur  a,,  b,  deux  divi- 
sions homographiques.  Mais,  lorsque  u  vient  en  G],  a  et  ^  sont 
confondus  en  G,  ;  donc  «3  passe  par  un  point  fixe.  Or,  lorsque 
oi  vient  en  A,,  a  est  sur  AAi  ei  p  en  A|  ;  donc  n^  est  AA,;  de 
même,  une  position  de  a.^  est  BB,  :  donc  0  est  bien  sur  gt^. 
Inversement,  considérons  une  droite  i  coupant  ii\,  bj,  Cj  en  a. 
P,  y;  la  droite  A  a  coupe  Q  en  w,  auquel  point  oi  corro^pondenl 
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les  mêmes  points  [i,  f  :  donc  Aa,  B^,  Cf  c 
même.  A,  %,,  B]  p[,  C,  fi  concourenl  en  tu,.  A  un  poinl  ta  cor- 
respond une  seule  droite  i  et  un  seul  poinl  la,,  et  invcrsemeni; 
donc  les  raisccaui  Ou,  Oui,  sont  liomograpliiqucs;  or,  lorsque 
tu  est  en  A,  on  voit  que  p  se  confond  avec  f  j  en  {b,  c),  y  avec 
P,  en  (c,6)  (accessoirement,  cela  démontre  2")  el  par  suite, 
(i>i  est  en  A|  :  donc  les  faisceaux,  qui  d'ailleurs  sont  réciproques 
et  par  suite  en  involution,  ont  trois  rayons  communs  et  coïn- 
cident. 

4"  Proposition  corrélative;  même  démonstration. 

5"  On  donne  les  cinq  points  A,  B,  C,  A,,  Bi  :  d'où  fe  poinl  O. 
Les  droites  c,  c,  et  ABi,  A,B  se  coupent  sur  X;  d'où  Ci.  Pour 
construire  un  point  quelconque,  on  mène  une  droite  A  à  la- 
quelle correspond  un  point  ui  el  un  point  lui.  La  tangente  en 
un  point  M  quelconque  s'obtient  en  considérant  les  deux 
triangles  MAB,  M,  A,  B,,  le  point  <u  étant  en  M. 

Autres  solutions  de  MM.  G.  Galll'cci  et  V.  Retau. 


On  sait  tjue,  dans  un  triangle  quelconque,  le  centre  de 
graeiié,  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  l'ortliocentre  totit 
en  ligne  droite.  Etant  donné  un  triangle  A,  on  construit  la 
droite  dont  H  vient  d'être  question,  relative  à  chacun  des 
triangles  formés  par  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
et  des  cercles  ex-inscrits  à  A.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  se  coupent  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  X.  (J.  Fbankl). 

PREUIÉnE   S0l.liTlO>'. 

Par  M.  F.  Farjon. 

Appelons  L  la  droite  qui  dans  un  triangle  joint  l'orllioeentre 
au  centre  du  cercle  circonscrit.  L'un  des  triangles  considérés, 
inscrit  dans  le  cercle  de  centre  0,  el  le  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  trois  autres  pointsdcconcoursdcs  bissectrices  de  A, 
sont  lioraolliétiques;  leurs  lignes  L  sont  donc  parallèles;  de 
plus  elles  coïncident,  ajunt  en  commun  le  point  O,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  et  ortlioccntre  du  second. 
Or  les  quaire  triangles  aviini  pour  soninicis  les  points  de  con- 
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cours  des  bissectrices  de  A   pris  [rois  à  trois,  ont  un  mâme 
cercle  de   neuf  poinis  dont  le  centre  est  sur  chacune    des 
lignes  L  considérées,  lequel  cercle  n'est  autre  que  le  cercle  cir- 
conscrit à  A.  Donc,  etc. 


s  dans 


Pat  M.  E.  Duponcu. 


Soil  s  un  des  quatre  triangles 
soient  h  son  orthocentrc  et  lu  le  cen 
conscrit.  Il  existe,  comme  on  sait, 
pour  fojers  h  el  lo,  et  inscrite  au  ti 
proques  relativement  au  cercle  Q,  la 
une  circonférence  dont  le  centre  est 
or  cette  transfoi 
triangle  A,  doi 


p£le 
démontré. 


du  cercle  qui  lui  est  cir. 
e  conique  r,  admcttani 
gle  3.  Par  polaires  réci- 
lique  r  se  transforme  cr 

que  le  cercle  circonscrit  a 
ipport  au  cercle  H,  I< 


r: 


^6tés   du    triangle  o.   Le  théorème  se  trouve  donc 


„  Droi-Fabkï  et  II.  Lez. 


Démontrer  VidenliU 

\     a         (a-i) 


(a- fi)"-' 
(_a-n) 


(V.   DU  StRÉKALOI'.) 


Par  M.  V.  Këtali. 
Appelons  A   le   déterminant  donné,   et 
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(  "9=  ) 
d'où,  par  le  tlicorcme  ilc  Vandermonde, 


(a,-a,)-(«i-«™-.), 


=  «!{«-.)!....! 

Autres  solutions  par  MM.  Audibert,  L.  Bosi,  Bra^id,  Emenb, 
G.  TzméioK. 

Qaeitions  1725  et  1736. 
172?!.  Si  m  et  n  sont  deux  nombres  premiers, 

est  divisible  par  mn.  (J.-J.   Milne.') 

1726.  Si  m,  n  et p  sont  trois  nombre»  premiers, 
(„^)™-i  +  (/,„,V-M-(mn}P-i-i 
est  divisible  par  mnp.  (J.-J.  .MiLNE.) 

BOLUTION 
Par  M.  G.  TïiTZÉiCA. 

1723.  Comme  m  et  n  sont  premiers,  il  suffit  de  montrer  que 
ie  nombre  proposé  est  divisible  par  m  et  n  séparément.  Or 
cela  est  évident,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât. 


5/  p  esl  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  x  et  r 
nninbrc  entier  ijue/''nii'/uc,  l'cTpression  .rl''-p'  "'  --  i  est  il 
sififc  par  p.  li.-l.  Mii.sk. 1 


Dçiilizedbv  Google 


(  '93  ) 

SOLUTION 
Par  M.  ÉaiNE. 

En  effet,  l'esprcssioD  proposée  peut  s'écrire 

(«"-)'■'-.. 

du  moment  qvex  n'a  pas  le  facteur  premier />:  toutes  ses  puis- 
sances aussi  ne  l'auront  pas.  Donc  xP""'  n'étant  pas  divisible 
par   le  nombre   premier  p,    d'après  le  théorème  de  Fermât, 

(:H"-7"'-l  =  M/>. 
Autres  soluLions  de  MM.  P.  II.  et  G.  Tzitzéica. 

Qaeitions  1736  et  1737. 

Ces  deux  questions,  demies  énoncés  déjà  anciens  se  trou- 
vaient dans  les  archives  des  A".  A.,  ont  été  posées  sous  la  si- 
gnature Wolstenholme,  et  résolues  dans  le  J.  E.  de  M.  de 
Longchamps  (iSSï,  p.  cjS  et  p.  189).  Il  n'en  sera  donc  pas  in- 
séré de  solutions.  Si  nous  avions  connu  le  fait,  nous  n'aurions 
pas  publié  les  cnonci's  dont  il  s'agit.  La  Rédaction. 


On  peut  construire  six  triangles  semblables  entre  eux 
ayant  pour  cûté  commun  un  serment  fixe,  et  situés  d'un 
mime  côté  de  ce  segment  :  les  six  sommets  ainsi  obtenus 
sont  sur  une  mime  circonférence.  Toutes  les  circonférences 
ainsi  obtenues  ont  un  même  axe  radient.      (  K.  DirponcQ.  | 


Soient  AH  le  segment  fixe,  C.  un  point  quelconque  du  plan. 
Sur  leciltùAG,  je  prends  un  point  Ci  tel  que  AU  =  AC.ÂC|. 
l'ai  un  ilcuxiénie  triangle  C,  AU  semblable  au  premier, 
\B   élanl   liomoli-suc   de  AC,.  Sur  le  vùli  BC,  je   prends   un 
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|)oint  Cl  tel  que  AB  =  BC.»C,.  J'obtiens  ainsi  un  iroisièmc 
irianglc  C,  AB  semblable  avx  deux  autres,  AB  ciant  homo- 
logue de  BCj.  Les  trois  autres  triangles,  de  sommets  C,  C, 


et  C'i,  sont  symétriques  des  trois  premiers  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  AB.  Pour  démontrer  que  le 
cercle  CCiCi  passe  par  tes  points  C,  C'i,  C',,  il  suffit  de 
démontrer  que  son  centre  est  sur  cette  perpendiculaire. 

Je  prends  AB  pour  axe  des  r,  l'axe  des  y  passant  par  C  et 
perpendiculaire  sur  AB;  je  désigne  par  h  l'ordonnée  du  point 
C,  par  d  et  6  les  abscisses  des  points  A  et  B.  J'ai  d'abord 


AB 


ne 


AC 


_  n[^i-i-Ai— fff-;,n[ 
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La  perpendiculaire  au   milieu  de  CC|  a  donc  pour  équation 
„,[„..^A--(a-t)-|- 

lu,  en  ordonnant  et  supprimant  le  facteur 

(a'  +  A'>[a'+A'-(CT-A)»], 

De  même  la  perpendiculaire  au  milieu  de  CC]  a  pour  équation 

i.bx  —  thy  -+-<i'4-  A' —  lab  =  o. 
Les  coordonnée,"  du  centre  du  cercle  sont  donc 
_  a  +  b 

^e  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème,  et 

■^= 7A 

L'équation  du  cercle  est 

(.-î±i)-.(,-"-">.^-; '■-'■)■ 

Supposons  maintenant  que  le  point  G  varie,  A  et  fi  restant 
Ixes.  L'équation  du  cercle  devient,  en  transportant  l'origine 
lu  point  O,  milieu  de  At!, 

i*  +  y'  —  -^  (at—  ab-i-b'-¥-  h' ) 


A  est  arbitraire ,  la  dlfTérence  a-b  est 
la  distance  AB  =  ■>7.  Posons  a  +  i  = 
Alors 
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ce  qui  montre  que  AB  esi  l'axe  radical  commun  de  ces  cercle». 

Il  CD  résulte  aussi  que  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  au 
cercle  qui  a  le  poiot  0  pour  centre  et  pour  rayon  //3  (  ')■ 

Autres  solutions  de  MM.  Barisibh,  Bhand,  I-'arjon,  Leivoine,  Pro- 
VOST,  V.  Retali,  Taratte, 


OVESTIONS. 


176t.  Soit/(;i:)=:  a  une  équation  réciproque  de  degré  un. 
Si  l'on  pose  :c  =  ^-j^ ,   l'équation  en  j-  est  de  degré  m, 

0-  — ' 

Si  l'on  pose  x-[ =  m«,  le  produit  des  racines  de  l'équa- 


t  le  produit  de  ses  racines  est  égal  à  ( —  i)™ 
pose  x-[ =  M« 

isforméc  est  égal  à 


JA'El). 


Application  à  l'équation  binôme.  •  (A.  Pellgt.) 

(']  En  complétant  la  con^truclion  indiquée  par  M.  D.,  il  est  évi- 
dent que  les  pointa  ( .\,  C,  C, )  (A, CCI)  (A.C.'.C,)  (B,C,C,) 
(B,C„C;)  (ll,C',c;)  sont  rcspccLiiement  en  ligne  droite,  et  que 
l'on  a 

AC.AC,  =^  AC'.AC;  =  AC',.AC,  =  AB', 
BC.  BC,  -  »C,.  BC;  =  BC'.BC;  =  BA'. 

Donc  [es  six  points  considérés  sont  sur  une  m^me  circonférence; 
la  puis-ancc  de  A  par  rapport  i  cette  circonférence  est  AB',  et  il  en 
est  de  niL^me  pour  celte  de  B;  AB'  étant  indépendant  de  la  forme 
du  triangle  ABC,  chacun  des  points  .A,  B  a  même  puissance  par 
rapport  à  ti.iilcs  le*  eirennférrnres  dont  il  s'agit.  Donc  AB  est  l'ave 
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BEUXIEINB  CONCOURS  DES  "  NOUVELLES  AMILES  ' 
POUR  1897. 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  appellerons  : 

i"  Cubique  équilatère  une  cubique  (gauche  dont 
les  trois  asymptotes  sont  deux  à  deux  rectan- 
gulaires. {Exemple  :  la  cubique  des  normales 
à  l'ellipsoïde.^ 

2"  Tétraèdre  orthocentrique  un  tétraèdre  dont 
les  arêtes  opposées  sont  ortJiogonales.  Dans  un 
tel.  tétraèdre,  les  hauteurs  sont  concourantes  ; 
le  point  de  concours  des  hauteurs  est  aussi  le 
point  par  lequel  passent  les  perpendiculaires 
communes  aux  arêtes  opposées;  enfin  ce  tétraèdre 
est  conjugué  par  rapport  à  une  sphère  qui  a  son 
centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  les  pro- 
priétés suivantes  : 

I.  Si  deux  cordes  AB,  CD  d'une  cubique  équi- 
latère sont  ortbogonales,  le  tétraèdre  ABCD  est 
orthocentrique. 

II.  Si  une  cubique  gauche  quelconque  passe  par 
les  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport 
à  une  quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
de  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  celle  qua- 
drique. 

III.  Toute  cubique  éijuilalèro  circonscrite  à  nn 

ÂHit.  de  Ifiilhè'ii/U.,  î-  série,!.  \VI,  (Mai  ifi.,;.)  l3 
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tétraèdre  oitlioceiilrique  passe  pai-  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  tétraèdre. 

IV.  Toute  cubique  passant  par  les  sommets  et 
le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un  tétraèdre 
orlhocenlrique  est  équilalcre. 

V.  Si  Ton  coupe  lUie  cubique  équilatère  par  une 
série  de  plans  parallèles,  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  des  triangles  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  rencontre  de  la  cubique  et  des 
plans  est  la  sécante  double  de  la  cubique  normale 
aux  plans  sécants. 

VI.  Soit  Z  une  sphère  de  rayon  R  et  dont  le 
centre  O  est  sur  une  cubique  équilatère.  Il  existe 
une  infinité  de  tétraèdres  AliCD  inscrits  à  la 
cubique  et  conjugues  par  rapport  à  i^. 

i"  Le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres 
est  une  droite. 

2"  On  considère  les  sphères  S  circonscrites  aux 
tétraèdres  ABCD  ;  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères 
est  une  droite.  —  Comment  se  déplace  cette  droite 
lorsque  O  restant  fixe  R  varie  ? 

3°  Chaque  sphère  S  coupe  la  cubique  en  deux 
autres  points  E  et  F.  Démontrerqueces  points  sont 
fixes  et  ne  dépendent  pas  de  R. 

4°  Lorsque  O  varie,  la  droite  EF  décrit  une 
quadrique  et  le  plan  OEF  enveloppe  un  cône  du 
deuxième  degré. 

5"  Lorsque  O  varie,  le  milieu  de  fi)F  décrit  une 
tuliique  équilatère. 
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Conditions. 


Im  cotii'oum  tist  ouvert  ea'cliuivenient  aux  abonnés 
dos  ]Vouvel/es  annales  d«  ii/filltcmnlù/ues. 

Le  meilleur  Miîaioirc  ciivojc  i^ii  roponso  au  sujet 
projwsé  doimcra  droit,  au  profit  de  l'autL'ur  : 

i"   A  un  crédit  de  loo''  d'Ouvragi;s  à  choisir  dan*  le 
caUlogut;  de  MUI.  Gauthier- Villars  et  fils; 
a°  A  ta  publication  du  Mémoire; 
3"  A  un  tirage  à  pari  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
kVkVT  J.E  !"■  HovEMBBE  1897,  lemic  d'absolue  rigueur. 

Les  auU'urs  pourronl,  à  leur  grt'-.  se  faire  immédiate- 
ment  counajtre,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dci-nier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  caclielé  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justiBcation 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i"  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
resleque  l'insertion  d'un  travail  irnp  élendn  serait  ma- 
tériellement iiiipossibli^. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
I *'',  décembre  iSq-j,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  n  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

!•   De  partager  les   récompenses  ci-dessus  nientînn- 
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iu!i;s,  au  cas  tout  à  /ail  exceptionnel  où  deux  Méinoîns 
y  auraienl  drtiîl  avec  un  égal  mei'ilu; 

2"  De  ni;  pas  altribuer  de  i'écom|ieiisus  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
DaDS  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés surun  Concours  iillériuui',  et  l'annonce  en  seiail 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auleurdu  Mémoire  récompensé  sera  iminédiatcincnt 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  inimédiaie- 
menl  connaître  s'il  désire  (juc  la  publication  de  son  Tra- 
vail ail  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Sou 
silence  serait  inierpiété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  RÉnACTEuns. 


SUR  {MUm  PROBLÈMES  U  RePRÉSE\TATrO.\  COKFOSXE; 

Par  m.  H.-A,  SCHWARZ, 

M<;inbrc  de  l'Académie  rojrdte  des  Sciences  de  Berlin, 

.Membre correspondant  de  l'Iiislilut. 


(F^xlrait  d'une  Communication  âM.  Richclot.  de  Kœnigsberg.  Journal 
de  Crelte,  l.  70,  p.  io5-iao,  février  186.,.  Reproduit  dans  le  t.  Il 
des  Getammeite  Math.  Abhandtuit gen  de  M.  Schwari  ;  Berlin, 
Springer;  iSbo). 


Le  fait,  que  rinlcllîgeiicc  de  la  plupart  des  travaux  de 
liieninnn  ne  fut  accessible  au  début  qu'à  un  petit  cerelf 
de  lecteurs,  tient,  je  le  croirs  volontiers,  à  ce  (jue  Rie- 
niann  a  négligé,  d.tns  la  publication  de  ses  reebercbes 
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générales,  d'expliquer  complètement  ta  nature  spéciale 
de  ses  roiithodes  de  Iraitemenl  à  l'aide  d'une  exposition 
détatllëe  d'exemples  particuliers. 

Il  en  est  aussi  de  même  de  ce  théurcme  établi  dans  le 
n°21  de  Ia  dissertation  inaugurale  de  Jiiemann,qiiim'a 
suggéré  l'idée  générale  de  traiter  certains  problèmes  de 
représentation  conforme,  et  qui  nous  enseigne  :  qu'il 
est  possible  de  représenter  l'aire  d'une  figure  simple- 
ment connexe  sur  l'aire  d'un  cercle,  en  conservant  la 
similitude  dans  les  parties,  et  cela  d'une  seule  et 
unique  manière,  telle  qu'au  centre  du  cercle  corres- 
ponde un  point  intérieur  quelconque  donné  de  la  figure 
et,  à  un  poiut  quelconque  de  la  circonférence,  un  point 
quelconque  donné  du  contour  de  la  figure. 

M.  Afe/tens,  qui  suivait  en  ni6me  temps  que  moi,  pen- 
dant le  semestre  d'hiver  1 863 -64,  les  leçons  de 
M.  Jf^eierslrass  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques, attira  à  cette  occasion  mon  attention  sur  cette 
circonstance  caractéristique  que  Riemann  avait,  d'une 
manière  générale,  démontré  l'existence  d'une  fonction 
qui,  par  exemple,  permet  de  pratiquer  la  représenta- 
tion conforme  de  l'aire  d'un  triangle  rectiligne  plan 
sur  l'aire  d'un  cercle,  tandis  que  la  détermination  expli- 
cite d'une  telle  fonction  semblait  encore,  à  cause  des  dis- 
continuités du  contour  situées  aux  sommets,  dépasst-r 
les  forces  de  l'analyse. 

Je  lie  connaissais  alors  aucun  cas  particulier  d'une 
aire  à  contour  assigné  pour  lequel  le  problème  de  la 
représentation  conforme  de  cette  aire  sur  celle  d'un  cer- 
cle eût  été  mené  à  bonne  fin. 

Ayant,  comme  particiilarîsalion  do  la  figure  à  repré- 
ficnler  d'une  manière  conforme  sur  l'aîre  d'un  cercle, 
choisi  celle  dont  le  contour  est  formé  par  des  lignes 
droites  et  plus  spécialement  par  les  côtés  d'un  carre,  je 
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i:rt)is  avuir  dccouteil  iiii  cas  particulier  du  problème 
génvral,  cas  doiU  la  suluiion  complète  même  dans  eetle 
spccialîsatioii  aurait  une  valeur  scîentilitjuc  et  qui  serait 
également  bienvenue,  comme  illustration  îiiluitive  du 
n"  21  de  la  dissertation  de  liiemitnn. 

On  est  conduit  n  la  solution  de  eu  problèuie,  ainsi 
(jii'à  celle  (le  bien  d'aulrcs  prublèmes  de  représentation 
conforme,  par  le  fécond  tliéorènie  qui  suit  : 

Lorsque,  pour  une  fonction  analj-tique,  à  une  succes- 
sion coulinuo  de  valeur»  réelles  de  l'arguiiient  com- 
plese,  corres|)ond  une  succession  continue  de  valeurs 
réelles  de  la  fonction,  alors,  à  chaque  couple  de  valeurs 
conjuguées  do  l'argument  correspondent  des  valeurs 
conjuguées  de  la  fonction. 

Sur  le  plan  (M)doiit  les  points  représentcut  géomé- 
triquement les  valeurs  d'une  grandeur  complexe  u,  dé- 
liuiiloits  une  région  U'  simplement  connexe,  dont  le 
contour  est  en  partie  formé  par  un  segment  fini  /de 
l'axe  des  quantités  réelles  dans  le  plan  (u). 

Soit  /  =zy"(«)  une  fonction  analytique  de  l'argu- 
ment complexe  H,  uniforme  pardéltniliou,  et  possédant 
le  earaïaère  d'une  fonction  entière  pour  toules  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  U';  c'est-à-dire 
que,  (fg  désignant  vue  valeur  quelconque  de  u,  appar- 
tenant à  l'intérieur  de  la  région  U',  la  fonction  _/(w) 
sera  pour  le»  valeurs  de  u,  situées  dans  le  domaine  de 
ce  point  Ua,  développable  en  une  série  procédant  snt- 
vanl  les  puissances  de  la  grandi-ur  u  — «oi  dont  les  ns- 
|K>sanis  sont  des  nombres  entiers  positifs,  série  conver- 
genie  pour  toutes  les  valeurs  de  u  —  Ug  suffisamment 
petites  en  valeur  absolue.  On  admettra  par  livpotbèse 
que  lorsque  u  se  rapproclie  indéGniment  du  contour,  la 
valeur  de  t  reste  toujours  finie  et  est  réelle  pour  ton» 
les  points  de  la  ligne  /et  que  pour  loules  les  valeurs  de 
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l'argument  u  a|)parieiiant  à  l'intérieur  de  la  région  L' 
et  À  son  contour,  la  valeur  de  la  fonction  t  =y(u)  variv 
d'une  manière  continue  avec  la  valeur  de  l'argument  ». 
A  la  région  U'coiTespoiid  une  région  U"  dont  les  points 
«ont  les  symétriques  de  ceux  de  U',  par  rapport  à  l'axH 
des  quantités  réelles. 

Pour  tous  les  points  de  la  région  U',  uue  fonction 
analytique  t  sors  donc  définie  par  ce  fait  que,  dans  les 
régions  U'  et  U",  aux  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur u  sont  associées  des  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur (.  Si  l'on  conçoit  les  deux  régions  U'  et  U'  raccor- 
dées entre  elles  le  long  du  segment  de  droite  /,  on  est 
en  présence  d'une  t'égiun  sîmplenieul  connexe  U'  +  C. 
Pour  toutes  les  vaK^nrs  de  l'argument  u  appartenant  à 
l'intérieur  de  cette  région,  la  valeur  de  la  grandeur  ( 
est,  par  définition,  uniforme  (')  et  de  plus,  pour  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  (J'  ainsi  qu'à  l'in- 
térieur de  U",  elle  est  définie  comnin  fonction  analytique 
de  cet  argument  et  celle-ci  possède  le  caractère  d'une 
fonction  entière.  A  la  traversée  de  la  ligne  /  et  le  long 
de  celte  ligne  la  valeur  de  t  varie  d'une  manière  conti- 
nue. De  ceci  l'on  conclut  que  la  fonction  t  définie  pour 
la  réijion  U'  est  un  prolongement  analytique  de  la  fonc- 
tion définie  pour  la  région  U'  cl  qu'elle  est  un  prolon- 
gement analytique  de  celle  dernière  au  delà  de  la  ligne  /. 
JL'exactilude  de  celte  afTirnialioii  sera  démontrée,  comme 
il  suit,  au  cas  on,  comme  Jl  est  peimis  de  le  supposer, 
la  région  U'  -4-  U"  recouvre  partout  le  plan  (u)  seule- 
ment d'une  manière  simple  (*). 

ai  l'un  désig]ie  par  «g  une  valeur  de  u,  appartenant 
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à  l'iiiléi-icur  de  C,  alors,  d'a|irè3  un  thiîurèine  de  Cau- 
chy,  l'intégrale 

lorsqu'elle  est  prise,  dans  le  senspisiiif,  le  long  du  con- 
tour de  la  régioa  U'  ou  liieu  lorsqu'elle  est  prise  le  long 
de  eelui  de  la  région  l]",  a  dans  le  premier  cas  ta  yaleur 
f{uv)i  dans  le  second  la  valeur  o.  Lorsque  l'on  ajoute 
entre  elles  ces  deux  intégrales,  les  cliemios  d'intégration 
qui  sont  alors  parcourus  le  long  de  /deux  fois  el  en 
sens  contraire  se  détruisent  et  l'éqnatîoii 


/<».'=. dr,/»^ 


du. 


OÙ  l'intégiale  doit  être  prise  dans  le  sens  positif  le  long 
du  contour  de  la  région  U'  +  U*',  représente,  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  u^,  qui  sont  représentés  gêo- 
itiélriquement  par  les  points  appartenant  à  rinlérivur 
de  cette  région,  une  fonction  continue  de  cet  argutnent 
dont  les  valeurs  coïncident  partout  avec  celles  de  la  fonc- 
tion t  =/(u). 

De  là  résulte  que  la  fonction  ainsi  délinîe  possède 
aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  ti-,  appartenant  au  seg- 
ment /,  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  sous  les  hypothèses  adojitées,  à  des  ' 
valeurs  conjuguées  de  l'argument  eort-espondent  des  va- 
leurs conjuguées  de  la  fonction,  ou  bien,  si  nous  cm> 
ployons  le  langage  de  la  Géoniétne  ;  la  i-ep  ré  sentait  ou 
conforme  du  plan  (h)  sur  le  plan  (ï),  dont  les  points 
i-eprésententgéonidti-iquementles  valeurs  de  la  grandeur 
complexe  t,  est  symétrique  pour  les  deux  plans  par  rap- 
port aux  axes  des  quantités  réelles^  à  des  points  synié- 
triques  <orres|K)ndrnt  des  points  symétriques,  images  des 
premiers. 
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Si  matiiUnant  l'on  pratîqui:  los  prolongemcnis  analy- 
tiques de  la  fonction  t  ^=/{u)  symétriquement  des  deux 
càtés  de  l'axe  des  quantités  réellessur  le  plan  (m),  l'on 
arrive  à  ce  résultat  que  les  points  singuliers,  quelle  que 
soîi  leur  nature,  sont  ou  bien  situés  séparément  sur 
l'axe  des  quantités  réelles,  ou  bien  situés  symétrique- 
meut  par  paires  de  part  et  d'autre  de  cet  axe. 

Cette  proposition  peut  s'étendre  directement  au  cas 
où,  dans  la  représentation  par  l'entremise  d'une  fonc- 
tion analytique,  à  un  segment  de  droite  situé  dans  la 
région  de  l'argument  ou  formant  une  partie  du  contour 
de  ladite  région  correspond  encore  un  segment  de  ligne 
droite  dans  le  plan  dont  les  points  représentent  géomé- 
triquement les  valeurs  de  la  fonction  analytique. 

Dans  le  problème  spécial  de  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  d'un  carré  sur  celle  d'un  cercle,  il  était 
donc  à  présumer  que,  lorsque  l'on  prescrit  que  le  centre 
du  cercle  doit  correspondre  au  centre  du  carré,  le^ 
images  des  quatre  droites  qui  sont  les  axes  de  symétrie 
du  carré  pourraient  être  aussi  des  lignes  droites.  Cette 
considération  fournit  la  position  des  quatre  points  singu- 
liers situés  sur  le  contour  du  cercle  qui  correspondent 
dans  le  cas  de  ces  données  spéciales  aux  quatre  sommets 
du  carré. 

Maintenant  il  saule  aux  yeux  que  la  solution  du  pro- 
blème en  question  peut  être  simpliGée  en  remplaçant 
l'aire  du  cercle  par  la  surface  d'un  demi-plan  que  l'on 
peut  déduire  de  l'aire  du  cercle  au  moyen  d'une  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques;  .i  vrai  dire 
la  simpliiicatiolt  introduite  ainsi  tient  à  ce  fait  qu'alors 
les  contours  de  deux  régious  dont  on  doit  pratiquer  l'une 
sur  l'autre  la  repi'ésentation  conforme  sont  tous  deux 
reclilignes. 

D'après  la  loi  générale  donnée  précédemment,  la  fonc- 
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tiim  par  l'ciiti-eiuise  de  laquelle  est  [)i'alicaLle  la  repr^- 
sentaiiou  confornic  peut  doni'.  6li'e  prolongée  analytîque- 
uient  au.  diilà  de  la  région,  intérieure  du  carré  pour  la- 
quelle elle  est  priinitivement  supposée  déiiuïe. 

Si  l'on  ctoîsit  comme  centre  de  la  Iraiisforiualion  l'un 
des  poinis  singuliers  sur  le  contour  du  cercle,  on  recou- 
ifait  que  tes  points  de  l'axe  des  quantités  réelles 


peuvent  être  pris  connue  points  singuliers,  tandis  que 
le  demi-plan  situé  du  côté  positif  de  l'axe  des  quantités 
réelles  sera  la  représentation  cinil'onne  de  l'aire  du  cercle. 

Lorst|ue  la  position  d'un  point  à  l'intérieur  du  carré 
donné  est  déterminée  par  la  valeui'  de  la  grandeur  com- 
plexe H,  alors  te  piohlème  en  question  exige  que  la  va- 
riable (,  pour  toutes  tes  valeurs  de  la  grandeur  u  qui 
correspondent  aux  points  situés  à  l'intérieur  du  carré 
donné,  soit  définie  comme  fonction  analytique  uni- 
forme de  l'argument  u,  possédant  le  caractère  d'une 
fonction  entière  et  ayant  des  valeurs  réelles  pour  les 
valeurs  de  l'argument  u  qui  correspondent  aux  points 
situés  sur  le  contour  du  carré. 

Itfainienant,  d'après  la  loi  donnée  préiédemuient,  la 
région  de  l'argument  u  peut  être  d'abord  étendue  aux 
aires  de  quatre  cariés  contigns  au  carré  donné  et  situés 
symétriquement  par  r.ipport  h  ce  carré  et  peut  ainsi, 
par  répétition  successive,  être  t-ncore  éleiidne  à  une 
région  aussi  grande  que  l'on  vent  du  plan  (u). 

On  reconnaît  ainsi  que  la  fonrtion  {  doit  de  même, 
pour  cette  extension  du  domaine  de  son  argument,  être 
une  fonction  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  finies  de 
l'argument  u,  et  que,  de  pins,  c'est  une  fonction  dou- 
blement périodique  de  u,  le  rapport  des  deux  périodes 
fbndaiiientales  élaiil  éfr-il  ;i  \  ^  i . 
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On  est  donc  ainsi  en  pi-csunce  des  functions  lejiinis- 
'ca  tiques. 

Lu  contour  du  carre  a  lic-s  {>o!nl9  singuliers  en  ses 
quatre  sommets.  Ces  [loints  doivent  êlre  cxcc()tés  de  la 
condition  que  l'aire  du  carré  doit  être  représentée  en 
conservant  la  siinîlilude  en  les  plus  petites  parties  sur 
l'aire  du  cercle  ou  sur  citlle  du  demi-plan,  car,  autre- 
ment, le  problème  proposé  renfermerait  une  condition 
impossible  à  remplir. 

Chaque  portion  de  l'aire  du  carré  située  dans  le  voi- 
sinage d'un  des  sommets  dudit  carré,  portion  de  surface 
angulaire  ptane  d'ouverture  de  90",  voisine  du  sommet 
de  l'angle,  doit  être  représentée,  par  l'entremise  de  la 
fonction  qui  fournit  la  représciitaLion,  sur  une  surface 
angulaire  plaue  d'ouverture  de  iSo". 

On  est  doiic  eu  présence  de  ce  problème  :  Trouver  ia 
fonction  la  plus  générale  par  l'entremise  de  laquelle  une 
portion  de  surface  angulaire  d'ouverture  an  sur  le  plan 

(«)       ^_^^,^     ^^^^^^ 

située  dans  le  voisinage  du  sommet  m  =  o,  est  représen- 
tée d'une  manière  conforme  sur  le  plan 

de  telle  sorte  qu'entre  les  limites  assignées,  à  chaque 
point  ic^  /ef,  corresponde  un  point  f=:  pfi+'se  dépla- 
çant avec  le  premier  d'une  manière  continue,  pendant 
cjue  l'on  a  le*  valeurs  respectives  correspondantes 

La  fonction  la  plus  simple  par  l'entremise  de  laquelle 
peut  être  pratiquée  une  telle  représentation  est  la  foiic- 
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Cliacjuu  aulri;  roiietioii  t  <le  rarguinenl  «,  (]uî  permcl  éga- 
lement de  pratiquer  une  tuptésentatiou  jouissant  des* 
propriétés  assignées,  possédt',  d'après  le  théorème  pi-é- 
cédenl,  loi'Squ'on  la  rcgai'du  coniine  fonction  de  la  gran- 
deur complexe  w,  le  caractère  d'une  fonction  entière 
pour  la  valeur  v  =  o  et  pour  les  valeurs  de  la  grandeur 
V  situées  dans  le  domaine  de  cette  valeur  v  =  o.  El  de 
même,  inversement,  on  reconnaîr  que  la  grandeur  v  est 
une  fonction  analytique  di;  l'argument  (,<|ui,  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  complexe  t  situées  dans  le 
domaine  de  la  valeur  t  ^  o,  y  compris  cette  dernière 
valeur,  possède  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  on  obtient  les  représentations  ana- 
lytiques suivantes,  valables  dans  tes  domaines  des  va- 
leurs f  =  o  et  t^=  o  : 

v^  u\         (=   Cf  (i  -i-ai<'+a,i''  +  ...). 

La  uoiistaiite  C  est  différente  de  zéro  et  positive;  les 
coefiicîeuts  a,  h,  c  ont  tous  des  valeurs  réelles^  ce  qui 
tient  à  ce  qu'à  toutes  les  valeurs  positives  suffisamment 
petites  des  grandeurs  respectives  u  cl  v  doivent  aussi 
correspondre  des  valeurs  positives  de  la  grandeur  /. 

Oaus  un  problème  de  représentation  conforme,  ia  si- 
tuai ion  et  la  grandeur  absolue  de  la  figure  dans  le  plaît 
(u),  sur  lequel  est  pratiquée  la  représentation  conforme 
d'une  ligure  donnée  sur  le  plan  ((),  sont  en  général  in- 
différentes. Celte  circonstance  introduit  dans  la  solution 
générale  du  problème  de  repréi^entation  deux  constantes 
arbitraires  qui  détcrniînenl  la  situation  et  la  grandeur 
absolue  susdites.  Ainsi  si  u  ^J'(i)cit  une  fonction  par 
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l'eittri!inis<:  du  lai|iiL-lt<-  la  ii^uruT  Jaiia  le  plan  (/)  sera 
rfgiréscnléo  stir  une  iigure  U  dans  lu  plan  (ii),  .iliir.t 
«■=Ci«-t-C, 

vsl  iiiiti  pareille  fonctioD;  seuIeiMCiit,  la  figiiru  cnrres- 
poiiilante  U'  dans  le  plan  («')  esl  siluée  e»  m»  auliu  en- 
droit, et  eonstrtiite  suivant  une  antre  cclielle  el  a  une 
orieiiiatioii  difi'érenle  de  cellv  de  la  figure  U  sur  le  plan 

Lorsqu'il  s'agit  alurs  de  trouver  les  propriétés  carac- 
téristiques de  la  représentation oonronne  d'une  figurcT 
sur  une  figure  U,  on  doit  donc  rechercher  une  dépen- 
dance enlie  les  grandeurs  u  et  I  qui  soit  îudépenilante 
de  la  situation  particulière  et  de  la  grandeur  absolue  de 
la  Ggure  U  sur  le  plan  (u)  :  c'esl-n-dire  qu'il  s'agit  d'éta- 
blir une  équation diiTéreutielle  dans  l'iiuégrale  générale 
de  laquelleles  constantes  C(  et  Cj  se  présenlent  romme 
eonstantes  d'intégration. 


ti  .      i/ii'         d  .      du 
dl     '^  dî  -  "dl^Tl' 

Cette  foiielion,  par  conséquent,  esl  indépendante  de 
la  situation  particulière  el  de  U  grandeur  absolue  de  la 
figure  U  sur  le  plan  (u). 

,  ,        .  du       ■    d  ,      du      ^ 

Le  passage  de  «  a  ^  et  a  ^  log  ^  esl  un  progrès  con- 
sidérable en  ee  sens  qu'alors  toutes  les  valeurs  de  l'ar- 
guRienl  /,  pour  lesquelles  la  grandeur  -^  est  soit  intiai- 
nienl  petite  soit  iNlinimeiit  grande  et  pour  lesquelles  la 
grandeur  T-log^  est  inlinimcnl  grande,  dolveni  être 
r<'gardéesconime  des  valeurs  singulières  dans  le  problème 
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ilf  ivprésciitaliuli,  valeurs  pour  les(|iiL-lles  il  iil'  peut 
«loin:  plus  ùlro  cjui-fitioii  de  rt'prtJsciilalîoii  conservant  la 
fiiinililude  au  sens  propre  de  ces  mots. 

Dans  le  cas  déjà  liaîté  de  la  repi-éseiiLalîon  conforme 
d'nn  angle  n  sur  im  augle  xn,  iiti  a 


dt 


loS^/NV^ +'''  +  ''''■+ 


Cette  fuiictioii,  par  consétjuenl,  dans  le  domaine  de  . 
ia  valeur  ï  :=  o,  possède  le  caractère  d'une  fonction  ra- 
tiotnielle  fractionnaire.  Les  coefficients  dt ,  rfj, . .  -  ont 
tous  des  valeurs  réelles  cl,  par  conséquent,  la  valeur  de 
la  fonction -j-Jog-j-i  pour  tontes  ces  valeurs  réelles  de 
l'argumeut  I  pour  lesquelles  la  série  converge,  est  éga* 
lenieiit  réelle. 


S'agit-il  de  pratiquer  la  leprésenlatioii  conforme  d'une 
figure  T  du  plan  (t)  sur  utie  région  U  du  plan  (u)  dont 
le  contour  est  formé  par  une  ligue  simj>1e  (c'est-à-dire 
qui  ne  passe  par  aucun  point  plus  d'une  fois),  région 
située  tout  entière  à  dislance  finie,  ou  sait  alors 
«l'avance  que  la  graudeur  -j-  ne  peut  devenir  infiniment 
petite  ni  infiniment  grande  pour  aucun  point  situé  à 
l'intérieur  de  T  et  que,  par  suite,  la  fonction -j- log -j-- 
doit,  pour  toutes  ces  valeurs  de  l'argument  f,  posséder 
le  earaelère  d'une  fonction  entière. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  les  valeurs  singulières 
de  la  grandeur  (,  situées  à  distance  finie,  sont  t  ^  —  i , 
l  :^  o,  t  ^+  i:  ï  est  égal  à  - ■  La  fonction 


7j' 
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qui,  puni-  tuiiles  les  valeurs  t-éell«i>  dv  l'argiitiitiil  r, 
possède  égali-iuunt  dos  valeurs  ruelles,  n,  pour  loiitcs 
les  valeurs  lijiies  de  /  dont  la  parLJe  imaginaire  est  posi- 
tive, Ifîe.iraotcrc  d'une  fuiirtioti  mitiért!;  par  conséquent 
cvllp  foiu-tion  possède,  pour  lotîtes  les  valeurs  finies  de  t, 
II;  caiartèn;  d'une  fonction  entière.  Pour  les  valeurs 
iitriniiiicnt  grandes  de  t,  on  a  le  développement 


par  conséquent,  la  fonction  -/}^os-j}>  pour  tontes  les 
valeurs  infiniment  grandes  de  l,  devient  infînimcnl 
petite;  iS/'^S  jT  "t  donc  une  fonction  rationnelle  du  t 
ri  celte  fonction  est  égale  à 

On  obtient  alors  par  intégration 


-'i,   /4'ti-  '') 


On  s'aperçoit  donc  aisément   que,    par  l'entremise  de 
l'intégrale  lemnisealiqiie 


^f': 


chacun  des  deii\  demi-plai 
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partagé  Je  plan  (()  par  l'axe  des  (]uaiuités  réelles,  sera 
repi'ésuiilée  d'une  niaiiicrc  conforrao  sur  l'aired'un  carré 
do.  L-àlé  égal  A 


demi-plan  situé  du  côlé  positif  du  l'axe  des  ijuantiUs 
réelles  sur  le  plan  (t)  h  l'aire  du  cercle  décrit  daus  le 
plan  (i)  du  point  s  =  o  comme  centre  avec  le  rayon  i  ■ 
Au  mnjcn  des  fonctions 


(A=.v/:rT). 


l'aire  du  «i-rrlf  situé  sur  le  plan  (,«),  {Jîg-   ">■)■   décrit 
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avec  le  rayon  i  du  point  s  ^  o  comme  centre,  et  l'aire 
du  carré  situé  sur  le  plan  (h)  et  dont  les  sommets  sont 


K,  Kl,  — K,  —  K/, 


'=''=X; 


~  iJ^a-  ')'  '""^ 


correspondantes  et  représentables  l'une  sur  l'autre,  la 
similitude  étant  conservée  en  les  plus  petites  parties. 
Pour  rendi'C  cette  représentation  intuitive  à  l'aide  de 


figures,  j'ai  calculé,  avec  1  approximation  requise  pour 
les  valeurs  de  u  formées  à  l'aide  de  multiples  entiers 
de  TôK  et  de  îV^^'i  1*'*  valeurs  correspondantes  de  s 
d'après  lesquelles  j'ai  dessiné  les  figures  (  '  ). 

(  ■)  Tableau  des  valeurs  que  prend  la  ronclion  sinamu  (jt  =  ^—  i) 
pour  les  valeurs  u  =  K  formées  à  t'aide  de  multiples  en  liera 

de    ,',  K  et  iVKi  avec  ol  n^nt,  m  +  n=  m. 

Ann.  de  Malhémat.,i'  série,  t.  XVI.  {.Mai  1897.)  l4 
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Au  moyen  de  cette  représentation,  on  obtient  l'intei^ 
prétatîon  géométrique  qui  suit  de  ce  théorème  démontré 

par  j^tiel  (  '  )  :  la  valeur  de  la  grandeur  sin  am  .  et 

d'une  manière  générale  la  valeur  de  la  grandeur 

.  (p->-ffi)K 

'  a">-Hi 

s'obtient  par  la  résolution  d'équations  quadratiques,  si 
l'on  suppose  que  le  module  A  a  pour  valeur  \/ —  1 ,  que 


(>)  Comparer  Œuvrer  d'Abel.  édit.  Sylnwet  Lie,  i.  I,  p.  3i3-3i4  ; 
p.  3Go-36i.  T.  II,  p.  afii.  a63,  368.  el  p.  3«j,  ligne  -i',  i  partir  d'en 
haut.  L.  L. 
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a*"  +  I  est  uii  nombre  premier,  el  que  p  et  y  désignent 
deux  nombres  entiers  quelconques. 

Chaque  point  de  l'aire  du  carré  en  question  qui  l'c- 
présente  géométriquement  la  valeur  de  l'une  des  grau- 
deurs 


possède  cette  propriété  que  le  point  qui  lui  correspond 
sur  l'aire  circulaire  et  qui  représente  géométriquement 
la  valeur  de  la  grandeur  s  =  sin  am  u  peut  Jïtre  trouvé 
au  moyen  de  constructions  géométriques  qui  n'exigent 
que  l'emploi  de  la  règle  et  du  compas. 

Si  au  lieu  d'un  carré  nous  avons  ua  rectangle  dont 
les  càt£S  sont  entre  eux  comme  aK  el  K',  alors  la  re- 
présentation conforme  du  demi-plan  T  pourra  être  pra- 
tiquée sur  uu  rectangle  semblable  au  rectangle  donné 
par  l'entremise  de  l'intégrale  elliptique 

«=  f'       -^      - 

lorsque  le  moduleA  est  déterminé  à  l'aide  de  l'équation 


-+-î)(i-f-ï»)(H-y=).. 


f/'— ... 


OÙ  l'on  a  posé  y  =  fi    "    [']{')- 

Lorsqu'il  s'agit  de  pratiquer  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  d'un  demi-plauT  sur  celle  d'un  triangle 


<')  Ce  Dumëro  [i],  aipti  que  d'autres  que  l'on 
le  cours  du  Mémoire,  se  rapporte  aux  Notes  ajoutées  par  M.  Schtvarz 
dans  la  Coticclion  de  ses  Mémoires  (Berlin,  Springer;  1890)'  et  qui 
sont  reproduiies  &  la  fin  de  cette  traduction.  L.  L. 
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lutitigne  dont  les  angles  sont  a:;,  ^n,  -pt,  on  oblient, 
I  ino^en  de  déductions  tout'  à  fait  analogues,  la  for- 
ule  suivanle,  qui  permet  d'opérer  la  représentation 


=  y  (,„„),-.(,_-i,ii-i(/. 


c)ï-'  di. 


Ici  les  trois  grandeurs  réelles  a,  b,  c,  qui  corres- 
pondent aux  trois  sommets  du  triangle  rectiligne  peuvent 
être  clioisies  arbitrairement,  pourvu  seulement  qu'elles 
se  succèdent  le  long  du  contour  du  demi-plan  T,  dans 
le  niètne  sens  relativement  à  l'aire  de  ce  plan,  que  les 
angles  aîî,  [Sit,  fn  du  triangle  se  succèdent,  relativement 
à  l'aire  de  ce  triangle,  le  long  du  périmètre  de  ce  dernier. 

Ces  résultats  fournissent  la  forme  de  la  fonction  par 
l'entremise  de  laquelle  la  surface  d'un  demi-plan  peut 
être  représentée,  d'une  manière  conforme,  sur  l'aire 
simplement  connexe  dont  le  contour  est  celui  d'un 
polygone  rectiligne  plan  quelconque.  Seulement,  dans 
le  cas  général  d'un  polygone  à  »  sommets,  parmi  les  n 
grandeurs  réelles  a,  h,  c,  il,  ...,  qui  correspondent 
aux  H  sommets  du  polygone  rectiligne,  trois  seulement 
seront  choisies  arbitrairement;  les  n  —  3  qui  restent 
sont  déterminées  par  Icà  rapports  donnés  entre  les  lon- 
gueurs respectives  des  côtés  du  polygone  considéré. 

Si  le  polygone  est  un,  polygone  régulier  de  n  côtés  et 
que  l'on  remplace  la  surface  du  demi-plan  par  l'aire 
d'un  cercle,  alors  la  représentation  de  l'aire  du  cercle 
sur  celle  d'un  n  —  gone  régulier,  les  centres  des  deux 
figures  se  correspondant  entre  eux,  sera  praticable  par 
l'entremise  de  la  fonction 

—    /''       'fs 
■'•    (,-s.f 
Ces  résultats,  que  j'indique  ici,  Jo  les  ai  exposes  au 


jbv  Google 


(  -"7  > 
prmtein)is  (le  l'année  1864,  dans  le  Séminaire  titalhè^ 
m<m'fuff  de  l'Uni versilé  (le  lierlin,etlesai  présentés,  lors 
de   ma  «  Promotion  »,    à  la  Faculté  philosophique  de 
cette  Université. 

Kn  août  1 8G6  ils  ont  été  communI<iués  par  M.  Tf'eier- 
slrass  à  l'Académie  de  Berlin. 

Relativement  au  problème  de  la  représentation  de 
l'aire  d'un  polygone  rectiligne  sur  telle  d'un  cercle,  j'ai 
eu  le  plaisir  de  voir  mes  recberclies  su  rencontrer  avec 
celles  de  M.  Chrisloffel  sur  le  sujet  suivant  :  Sulpro- 
hlema  dellu  température  stnzionaric  e  la  rappr ese.nl a- 
zione  ai  una  data  superficie  {Aitnali  di  Mateniatica, 
11'  série,  Tomo  I  ;  ■  867  ). 

Je  suis  arrivé  ù  démontrer  ri goureu sèment  la  possi- 
bilité de  déterminer  les  constantes  dans  le  cas  n=^^. 
Pour  te  cas  général,  je  dois  une  démonstration  ri^jou- 
reuseà  une  bienveillante  Communication  de  M.  U^eier- 
strass  [a]. 

La  forinule  îndifjuée  ei-dcssus  peut  £tre  facilement 
étendue  au  cas  où  la  surface  dont  le  contour  est  celui 
d'un  pol;ygonc  rectiligne  renferme,  à  sou  intérieur,  des 
points  de  ramification  ou  bien  le  point  situé  à  l'infini 
sur  le  plan. 

Par  exemple,  l'aire  du  cercle  sur  le  plan  (s)  de  centre 
*  =  o  et  de  rayon  i  sera  représentée,  d'une  manière 
conforme,  sur  l'aire  extérieure  â  un  carré,  par  l'entrC' 
mise  de  la  formule 


au  centre  s^  o  correspond  le  point  situé  à  l'infini  sur 
le  plan  (u). 

En  même  temps,  on  peut  donc  considérer  comme  ré- 
solu, en  principe,  le  problème  de  la  détermination  de 
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l'état  thermique  stationnaire  sous  certaines  conditions 
assignées  relativement  au  contour,  dans  le  cas  d'une  aire 
plane  s' étendant  à  l'infini  et  extérieure  à  un  carré. 

On  est  maintenant  près  de  désirer  de  voir  remplir  ce 
desideratum  :  obtenir  un  exemple  simple  pour  la  repré- 
sentation d'une  aire  à  contour  formé  par  une  ligne 
courbe  à  cours  continu  sur  l'aire  d'un  cercle  ;  et  quelle 
figure  peut-on  choisir  préférable  ment  à  une  ellipse  P 

Ici  la  recherche  conduit  au  but,  d'une  manière  satis- 
faisajiie,  à  l'aide  de  représentations  conformes  prati- 
quées par  l'entremise  des  fonctions  analytiques  les  plus 
simples. 

L'aire  sur  le  plan  (u),  intérieure  à  une  parabole  de 
foyer  h  ^:  o  et  de  sommet  u  ^  i ,  sera  représentée,  d'une 
manière  conforme,  sur  l'aire  d'un  cercle  dans  le 
plan  (5),  de  centre  j  =1  o  et  de  rayon  1 ,  par  l'entremise 
de  la  fonction 

«^  tanj;i{!iri/û). 

L'aire  intérieure  à  une  ellipse  dont  les  foyers  sont 
u^^±i  et  les  extrémités  des  axes  u  =  di  d,  ±bi  sera 
représentée,  d'une  manière  conforme,  par  l'entremise 
de  la  fonction 


'(-'"'■'■')• 


sur  l'aire  d'un  cercle  de  centre  f 

lorsque  le  module  k  est  déterminé  à  l'aide  des  équa- 


■yjl^231±2d-. 
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La  ligne  courbe  la  plus  simple  esi  la  circonférence. 

Dans  le  problème  de  la  représentation  de  l'aire  d'une 
figure  du  plan  (h),  limiiée  par  des  segments  d'arcs  de 
cercle,  sur  la  surface  d'un  demi-plan  T,  on  est  conduit 
au  but  par  une  déductiou  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui 
a  été  exposée  pour  la  représentalïou  de  polygones  à 
contour  rectiligne. 

Lorsque  la  figure  limitée  par  des  arcs  de  cercle  dans 
le  plan  (»)  est  représentée  d'une  manière  conforme  par 
l'entremise  de  la  fonction 


(.lit-t-Ct' 

sur  un  plan  (u'),  la  figure  correspondante  sur  le  plan 
(u')  est  également  limitée  par  des  arcs  de  cercle  parmi 
lesquels  aussi  peuvent  se  présenter  des  segments  recti- 
I  ignés. 

Pour  obtenir,  une  fois  pour  toutes,  toutes  ces  repré- 
sentations que  l'on  peut  déduire  les  unes  des  autres  au 
moyen  de  transformations  par  raytnis  vecteurs  réci- 
proques, on  éliminera  les  constantes  C.  On  a 


dl^"^  dl        dt*'*^  dl       ^G,w-r-Ci   dt' 


s'' 

^  'os  '4^7  =  37:  'f  ? 


^(Cju-i-GO'W'/ 


Si  l'ou  désigne  alors  la  fonction 

dr^*''f^Tt~z[-dr''^d7} 

par  ^'{ii,  l),  il  résulte  ceci  : 
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et,  par  conséquent,  l'expression  W  est  indépendante  des 
constantes  C  (<  )  [4]- 

Deux  arcs  de  cercle  qui  déterminent  un  sommet  da 
contour  d'encadrement  de  la  figure  peuvent  comprendre 
entre  eux,  sur  faire  intérieure  de  la  figure,  un  angle  ai:. 
Les  constantes  C  peuvent  itre  choisies  telles  que  ce 
sommet,  déterminé  sur  le  plan  (u)  par  deux  segments 
d'arcs  de  cercle,  corresponde,  sur  le  plan  {«')  à  un 
sommet  déterminé  par  deux  segments  rectilignes. 

Alors,  lorsqu'au  point  angulaire  correspond  la  valeur 
/  ^  (,,. la  fonction  ^log--j-- a,  d'après  ce  qui  précède, 
pour  les  valeurs  de  la  grandeur  t  situées  dans  le  do- 
maine de  la  valeur  t  =  t„,  le  développement  suivant 

i^-.rf,+  ^,(,-M+..., 

ob  les  coefficients  d  ont  des  valeurs  réelles. 

Par  conséquent,  ta  fonction  W{u,  t)  =  M*("',  t)  pos- 
sède le  développement 


^i.t-i«)' 


-  +  3,-(-3,((  — („)-H.. 


valable  pour  le  domaine  de  la  valeur  t=^  t<j,  dévelop- 
pement où  les  coefficients  3  ont  également  des  valeurs 
réelles. 

Si  la  surface  limitée  par  le  polygone  curviligne  ne 
renferme  à  son  intérieur  aucun  point  de  ramificatron, 
alors  la  fonction  ^{u,  t)  possède  pour  toutes  tes  valeurs 
de  l'argument  /,  qui  correspondent  aux  points  situés  à 
l'intérieur  du  demi-plan,  le  caractère  d'une  fonction 


(')  L'expression  ^'  est  un  inyariani  différentiel  aujourd'hui  bien 
connu  sous  le  nom  d'inwjrianf  différentiel  ou  dérivée  de  Scfuvar: 
qui  lui  a  ao  donné  par  Cayley  (Scliwaraian  derivalive).       L.  L. 
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entière,  puisqu'elle  a  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
l'argument  t  des  valeurs  également  réelles  et  qu'elle 
possède  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle;  cette 
fonction  est  donc  une  fonction  rationnelle  F{()  de  (. 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  de  l'aire 
d'un  polygone  limité  par  des  arcs  de  cercles  sur  celle 
d  un  demi-plan  est  par  conséquent  ramené  h  l'intégra- 
tion d'une  équation  aux  dérivées  totales 

U'{«,()  =  F(0. 

ainsi  qu'à  la  détermination  d'un  certain  nombre  du 
constauies. 

Celte  solution  peut  aisément  être  étendue  au  cas  où 
l'aire  du  polygone  en  question,  limité  par  des  arcs  de 
cercle,  renferme  à  son  intérieur  des  points  de  ramifica- 
tion; la  fonction  rationnelle  F(t)  deviendra  aussi,  en 
ce  cas,  inCuiment  grande  pour  des  valeurs  complexes 
de  la  grandeur  C,  et  le  nombre  des  constantes  à  détermi- 
ner, ainsi  que  celui  des  équations  de  condition  à  rem- 
plir, sera  augmenté. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  l'iniégrale  générale  de  ' 
l'équation  différentiel  le  V{u,  t)  =  F{t)  est  rcprésen- 
lable  comme  quotient  de  deux  solutions  d'une  même 
équation  différentielle  du  second  ordre  ayant  pour 
coefEcients  des  fonctions  rationnelles.  Je  dois  celte 
remarque  à  une  bienveillautc  communication  de 
M.  Weiersirass. 

Si  la  figure  à  représenter  est  un  triangle  dont  les  cô- 
tés sont  des  arcs  de  cercle,  l'équation  dillërcntîelle  pré- 
citée est  celle  de  la  série  hypergéo  m  étriqué  et  la  déter- 
mination des  constantes  est  praticable  sans  que  l'on 
ail  à  résoudre  des  équations  transcendantes  [5]. 
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Par  l'entremise  de  l'intégrale 

u  — H,=  Ç  ^l-a)«-^^t-b)?-'^l~c)^-^dt, 

regardée  comme  fonciioii  de  sa  limiie  supérieure  et  oii 
a,  &,c  désignent  des  constantes  réelles,  «,  p,  f  des  con- 
stantes positives  satisfaisant  à  la  condition  x+^+Y^^  '< 
les  aires  des  deux  demi-plans  T'  et  T",  en  lesquels  l'axe 
des  quantités  réelles  partage  le  plan  ((),  seront  représen- 
tées sur  celles  de  deux  triangles  rectilignes  symétriques 
entre  eux,  U'  et  U"  ayant  pour  angles  an,  ^,  f:- 

Le  plan  (c)  pourra  i^tre  représenté  d'une  manière 
conforme,  au  moyen  d'une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  sur  la  surface  d'une  sphère,  de 
telle  sorte  qu'à  l'axe  des  quantités  réelles  sur  le  plan  (/) 
corresponde  un  grand  cercle  de  la  sphère.  Alors,  aui 
points  symétriques  sur  les  deux  hémisphères  corres- 
pondent comme  images  des  points  symétriques  sur  les 
aires  des  deux  triangles  plans. 

Si  l'on  amène  maintenant  les  deux  triangles  dans  une 
position  telle  que  leurs  sommets  correspondants  coïn- 
cident, et  si  l'on  conçoit  alors  que  leurs  surfaces,  dis- 
tinctes et  séparées  dans  la  représentation,  aient  en  com- 
mun les  points  du  contour  d'encadrement  et  se 
raccordent  entre  elles  le  long  de  celui-ci,  qui  forme  ainsi 
un  pli,  on  est  en  présence  d'une  surface  fermée  U, 
simplement  connexe,  recouvrant  partout  douhlement 
un  triangle  aux  angles  «t,  gît,  yr..  Le  long  de  tout  le 
contour  de  ce  triangle,  la  surface  U  possède  un  pli  le 
long  duquel  les  deux  feuillets  se  raccordent  entre  eux 
d'une  manière  continue.  On  peut  encore  dire,  en 
d'autres  termes,  que  cette  surface  peut  être  regardée 
comme  celle  d'un  prisme  triangulaire  à  liaulL-ur  infini- 
mcnt  petite. 
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Maintenant,  à  celle  surface  fermée  U  correspond,  d'uno 
manière  uniforme,  la  surface  totale  de  la  sphère.  En  tous 
les  points,  la  représentation  conserve  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  exception  faite  des  points  qui  cor- 
respondent aux  sommets;  en  ces  derniers,  la  représen- 
tation reste  seulement  uniforme  (  '  )  et  continue. 

Lorsque  l'on  n'a  fait  aucune  convention  relative  au 
chemin  d'intégration,  la  fonction  intégrale  u  est  une 
fonction  multiforme  de  U  limite  supérieure  t,  à  nomhr« 
ia6ni  de  déterminations,  et  de  même,  en  général,  /  est 
une  fonction  multiforme  de  u,  à  nombre  inCni  de  dé- 
terminations. 

Il  se  présente  des  exceptions  à  cela  pour  les  seuls 
systèmes  de  valeurs  de  a,  ^,  y  qui  suivent  : 

i'  i'  7\''        î'  î'  fi'         3'  V  i'        V  ë'  fi' 

Comparez  le  Mémoire  précédemment  cilé  de  M.  CAm- 
toffelet  Briot  et  Bouquet  {Tktiorie  des  fonctions  dou- 
blement périodiques,  1"  édition,  p.  3o6-3o8). 

Les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  la  grandeur  u, 
le  chemin  d'intégration  étant  pris  quelconque,  pour 
une  valeur  déterminée  de  la  limite  supérieure  t,  peu- 
vent toujours  être  déduites  géométriquement  de  l'une 
d'entre  elles  au  moyen  de  la  surface  U,  eu  concevant 
que  l'on  ait  recouvert  le  plan  (m)  d'un  réseau  de  sur- 
faces U  en  développant  la  surface  U  un  nombre  infini 
de  fois  sur  le  plan  en  question. 

De  la  même  manière,  de  la  représentation  conforme 
de  l'aire  d'un  cercle  sur  celle  d'un  polygone  rectiligue 
de  n  càtés,  l'on  déduit  la  représentation  conforme  de  la 


(')  Uniforme  {eindeutig). 
univoque.  monnlrope. 
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surface  d»  la  sphère  sur  les  deux  côlés  de  la  surface  de 
ce  polygone  de  n  côtés. 

Le  problème  inverse  de  ce  dernier  esiuu  cas  parti- 
culier de  ce  problème  plus  général  :  Représenter  d'une 
manière  uniforme  la  surface  fermée  simplement  con- 
nexe d'un  polyèdre,  encadré  par  des  faces  planes,  sur  la 
surface  d'une  sphère,  de  telle  sorte  <juc  la  représenta- 
tion soit  partout  semblable  à  l'original  en  les  pins  petites 
parties,  à  l'exception  des  points  correspondant  aux  som- 
mets, points  du  reste  où  la  continuité  ne  doil  éprouver 
aucune  rupture. 

En  admettant  par  hypothèse  qu'une  représentation, 
Jouissant  des  propriétés  susdites,  soit  en  général  pos- 
sible, l'on  arrive  à  la  solution  suivante  :  , 

Concevons  la  surface  du  polyèdre  développée  sur  un 
plan  «t  désignons  par  u  la  variable  complexe  qui  sera 
représentée  géométriquement  par  un  point  à  l'inlérieur 
du  réseau  des  faces  du  polyèdre  étendu  sur  le  plan. 
On  représentera  directement,  d'une  manière  uniforme, 
la  surface  de  la  sphère  sur  un  plan  (:t;}  dont  les  points 
représentent  géomélriqucmeiit  les  valeurs  d'une  gran- 
deur complexe  .r. 

Ceci  posé,  l'on  a 


du 

dx  ^ 


GII(3^-3r^)ï.' 


Dans  cette  formule,  que  j'ai  communiquée  à  M.  IVeier- 
strass  en  1866,  Xy  désigne  la  valeur  de  la  grandeur 
X,  qui  correspond  à  un  des  sommets  du  polyèdre,  tandis 
que  la  somme  des  angles  compris  enirc  les  arêtes  qui 
aboutissent  à  ce  sommet  est  égale  à  2iXy-K.  Le  produit  1) 
doit  s'étendre  à  tous  les  sommets  du  polyèdre.  La  somme 
2(av — >)i  étendue  à  tous  les  sommets  du  polyèdre, 
lorsque  !a  valeur  x  ^=  a:  ne  correspond  pas  à  un  sommet 
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du  polyèdre,  a  pour  valeur  —  2,  ainsi  qu'il  résulte  du 
tliéorème  à'Suler  relalif  aux  polyèdres. 

L'exactitude  dt;  cette  formule,  toujours  sous  l'hypo- 
ilièse  de  la  possibilité  d'une  pareille  représentation, 
peut  être  démontrée  au  moyen  de  la  considération  de 
la  fonction  -r-  log  —  ;  l'on  peut  aussi  démontrer  que  les 
constantes  x.,  sont,  par  les  conditions  du  problème,  dé- 
terminées d'une  manière  uniforme,  à  trois  constantes 
arbitraires  complexes  près  renfermées  dans  une  substi- 
tution fractionnaire  du  premier  degré;  jusqu'ici,  je  ne 
suis  pas  encore  parvenu  à  démontrer  rigoureusement 
qu'il  est  possible,  pour  tout  polyèdre  assigné,  de  déter- 
miner explicitement  ces  constantes  conformément  aux 
conditions  du  problème  [6]. 

En  certains  cas,  cette  tléterniination  des  constantes 
est  praticable  a  priori,  par  exemple,  lorsque  le  polyèdre 
assigné  est  régulier. 

Ainsi  la  représentation  de  la  surface  de  la  splière  sur 
celle  d'un  cube  peut  être  pratiquée  par  l'entremise  de 
l'intégrale 


^r^ 


dx 


[{^oi/'  page  a  du  Tome  I  des  QEuwres  de  M.  Schwarz  : 
Sur  la  surface  niinima  dont  le  contour  donné  est  un 
quadrilatère  gauche  dont  les  côtés  sont  formés  par 
quatre  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  (publié  d'abord 
dans  les  Motiatsberichte  lier  BeiHner  Ahad. ,  p.  1 5o  ; 
i865)]. 

On  peut  rattacher  à  la  représentation  de  la  surface 
des  polyèdres  réguliers  sur  la  sphère  un  nombre  de 
problèmes  analytiques  parmi  lesquels  je  mentionnerai 
le  suivant  : 

Trouver  tous  les  triangles  sphériques  qui  peuvent 
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être   représentés   d'une  manière   conforme   sur   l'aire 
d'un  cercle  par  l'entremise  de   fonctions    algébriques 
des  coordonnées  [j]. 


Qu'il  est  toujours  possible  de  représenter,  d'une  ma- 
nière connexe  et  en  conservant  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  une  surface  plane  simplement  con- 
nexe, dont  le  contour  esl  formé  par  une  ligne  simple 
composée  de  porlions  de  courbes  analytiques,  sur  l'aire 
d'up  cercle  :  c'est  ce  que  Biemann  a  cherché  à  démon- 
trer à  l'aide  du  principe  dit  de  Diiichlel. 

Comme  il  a  été  fait  des  objections,  bien  fondées 
relativement  à  la  rigueur,  à  la  légitimité  de  ce  mode 
de  raisonnement  dans  les  démonstrations  des  théorèmes 
d'existence,  il  était  désirable  de  posséder  un  procédé 
de  démonstration  qui  ne  pourrait  donner  lieu  aux  cri- 
tiques élevées  contre  le  principe  de  Dirichlet. 

J'ai  cherché  a  établir  une  telle  démonstration  dans 
un  Mémoire  communiqué  à  M.  W^ei'erît/'ojj,  en  novembre 
du  l'année  1868,  pour  le  cas  où  le  contour  de  la  fig:urc 
à  représenter  est  en  tous  ses  points  convexe  par  rap- 
port à  l'extérieur  de  la  iigure  [8]. 


Notes  de  M.  Schwarz  au  précédent  Mémoire 
publiées  dans  les  Gesammelle  A6kandlungen,tome  ///iSgo. 

[ij  Relativement  à  ces  considérations  on  peut  comparer  le 
passage  suivant  du  Mémoire  deJacobi;  Sur  les  nombret  com- 
plexes que  l'on  doit  considérer  dans  la  théorie  des  réiidut 
des  cinquième,  huitième  el  douzième  puissances  (Journal  de 
Crelle.t.  19,  p.  3i5)  :  «  .  . .  Ce  pourrait  être  un  problème  aussi 
intéressant  que  difficile  d'obtenir  une  interprétation  géomé- 
trique de  cette  division  de  l'arc  de  la  lemniscate  en  a  -1-  A  /  —  1 
parties  et  de  la  composition  de  la/?'™' partie  de  l'arc  à  l'aide  de 
sa  division  en  a  -t-  b  /— i  et  en  a  ~  A  /— 1  parties.   Dans  ces 
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derniers  temps  les  imaginaires  ont  pris  place  avec  grand  succès 
dans  le  domaine  de  la  Géométrie;  on  peut  s'attendre,  après  le 
nierveilleux  progrés  qu'elle  a  réalisé  ainsi  entre  les  mains  de 
Steiner,  à  ce  qu'elle  prenne  aussi  possession  de  ces  idées  plus 
abstraites.  » 

[■i]  La  démonstration  que  l'on  doit  à  M,  Weieritrass.  rela- 
tivement à  la  possibilité  de  la  détermination  des  constantes 

repose  sur  une  variation  coutinue  des  constantes  a,  b,  c 

Une  démonstration  basée  sur  les  mêmes  idées  a  été  publiée  par 
M.  Schiafli,  dans  son  Mémoire  :  Sur  la  possibilité  générale 
de  la  représentation,  conforme  d'une  figure  plane  déli- 
mitée par  des  droites  sur  un  demi-plan  (Journal  de  C  relie, 
t.  78,  p.  63-8o;  1873). 

Le  Mémoire  de  l'Auteur  {M.  SchvtaTz),  Sur  l'intégration 
de  réqualion  aux  dérivées  partielles  \u  =  o  ...,  publié 
p.  144-171  des  Œuvres,  t.  il,  tire  son  origine  essentiellement 
de  l'effort  fait  pour  trouver  une  démonstration  indépendante 
pour  la  possibilité  de  la  détermination  des  constances  en  ques- 


[3]  Comparez,  p.  107-107  ^^^  Œuvres  précitées,  i.  Il  ;  No- 
lisia  sulta  rappretenlasione  conforme  di  un'  area  ellitica 
topra  un'  area  circolare,  par  M.  Sckwart. 

[  4  ]  Dans  le  IHémoire  :  Sur  la  construction  des  Cartes  géo- 
graphiques {Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  et  Belles-Lettres,  ijyg,  p.  iiJi-iS5),Lagrange  traite  le 
problème  suivant  :  i  Si  l'on  désigne  par/{  u  -(-  ti)  et  F(  u  —  li) 
deux  fonctions  conjuguées  des  deux  arguments  complexes  con- 
jugués u  -H  ((,  U  —  li,  déterminer  toutes  les  représentations 
conformes  du  plan  u  +  li  sur  le  plan  x  -t-yi,  praticables  par 
l'entremise  des  équations 

^«ij  [/<«  +  "■)-►•(« -"•)!. 

I  ^yi  =  /(«  +  ti),         l^yi  =  F(«  -  li). 
ei  qui  jouissent  de  celte  propriété  qu'ao    reseau  des  lignes 
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droites  respectives  «  =  const.,  (  =  const.  sur  le  plan  u  +  ti. 
correspond  un  réseau  de  circonférences  sur  le  plan  x  -*-}''■  " 

Pour  résoudre  ce  problème,  Lagrange  évalue  les  cour- 
bures -  et  -  des  courbes  sur  le  plan  x  +  yi  qui  correspondeot 
respectivemeni  aux  droites  u  =  const-,  v  =  const.  et  il  obtient, 

la  grandeur  étant  désignée  par  Q, 

les  équations 

1  dQ       I       du 


Au  moyen  respectivement  de  la  première  et  de  la  seconde  de 
ces  deux  équations  l'on  obtient,  puisque  par  suite  de  la  condi- 
tion posée  la  grandeur  r  ne  doit  pas  dépendre  de  la  gran- 
deur u,  ni  la  grandeur  p  de  ta  grandeur  (,  l'équation  de  con- 
dition suivante 

d'il 

-— -  =  o.         (Laghange,  toc.  cit.,  p.  i;î.p 

Cette  équation  de  condition  conduit  à  l'équation 

1        =  l'~('t  —  ti)        3  /¥-(u  —  ri)Y 
\  V\u-ti)        ^\\''(u-ti))  • 

à  l'aide  de  laquelle  on  reconnaît  que  dans  le  problème  consi- 
déré  par  Lagrange  les  expressions  dans  le  second  et  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente  doivent  être  égales 
à  une  ménie  constante  réelle,  que  l'on  pourra  désigner  par 
—  rk. 

La  fonction/par  conséquent  doit  satisfaire  à  une  équation 
de  la  forme 

{■") 


c_i(r 


(9h- 


Lagrange,  du  reste,  n'a  pas  présenté  l'équation  qui  sert  i 
r  la  fonction/  sous  cette  forme;  il  arrive,  en  posant 


v{Â"-t-""r 
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(3)  9LiJ'^.'[i  ^.  k. 

o(«-i-(i, 

I.p  passage  de  féquation  difTërcntielle  non  linéaire  du  troi- 
Méme  ordre  (a)  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre  (3)  est  un  cas  parliculier  du  passage  traité  p.  119-320 
des  Œuvres  de  l'auteur,  t.  II  {Théorie  de  la  série  hyper- 
géométrique  de  Gauu),  où  l'on  pose/i  =  0,  q  —  —  k.  D'après 
cela,  lorsque  la  fonction /{u  -t- ti)  vérilic  l'équation  différen- 
tielle (a),  la  fonction  ■  —  est  une  seconde  intégrale 

^fiu-^ii) 
particulière  de  l'équation  différentielle  (3). 

Lorsqu'il  n'est  pas  question  d'un  réseau  de  circonférencet, 
mais  que  l'on  traite  séparément  d'un  arc  de  cercle  du  plan 
T  -^ yi  qui  doit,  par  exemple,  correspondre  à  un  segment  de 
l'axe  des  quantités  réelles  f  :^  o  du  plan  u  -t-  li,  lorï  d'une  re- 
présentation conforme  praticable  par  l'entremise  de  la  fonc- 
tion X  +yi  =/(u-hli),  les  conclusions  de  Lagrange  restent 
valables  en  leurs  points  essentiels,  avec  cette  modification  que 
l'équation  (1)  doit  être  satisfaite,  non  pour  une  région  dou- 
blement étendue,  mais  seulement  tout  le  long  d'une  ligne, 
c'est-à-dire  ici  le  long  d'un  segment  de  l'ane  des  quantité^ 
réelles  sur  le  plan  ti-v-ti,  en  sorte,  par  conséquent,  que  la 

ne  doit  pas  nécessairement  éire  une  constante,  mais  peut  être 
une  fonction  quelconque  de  l'argument  complexe  u-i-Ct,  qui 
jouit  de  cette  propriété  qu'à  des  valeurs  réelles  (correspon- 
dant au  segment  en  question  de  l'axe  des  quantités  réelles)  de 
l'argument,  correspondent  des  valeurs  réelles  de  la  fonction. 

Conformément  aui(  notations  de  l'auteur,  p.  aig  de  ce  Mé- 
moire, et  p.  aao,  t.  Il  des  Œuvres  (Sur  la  Théorie  de  la 
série  hypergéomélrigue),  l'expression  du  premier  membre 
de  l'équation  (i),  tirée  des  recherches  de  Lagrange,  pourrait 
être  désignée  par  W(/,  u-i-ti);  ce  qui  nous  prouve  qu'il  est 
possible  de  déduire  directement  l'expression  différentielle  1' 
des  recherches  contenues  dans  le  Mémoire  précité  de  La- 
Itrange. 

Ann.  de  Mathémnt.,  î-  série,  t.  \V1.  (Mai  iNy7.)  1 J 
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QuanI  à  la  natation  Vd.  x),  un  |ieut  faire  l'objection  que. 
relativement  à  celle  expression,  nons  n'avons  pas  à  faire  à  une 
Jonction  (les  Heui  art;umcnisf  et  t,  mais  plutôt  à  une  ex- 
pression .djiïéreniielle  formée  à  l'aide  de  la  fonction  s,  en  dif- 
férentiant  d'une  certaine  manière  par  rapport  à  st.  Aussi  la 
notalion  et  la  désignation  adoptées  par  M.  Cayley,  pour  celle 
cupressioD  dilTércntieile 


i  ,         s'         'i   /s'y 


ont    inconteslablemenl   l'avantage    sur    celles   cmplovées   par 

M.  Ciyley  a  fait  l'honneur  à  l'auleur  de  joindre  son  nom  à 
la  désignation  de  l'espression  '  J,  3"  J  [Adtkub  Cavleï,  Ski*  la 
ilérwèe  de  Sckwars  et  les  fonctions  des  corps  réguliers  : 
Cambridgç  {Math.  Trans.,  l.  Xlll,  Pari  I,  p.  5-68)].  Le 
Mémoire  de  M,  Caytey,  rempli  de  détails  et  eitraordinaire- 
ment  riche  en  matières,  expose  les  recherches  des  divers 
écrivains  sur  les  questions  qui  peuvent  être  rattachées  à  l'ex- 
pression diiTèrenlielle  S  i,  r  | ,  sous  une  forme  des  plus  lucides 
el  complètes,  en  ajoutant  encore  du  nouveau  aux  résullals  des 
recherches  des  autres.  Le  Mémoire  renferme  aussi  une  biblio- 
graphie du  sujet,  ainsi  qu'un  développement  détaillé  des  for- 
mules de  transformation  relatives  à  l'expression  dirrérenlielle 
!  s,  X  !■  A  l'aide  de  l'une  des  formules  qu'il  établit. 


Ij 


-(â)v-i. 


M.  Cayley  retrouve  la  théorie  des  réciprocants,  déjà  connue 
|)ar  les  travaux  de  Sylveiier. 

Un  travail  de  M.  A'eociui  (Heliingfors,  i883,  p.  14),  intitulé: 
Détermination  de  deux  surfacet  minima  périodiques  par- 
licutièrei  sur  leiquelles  sont  situées  une  infinité  de  droites 
et  une  infinité  de  lignes  géodésiqucs  planes,  renferme  un 
exposé  des  relations  qui  existent  entre  l'expression  différen- 
tielle désignée  par  \>i(p)  par  H.  Schottky  {Sur  la  représen- 
tation conforme  d'aires  planes  à  connexion  multiple.  Berlin 
i*-jh\  Dissertation  inaugurale)  et  l'expression  désit;née  par 
[i-,  (l|   par  M.   Ihdetinil.  d'une  part  \Siir  les  fon 
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dulairet  tllipiù/ues  (Crel/e.  tome  83.  p.  178)]  ei  la  !>uii(lii# 
expression  diKérentîelle  |  j,  ;/■  ',  d'autre  part. 
Ces  relations  sont  données  par  les  équations 

M.  \eovius  renvoie  encore  aux  page^  198,  4i5,  jifi  de*  Œu- 
vre* de  Riemann,  pi-entière  édition. 

L'Ouvragft  de  M.  Klein  (Leçons  sur  i'icosaèdre  et  la  réso- 
lution des  équatioiiK  du  cinquième  dagré;  Lciptig,  iSSJ) 
renTerme,  pages  66  à  8a,  \ine présentation  détaillée  de  cer- 
taines recherches  reposant  sur  la  considération  <Ie  l'expression 
différentielle  |  7;,  Z  |. 

M.  Klein,  pour  l'expression  dilTércnticlle  j  t,,  Z  I,  emploie  la 
notation  [r,],. 

[5]  Voir  à  ce  suj'el,  Section  III  du  Mémoire  déjà  cité  : 
Sur  les  cas  oïl  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  repré- 
sente une  /onction  algébrique  de  son  quatrième  élément 
(ScHWARI,  Œuvres,  t.  Il,  p.  221  à  a33). 

[6]  La  démonstration  de  la  possibilité  de  déterminer  les 
in  tes  dont  on  parle  ici  est  donnée  pour  le  tétraèdre  (  Re- 
■)nforme  de  la  surface  d'un  tétraèdre  sur 
celle  d'une  sphère),  aux  paries  1)4  ^  'ol,  loc.  cit.,  et  pour  un 
polyèdre  quelconque  à  faces  planes,  dans  le  Mémoire  Sur 
l'intégration  de  l'équation  awr  dérivées  partielles  Ak  =  o 
(p.  167  à  170,  loc.  cit.). 

(7]  Voir  Section  VI  du  Mémoire,  déjà  cité,  Sur  la  série 
hypergéométrique  de  Gauss  (toc.  cit.,  p.  aJS  à  a5i). 

[8]  La  démonstration  citée  ici  est,  en  ses  points  essentiel*, 
la  même  que  celle  donnée  par  l'auteur  dans  le  Mémoire  Sur 
ta  théorie  de  la  représentation   conforme   {loc.  cit..  l.  Il, 
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C01II>0SITI0!V   HlTflÉUIATIQUE    POUR   L'ABNISSIO?! 
A  L'ÉCOLE  POLVTËCHMQUB  EN  1863  ('); 

SOLITION  CKOSIÉTBIOVE  PAR  M.   F.  SA.RT1AUX, 
Élève  à  l'Éfole  Larordaire. 


On  donne  sur  un  plan  deux  circonféiences  C  el  C; 
il' un  point  A  de  C  on  mène  des  tangentes  à  C,  on  joint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes;  cette  droite 
coupe  lu  tangente  menée  en  K  à  la  circonférence  C 
en  un  point  M.  On  demande  l'équation  du  lieu  décrit 
par  M  lorsque  A  parcourt  la  circonférence  C. 

examiner  les  différentes  formes  du  Heu  selon  la 
grandeur  et  tes  positrons  relatives  des  circonférences  C 
etC 

Indiquer  les  cas  où  il  se  décompose  ;  faire  voir  que 
le  lieu  des  points  M  est  tangent  à  la  circonférence  C 
en  chacun  des  points  d'intersection  de  cette  courbe  et 
de  la  circonférence  G . 

Les  cercles  C  et  G'  définissent  un  faisceau  de  cercles. 
Or,  un  sait  que  les  polaires  d'un  point  A  par  rapport 
à  tous  les  cercles  de  ce  faisceau  se  coupent  au  même 
point  M.  C'est,  an  somme,  le  lieu  de  ce  point  M,  quand 
A  décrit  le  cercle  C,  que  l'on  cherche. 

Ce  point  M  peut  être  considéré  comme  le  point  d'in- 
tersection de  la  tangente  en  A  au  cercle  C,  avec  la 
polaire  du  point  A,  par  rapport  au  cercle  du  faisceau 
compose  de  l'axe  radical  A  des  circonférences  C  cl  C  el 
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de  la  droite  de  l'iiiiini.  Il  est  donc,  sur  cliatjue  langeiUe 
mobile  à  la  circonférence  C,  le  point  symétrique  dii 
point  de  contact  A,  par  rapport  au  point  d'intersection 
de  cette  tangente  avec  l'axe  ladical.  Ou  a  donc  ainsi 
une  génération  simple  du  lieu  ('). 

Les  points  du  lieu  à  l'infini  sont  ceux  pour  lesquels 
la  tangCJiteau  cercle  est  parallèle  à  la  polaire  du  point  A, 
par  rapport  à  l'axe  radical  A  et  à  la  droite  de  l'ïnlini. 
Ils  se  trouvent  donc  sur  une  parallèle  à  A.  On  voit  faci- 
lement que  les  asymptotes  sont  les  symétriques,  par 
rapport  à  I  axe  radical  A,  des  tangentes  au  cercle  C  aux 
extrémités  de  la  ligne  des  centres,  et  que  la  courbe  reste 
toujours  dans  la  région  du  plan  couiprisc  entre  ces 
droites. 

Il  n'y  a  évidetnn>ent  pas  de  points  réels  sur  la  ligne 
des  centres  quand  A  coupe  réellement  le  cercle  0.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  passe  par  les  points  d'intersection  de  C 
et  de  A.  Appelons  S  un  de  ces  points.  Quand  A  vient 
en  S,  le  point  M  arrivant  aussi  en  ce  point,  la  tangente 
«n  S  à  la  courbe,  lieu  des  points  M,  est  la  position  limite 
de  8M  quand  A  vient  en  S.  La  droite  S\I,  A,  la  droite  SA 
et  la  parallèle  à  MA,  menée  de  S,  forment  un  faisceau 
harmonique.  Lorsque  A  vient  en  S,  la  droite  SA  et  cette 
parallèle  coïncident  avec  la  tangente  en  S  à  C  :  il  eu  est 
donc  de  même  de  SM.  Ainsi  :  le  lieu  de  M  est  tangent 
àC  enS(ï)' 

(<|  On  peut  dire  aussi  :  le  centre  radical  de  C,  C  et  it:  \,  consî- 
dërù  romme  un  cercle  de  rayon  nul,  est  à  la  ronc»iili'c  de  A  cl  de 
A^l.  f.tanl  aussi  sur  l'aie  radical  de  A  et  de  C,  il  est  le  milieu  du 
segment  .VU  ;  donc,  etc. 

Cj  On  peut  au^si  arriver  ù  ce  résultat  ca  faisant  usage  d'infini- 
ment petits.  »u  encore  en  appliquant  lu  coastruciion  de  la  normale 
en  un  point  quelconque  du  lieu  ctinsidéré  comme  >^lant  engendré  par 
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Quand  A  ne  coupu  [tas  rétslleinenl  le  cercle  C,  les 
poinis  limites  du  faisceau  des  cercles  sont  rccis,  ut  un 
point  du  lieu  est  sur  l'une  et  l'autre  des  polaires  de  A 
par  rapport  à  ces  cercles  limites.  Donc  le  lieu  passe  par 
ces  points.  Celui  qui  est  à  rïnléneur  de  C  est  un  point 
isolé  tlu  lieu;  la  sécante,  qui  passe  par  l'autre,  restant 
constamment  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  mobile  A,  a  pour  positions  limites,  quand  M  se 
confond  avec  ce  point  limite,  les  perpendiculaires  aux 
tangentes  issues  de  ce  point  au  cercle  C.  Ces  perpendi- 
culaires sont  donc  les  tangentes  au  point  double  dit 
lieu. 

Ou  a  donc  deux  formes  du  lieu  :  l'une  à  jtoints  doubles 
imaginaiies  ne  coupant  pas  la  ligne  des  centres,  l'autre 
à  points  doubles  réels  sur  celle-ci. 

Le  lieu  ne  dépendaut  que  de  la  (position  relatîvedeO 
et  de  A,  il  n'y  aura  de  cas  particulier  que  quand  A  sera 
tangente  au  cercle  C.  Les  points  limites  sont  alors  con- 
fondus au  point  de  contact  de  A  et  de  C.  Quand  le  point  A 
vient  en  ce  [>oiut  de  contact,  le  point  d'intersection  de 
ses  polaires  par  rapport  aux  cercles  du  faisceau  est  in- 
déterminé sur  la  tangente  A.  Donc  la  droite  A  fait  partie 
du  lieu.  Le  reste  du  lieu,  «'ngendré  cumme  précédem- 
ment, a  pour  asymptote  unique  la  symétrique  par  rap- 
port à  A  de  la  tangente  au  cercle  C  à  l'extrémité  de  la 
ligne  des  centres.  Le  point  de  contact  est  un  point 
double  du  lieu,  et  les  tangentes  en  ce  point  étant  les 
perpendiculaires  issues  de  lui  à  la  ciruonféreucc,  sont 
confondues  avec  la  ligne  des  centres.  Uoncc'est  un  point 
de  rebrousseuienl.  Ou  voit  facilement  que  le  lieu  est 
une  rissoïde  droite  engendrée,  d'après  la  construction 
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roiiiiiie,  |)iiriin  point  pris  sur  mit:  sécante  inabilc  autour 
du  point  (le  conlact  de  C  et  Je  A,  à  partir  du  point  d'iii- 
lersectioii  de  cettt;  sécante  avec  le  cercle  tangent  au 
cercle  C,  au  (wint  de  contact  tic  A  avec  C,  et  décrit  sur 
lu  segment  de  la  ligne  des  eenties  compris  entre  A  et 
l'asymptote  cuinine  diamètre. 

Le  lieu  se  composant  d'une  cissoïde  et  d'une  droite 
est  donc  du  (|uatriéuie  degré. 

On  le  voit  d'ailleurs  directement  eti  ren)arf|uanl  que 
sur  une  droite  passant  par  l'un  des  points  limites  du 
laîsccau,  il  y  a  deux  poinis  du  lieu  correspondant  aux 
deux  points  A  d'intersection  de  la  perpendiculaire  menéii 
par  ce  poiul  n  la  droite  considérée  avec  le  cercle  C, 
puisque  cette  droite  est  la  polaire  par  rapport  au  point 
limite  de  ces  points  A.  Le  point  limite  étant  un  point 
double  du  lieu,  il  y  a  quatre  points  du  Heu  sur  une 
droite;  il  est  donc  du  quatrième  degré. 

De  plus,  tous  les  cercles  du  faisceau  passant  par  les 
deux  points  cycliques  du  plan, les  polaires  de  ces  points 
par  l'apport  à  ces  cercles  se  coupent  en  ces  points 
mêmes.  Donc  le  lieu  est  circulaire. 

Ces  résultais  montrent  que,  dans  le  cas  de  décompo- 
sition, le  lieu  est  une  cubique  circulaire  à  point  de 
rebroussement,  doue  une  cissoïde,  et  que  les  tangentes 
au  lieu,  dans  le  cas  général,  aux  points  d'îiiieriiection 
de  C  et  de  A,  sont  les  tangentes  au  cercle  C;  puisque, 
d'après  le  mode  de  génération,  le  lieu  ne  peut  pénétrer 
dans  le  cercle  C,  ni  avoir  en  ces  points  des  rebrousse- 
nients,  puisque  la  droite  A,  le  coupant  déjà  eu  deux 
points  à  l'inlini,  le  couperait  en  quatre  antres  poinis. 
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EXERCICES    DE   LICEKCE; 

l'AB  M.  C.  BOURLKT. 


1.  /(z)  dùsignaiiL  une  foiictîon  liolomorpbe  à  l'inlé- 
rjeur  d'un  contour  fermé  simple  C,  et  a  et  b  deux 
nombres  dont  les  affîxes  sont  situées  à  l'intérieur  du 
contour  C,  démontrer  que  l'on  a 

l'intégrale  du  premier  membre  étant  prise  le  long  d'un 
chemin  allant  de  a  en  h  à  l'intérieur  du  contour  C  et 
celle  du  second  membre  étant  prise  le  long  de  ce  con- 
tour C,  dans  le  sens  positif. 

n.  u(z)  désignant  une  fonction  de  la  variable  imagi- 
naire z,  régulière  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  ayant  l'ori- 
gine O  pour  centre,  et  z  désignant  un  point  quelconque 
situé  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  démontrer  que,  si  l'ou 


luninis  situes  s 
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rinlérîeurdu  cercle  C,  on  a 


S^^-i 


ni.  I'(x)  élanl  un  poljnome  eniier  de  degré  m,  dé- 
monlrer  que  l'étjuatîon  dillérentielle  linéaire 
V'-Hl-J^)  d'"y        pim-llf/.j.)  rfm-l^ 

m!         tfW"  "^     (m  -  I)!      (tr"'-l"  "^  "  "  ' 

OÙ  A' désigne  une  constante  et  P'(x),  P"(j"),  -■-,  ?'"■'(.*■) 
les  dérivées  de  P(a;),  se  ramène  à  une  étjualion  lir 
à  coefficients  constants,  en  z,  en  posant 


/  =  « 


CORRESPOKDAIVCE. 


M.  de  Saint-Germain.  —  A  propos  de  la  quadrature  du 
rerc/e.  —  Un  ouvrii;r  charpentier  du  Galiados,  M,  [lenri 
GuilJot,  a  trouié  une  construction  simple  du  cûié  d'un  carrn 
approximativement  équivalent  à  un  cercle  :  it  suffit  de  cun- 
•itruife  un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  est  égale  au 
diamètre  du  cercle  et  une  des  calhétes  à  une  fois  et  demie  le 
cûié  du  décagone  régulier  infcrit  :  la  seconde  cathctc  est  le 
côté  pi-oposé.  Le  rayon  du  cercle  élant  i,  i-c  cùlé  est  égal  à 
I  ,77a  if>7,  au  lieu  de  /ï  =  1 ,773454  ;  l'erreur  relative  est  infé- 
rieure à  ï^ïï,  graphiquement  négligeahle. 

M.  H.  d'Ocagne.  —  Extrait  d'une  lettre,  —  «  Le  théo- 
rème sur  Ici^uel  est  fondée  la  solution  de  la  question   1717, 
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Note  Sur  l'enveloppe  de  certaines  droites  variables  (M.  Â., 
3'  série,  t.  V,  p.  H9;  1S86).  IJoe  élt-ganle  {,'cnératisalion  de  ci' 
théorème  a  été  depuÎ!:  lors  obtenue  par  .M.  R.  Coilefroy  (  C.  ft.. 
I.  Cil,  p.  6o4f  tSS6).  Il  e^l  d'ailleurs  très  facile  d'attcimlri' 
immédiatement  cl  sans  démo nsl ration   nouvelle  à  cette  ■:éné- 

»  En  effet,  le  tiiéorènie  que  j'ai  obtenu  consiste  en  ceci  : 
Si  an  segment  de  droite  al»  dont  les  erirémiléi  a  et  b 
décrivent  les  coutbet  planes  {a)  et  i b)  a  une  projection 
constante  sur  l'are  i,  le  point  où  la  droite  ab  touche  ton 
enveloppe  est  symétrique  par  rapport  au  milieu  de  ab  da 
point  où,  cette  droite  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  i  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  «  et  b 
aux  courbes  (a)  et  (b). 

a  Si  par  un  point  o  quelconque  du  plan  od  mène  des  seg- 
ments od  équlpollenis  aux  segments  ab,  le  lieu  (  d)  des  extré- 
mités lie  ces  segments  est  une  droite  perpendiculaire  à  i. 

u  Supposons  maintenant  que  les  segments  ab  soient  équi- 
pollents  aui  vecteurs  od  d'une  courbe  quelconque  id).  Pour 
construire  le  point  où  le  segment  ab  touche  son  enveloppe, 
nous  pouvons  substituer  A  la  courbe  (  d)  sa  tangente  au  poiiil 
d  correspondant.  C'est  en  cela  que  consiste  la  généralisation  de 
M,  R.  Godcfroy.  •• 

TiX.  E-  Lemaine.  —  Extrait  d'une  lettre.  —  «  A  propos  At 
la  question  ITtt,  une  solution  de  moi  est  mcntionée  dans  le 
numéro  d'avril,  p.  196;  ce  n'était  pas  à  proprement  parler  nm; 
solution  ;  je  voulais  simplement  faire  remarquer  que  ccte  ques- 
tion ITti  n'est  autre  chose  que  la  définition  des  cercles  de 
Neuberg.   ■ 

0'  F.  Scbnr.  —  Au  sujet  de  l'article  de  M.  V.  Farjon. 
Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon,  publié  <lans  le  numém 
de  février  189;,  Je  crois  utile  de  signaler  les  travaux  suivants, 
ilans  lesquels  la  mi^me  méthode  est  emplovée  : 

DwDELiK.  Hecherches  nouvelles  sur  les  seclions  coniqtus 
(Annales  de  Mathématiques,  par  J.-I).  Gergonnc,  I.  X\, 
],.  J8;). 

Hbssb,  Ueber  dns  nenadlini/je  Sec/isecA  au/  dem  Ityper' 
botoid  (Crelle  s  Journal,  IJd.  2(,  p.  loi. 

^cltHiiTEM,  Théorie  dcr  Oherfl'UhcH.  1.  Ordnung.  Leipïi;;. 
Tcubner,  iHMo.  S.   117. 
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Leçons  svk  les  applications  GKOMÉTniQiF.s  de  l'Ana- 
lyse, par  M.  Louis  Rajfy,  chargé  de  Cours  à  la  Facullé 
(les  Sciences,  iitaitre  de  courérciiccs  »  l'i'xulv  Normale 
supérieure,  i  vul.  iii-8  du  ajo  pages.  Paris,  Gauthici- 
Villai-setfils;  1897. 

Le  livru  de  M.  RafTy  est  avant  tout  un  traité  didactique  où 
Im  élémenls  de  la  tliéorie  des  courbes  et  des  surfaces  sont 
exposés  de  façon  méthodique,  et  illustrés,  eomme  on  dit  quel- 
(luefois,  par  de  nombreux  exemples.  Ceun-ci  ne  forment  pas 
une  compilation  d'exercices;  chacun  d'eux  vient  à  sa  place,  au 
fur  et  à  mesure  de  l'exposition  théorique,  de  sorte  que  le  tout 
forme  un  ensemble  bien  coordonné  et  bien  fondu,  ce  qui  en 
facilitera  notablement  la  lecture  aux  étudiants.  Ces  exemples 
se  rapportent  d'ailleurs  aux  ligures  géométriques,  courbes  ou 
surfaces,  les  plus  classiques,  et  dont  il  n'est  pas  permis  d'igno- 
rer les  propriétés  essentielles  à  quiconque  veut  faire  des  études 
sérieuses  de  mathématiques. 

Bien  que  M.  RalTy  ail  évité  de  donner  des  indications  histo- 
riques ou  bibliographiques,  pour  éviter  d'être  entraîné  trop 
loin,  on  peut  reconnaître  facilement  qu'il  a  mis  à  profit  des 
liavaus  récents,  di!  soric  que  les  éludianis  qui  auraient  déjà 
lu  d'autres  livres  avant  d'aborder  le  sien,  pourront  y  trou\er 
diverses  questions  dignes  d'intérêt  et  nouvelles  pour  eux;  je 
iTois  même  que  certaines  solutions  appartiennent  en  propre  à 
l'auteur  du  Livre. 

Le  souci  de  la  rigueur  et  la  pratique  de  l'cnscij^nement  ont 
conduit  M.  RafTy  à  adopter  certaines  définitions  un  peu  res- 
trictives, mais  (lu  moins  parfaitement  précises,  et  d'ailleurs 
très  suffisamment  générales.  Je  crois  cette  tendance  bonne, 
car  on  rencontre  trop  souvent,  dans  divers  Livres  ou  Mémoires, 
des  propositions  sujettes  à  critique,  quelquefois  vraiment 
inexactes,  parce  que  les  hypothèses  ou  les  définitions  dont  elles 
dépendent  n'ont  pa*  été  établies  avec   assez,  de  in-Ueté:  sans 
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compter  qu'on  est  exposé  à  employer  une  démonsIratioD  com- 
pliquée saDS  ^rand  profil  pour  la  généralité  des  résultats. 

M.  Rafly  a  dû,  toujours  dans  le  même  ordre  d'idées,  préciser 
certains  points  délicats.  Je  signalerai,  en  particulier,  une  dis- 
cussion  intéressante  de  la  question  relative  à  la  (Ixatioti  ilu 
signe  de  la  torsion  d'une  courbe,  discussion  conduisant  à  des 
conventions  logiques  et  très  nettes  qu'il  serait  trop  long  de 
détailler  ici,  mais  sur  lesquelles  j'appelle  spécialement  l'atten- 
tion des  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  Les  quelques  pag-i^s 
où  ce  sujet  est  traité  sont  certainement  de  celles  quijustilieat 
ce  passage  de  la  Préface  ;  o  Ce  Livre,  al-je  dit,  s'adresse  à  ceux 
qui  apprennent;  mais  je  serais  heureux  si  ceux  qui  savent, 
venant  à  y  jeter  les  jeux,  y  trouvaient  matière  à  penser.  ■ 

M.  RafTy  a  précisé  de  même  le  signe  du  paramétre  de  distri- 
bution deis  plans  tangents  à  une  surface  gauche;  i)  fait  d'ail- 
leurs remarquer,  très  justement,  que  le  paramétre  dedistribu* 
tion  de  la  surface  engendrée  par  les  binormales  d'une  courbe 
n'est  autre  chose  que  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  elle- 
même.  De  sorte  que  les  questions  de  signe  relatives  a  la  torsion 
et  au  paramétre  de  distribution  se  rattachent  tout  naturelle- 
ment l'une  a  l'autre. 

On  peut  regretter  que  M.  Raffy  ait  cru  devoir  laisser  de  c<llé 
l'étude  de  certaines  questions  telles  que,  par  exemple,  celles 
qui  se  rapportent  aux  courbes  dont  les  normales  principales 
sont  normales  d'une  autre  courbe.  .Mais  l'auteur  déclare  dan^ 
sa  Préface  qu'il  a  voulu  surtout  traiter  complètement  ci 
questions   fondamentales   et   prêpai'er   l'élude    ultériei 

Je  pense  en  avoir  dit  assex  pour  montrer  ce 
les  Leçons  de  M.  RalTy,  et  pour  faire  comprendre  que  l'auteur 
n'a  pas  voulu  reproduire  ce  qui  se  trouve  déjà  plus  ou  moins 
complètement  dans  d'autres  Traités,  mais  faire  une  cruvre 
personnelle  et  apporter  quelques  perfectionnements  à  l'expusi- 
lion  des  théories  classiques.  Pour  donner  une  idée  du  contenu 
de  ce  Livre,  sans  reproduire  le  détail  de  la  Table  de»  matières, 
il  suffit  de  dire  que  ces  Leçons  correspondent  â  la  partie  du 
programme  du  certificat  «  Calcul  dJITérentiel  et  intégral  ' 
relative  aux  applications  géométriques,  et  donnent  la  matière 
d'une  préparation  essentielle  aux  Leçons  de  ^1.  Darboux  qui 
font  la  matière  du  programme  de  Ijrnméirie  supérieure. 
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Annalei  de  In  Faculté  des  Sciences  de  Toulome,  I.  \\\  ■Sg']. 
Bolletlino  deW  Associa~ione  «  Matheià  »,  Turin,  1896-1897.   . 
Journal  de  Mathémaliquti  pares  et  appliquées,   publiée   par 
C.  JoBDAS;  s*  si-rLe,  l.  111.  Paris,  18117. 
Bulletin  attronomique,  t.  XIV.  Paris,  1896-1897. 
Zeitschrift  fiir  mathematiachen  und  naliiitvisseiucba/llichen 
Unterricht,  publia  par  J.-C  -V.  Hoffmann.  Leipzig,  1897. 

Journal  fiir  die  reine  und  angetvandle  Malhemalik  (Crelle), 
publié  par  MM.  WeiERBTRAaa  et  L.  Fuchs;  B.  117.  Berlin,  1897. 

Jornal  de  Scienciai  matematicai  e  astronomicat,  publié  par 
V.  GoueaTEiXKiRA;  l.  XIII.  Colmbrc,  1897. 

Atli  délia  R.  Aceademia  dei  Lincei  (19^' année];  Bendlconli, 
Borne,  1897. 

Siblioteca  Matematica,  Journal  d'histoire  des  Mathématiques, 
publié  par  G.  ENsaranM.  Stockholm,  1896.1897. 

//  Nuovo  Cimeato,  organo  délia  Soc.  ital.  di  Ft:;ica;  5*  série, 
t.  V.  Pise,  .897. 

Archiva  de  Matematicas  paras  y  apiicadas,  rédigé  par  MM. 
E,  L.  Ohtiz,  L.  Gabco  et  M.  Beimas-  Madrid,  Valence,  1896. 

Periodico  di  Matematica,  publié  par  le  0'  G.  Laïîeri.  Livourne, 
■897. 

Bulletin  des  Sciences  maihématiques,  rédigé  par  G.  Dabboiix 
el  i.  Tannkhv;  v  série,  t.  XX.  Paris,  1896. 

Bendiconli  del  Circolo  Matematica  di  Palermo,  t.  X,  181)6. 
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1765.  On  coupe,  par  un  plan  arbitraire,  un  ellipsoïde  donné, 
et  l'on  prend  la  cîrronférenee  lieu  des  «ommcls  des  angle' 
droits  rircunscrits  à  l'ellipse  d'interseclion.  Lorsqu'on  fait  varier 
le  plan,  on  obtient  des  circonférences  qui  n'oceopenl  qu'une 
région  délerminêe  de  t'espace;  on  demande  quelle  est  la  sur- 
face qui  limite  cette  région?  (  Manmieih.) 

1766.  Un  donne  un  cylindre  de  révolution  et  un  cône  dont 
l'axe  de  révolution  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 
On  déplace  un  citne  de  grandeur  constante,  dont  l'axe  de  révo- 
lution reste  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  de  façon 
que  son  sommet  décrive  la  courbe  d'intersection  du  cylindre 
et  du  cône  donnés.  On  demande  quelle  e?l  l'enveloppe  de  la 
trace  de  ce  cAne  mobile  sur  un  plan  de  section  droite  du 
cylindre.  (Ma!<mieiii,) 

1767-  Étant  donné  un  point  M  de  l'espace,  on  lui  fait  cor- 
respondre le  point  M'  qui  lui  est  diamétralement  opposé  dans 
la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  cercle  fixe  F  donné 
daiis  un  plan  it.  Si  le  point  M  décrit  une  courbe  (M)  ou  une 
surface  [M],  le  point  M'  décrit  une  courbe  (M')  ou  une  sur- 
face [M']. 

Démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

1°  Si  la  surface  [MJ  est  une  quadrique  passant  par  le  cercle  T, 
la  surface  [M']  est  aussi  nne  quadrique  passant  par  ce  cercle. 

Ces  deux  quadriques  se  coupent  suivant  un  second  cercle  F, 
«t  la  sphère  admettant  Ti  pour  section  diamétrale  contient 
aussi  le  cercle  T. 

Si  la  surface  [M]  se  réduit  a  un  plan,  le  ibéorémc  subsiste, 
mais  la  quadrique  [M']  passe  alors  par  le  point  à  rinfinî  dans 
[a  direction  normale  au  plan  du  cercle  T. 

a°  Si  la  courbe  (M)  est  une  section  circulaire  de  la  qua- 
drique f  M  1  dans  un  plan  parallèle  au  plan  ni  du  cercle  Ti,  la 
courbe(M')  est  unt  section  circulaire  de  la  quadrique  [M'] 
également  dans  un  plan  parallèle  à  ri. 


jbv  Google 


(  »W  ) 

■J"  Pour  des  surfaces  ou  des  courber  quelronrgurs  on  a  If* 
|irupo&itions  suivantes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  M  et  en  M'  aii\  surfaces  [M] 
cl  [M'],  respective meni  menées  [tar  M'  et  M,  se  coupent  dani 
le  plan  i:. 

Les  plans  parallèles  au\  plans  normaux  en  M  et  en  M'  aux 
courbes  (M)  et  (M),  respectivement  menés  par  M'  et  M,  .<e 
coupent  dans  le  plan  it. 

(Cette  seconde  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
de  la  première). 

Hemarque.  —  Il  résulte  de  li  que  les  normales  en  M  et 
en  M'  aux  surfaces  [M]  et  [M']  se  rencontrent,  et  que  les  plans 
normaux  en  M  et  en  M'  aux  courbes  (M)  et  (M')  se  coupent 
suivant  une  droite  parallèle  au  plan  n.        (M.  d'Ocagne). 

i768.  L'expression 

\=i^-i)(m  —  i)...(m  —  k)—'^(m  —  ->)(m  —  l)...{m-k~il 
_  ÎLL^=li)(m~  3)(m  -  4).  -  .<m  -  *  -  3)^. . . 

-+-  "(—l)"-'(m -*)(">-*-■)■■■('»  —  »*  + 0 
+  (_,)«(M  — i-i)(m-*-a)...(m-aA) 
eut  indépendante  de  m  pour  A  =  n,  ou  !■  <  n. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

A  =  (.2.3...  n, 
et  dans  le  second 

A  =0. 

(„_,)(m_,)(m_3);-3(m-5l(m_3)(m-4) 

+  3(m-3Km-4J(m-5)-(m-4)(m-5)(m-6)  =  6, 
,m_,,(m_a)(m_3)-u(m-a)(n,-3)(OT-4) 

+  (m-3)(m_4)(m-5)=o. 
(Gbniï.) 

ERRATA. 

T.  XVI,  i8i)7.  p.  lîi,  deuxième  formule,  n» /(«H  de  ±  m,  lut:  — m. 


Dçiilizedbv  Google 


(245  } 


CONCOURS  BES  «  NOliVKLLRS  ANNALES  « 
POUR  1897- 


Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  prem'_.  concours  de  1897,  le  prix  a  été  décerné 
à  M.  A.  Pages.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos 
prochains  numéros. 


[R4bl 

SUR  LES  rNTÉGRALBS  COnMUNES  A  PLUSrEURS  PROBLÈMES 
SDR  L'ÊQUILIBRC  D'UN  FIL  FLEXIBLE  KT  INEXTENSIBLE; 

Par  m.  N.  SALTYKOW. 


Soient  X,  Y,  Z  les  composantes,  suivant  trois  axes 
rectangulaires,  de  la  ibree  rapportée  à  l'unité  de  masse 
d'un  fîl  flexible  et  inextensible  ;  x,j,  z  les  coordonnées 
d'un  élément  ;  h  ladensîté  ;TIa  tension,  regardées  comme 
fonctions  de  l'arc  s  du  fil.  Les  équations  difiërentielles 
de  l'équilibre  du  fil  sont 

\   d  UdT\    ,    ,.,.  


)5(^f)-" 

=  0. 

â(tê)-^ 

=  .. 

\ds)  ^  wO  " 

-m- 

Mathémat.,  î'série,  t.  XVI.  (Juin  18 
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I,  Soient  k  uiic  coiisUiKc,  X,  Y,  Z  des  fonctions  du  x, 
y,  z,  ou  k  une  fonction  de  s,  X,  Y,  Z  dépendant  de  .i,  j-. 

S'il  existe  la  condition 


a,,  «a,  Oj  étant  des   constantes    arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  ont  trois  intégrales 

,  dx  ds 


Ci.Ci.C]  sont  des  constantes  arbitraires. 

11.  Soient  A  une  constante,  X,  Y,  Z  des  fonctions  de 
i.   S'il  existe  la  condition 


J  [(3  +  Oj7  +  «jH^-^  "il  —  (««r-^  ««)(^  -f-  û|  )J  X  / 

^ (z  +  «.j;  +  ^,)»,->-<»,-t>,r)ai, ^ 

l      -[(z  +  a,x  -^  a,)(x  +  a,,  +  (a,x  -a.^j'  +  a,)]Z  j 

d),  a},  ...,  Qio  étant  des  constantes  arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  admettent  deux  intégrales 

-.r,  ^dx  dy  dil 

où  Ci,  Cl  sont  des  constantes  arbitraires. 
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Ed  eOet,  on  a 

relations  où  l'on  a  posé 

^.   ^  (3  -h  a,y  -I-  as){y  -h  ai)  -i-  (tiiX -h  a,)(T -\-  a,) 
'       {s-^-ai,:c-^-a^)^J;^a,)-h(alX-a^)(_}■-hat)' 

*  (a-(-o,a;  +  a,j(-^  +  «i)+(ai*  — «»)(^  +  a.) 

jj    _  (7-rns)a}-i-(a:  +  ai)aio 

Il  est  évident  qua 

(a  ^  «,a:-4-c;)  V,  -  (V  +  a.)V,=  a,  ^  +  «„ 

Il  s'ensuit  que  les  premiers  membres  des  équations 

laix  —  at)Si'+-(3^H-ai)  Si  =  o, 

sont  des  dérivées  exactes  : 

2.    S'il  existe  la  condition 

A[a,X-^rt,Y-.-a,Z-Ha4(7Z  — 3Y) 
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a,,  ûj,  .. .,  «I  élanldes  coiistantus  arbilraii-es,  les  équa- 
tions (i)  ont  l'intégrale 

C  «st  une  constante  aibitraiie. 
IJl.  —  1.   S'il  existe  la  condition 


1  [(,z-haty-'ra3)(y-hai)-i-{a,y-haa){,x  +  a,)]X  I 

)       —\(z-t-at^^a,)ix^a,)-i-ia,x~a^)(y  +  a,)]y  \ 

(--:  +  g,.r-^fl,)r,(j)  +  Ut  — >^tJ)T,(j)  ^^ 

ai,a2,  .  .  .  ,at  étant  des  constantes  arbitraims,  Vi,^] 
des  fonctions  arbitraires,  les  équations  (i)  admettent 
deux  intégrales 

où  Ci,  Ci  sont  des  constantes  arbitraires. 

2.  S'il  existe  la  condition 

A|  n,  X -4- a,  Y  +  «,Z -t- ot  { jZ  —  s  Y) 

a,,  a-2,  ...,«„  étant  des  conslanies  arbitraires.  ^'  une 
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tonctio»  arbitraire  île  s,  les  équations  (  i  j  ont  rïutégralc 

tTu  —      a  -■^      a  — 
I    '  dt  ^    *  ils  ^    'lis 

'V  d!      '  dil 
[    dx  ds\ 

^•"('-di-'d!) 

C  est  une  constante  arbitraire. 

Ayant  appliqué  la  théorie(')de  M.Korkine  pour  ré- 
soudre le  problème  {")  de  M.  Bertraud  sur  les  intégrales 
des  équations  (i),  j'ai  trouvé  les  cinq  cas  cités.  Ils  sont 
les  seuls,  quand  il  y  a  des  intégrales  communes  à  plu- 
sieurs problèmes  sur  l'équilibre  d'un  Gl  flexible  et  inex- 
tensible soumis  à  l'action  d'une  force,  rapportée  à  l'unité 
de  masse  du  lil  et  dont  les  composantes  sur  trois  axes 
rectangulaires  de  coordonnées  x.^,  z  sont  des  fonctions 
de  x^y^z  et  de  l'arc  s. 


SUR  LA  BÉVIATION  DANS  L'EUIPSB; 

Par  m.  a.  MANNIIEIM. 


M.  d'Ocagnc  a  publié  dans  ce  Journal,  sous  le  litre  : 
De  la  déviation  dans  l'ellipse  (^),  un  article,  déjà  an- 


(')  Malhematùche  Annaltn,  B.  i,' S.  i3. 
(')  Journal  de  LiouviUe.  t.  XVIII.  —  Mémoire  su 
~ommune$  à  plusieurs  problèmes  de  Mécanique. 
(')  Voir  Trimp  V.  Iroisifino  *^ric.  r-  ^Z"  cl  ■•V,:  i 
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cien,  au  sujet  duquol  voici  quelques  remarques  géomé- 
triques. 

M.  d'Ocflgni!  appelle  déviation  de  l' ellipse  au  pointM, 
l'angle  5,  que  la  tangente  T'ï"  à  l'ellipse,  en  ce  point, 
fait  avec  les  tangentes  correspondantes  T'M',  TM' 
aiuc  cercles  dèci  ils  sur  les  axes  de  l'ellipse  comme  dia- 
mètres. 11  cherche  la  position  du  point  de  l'ellipse  pour 
lequel  cet  angle  atteint  son  maximum,  et  donne  quelques 
pi-opriétés  relatives  à  ce  point. 

Lorsque  S  est  maximum,  pour  un  déplacemeni  inG- 
nimcni  petit  de  M,  sur  l'ellipse,  sa  variation  de  gran- 
deur est  nulle.  L'angle  M, T'M'  est  alors  de  forme  inva- 


riable et  donne  lieu  au  centre  instantané  de  rotation  C, 
qui  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  M,,  sur  le  lavoii 
OM',  et  enOn  sur  la  perpendiculaire  TC  à  0;r. 

On  peut  dire  la  même  chose  pour  l'angle  M,  T'M°; 
le  point  C   est  donc  aussi  sur  la  perpendiculaire  VC 

Le  piiint  C  élanl  le  centre  instantané  relatif  au  dépla- 
cement de  T'T",  ce  segment  est  de  grandeur  invariahtc 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  .\L  ■*'"'  ^'e/- 
lipse. 

Déplaçons  T'T"  d'une  façon  continue  dans  l'angle 
xOy\  le  point  M,  marqué  sur  ce  segment,  décrit  alors 
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une  ellipse  qui  n'est  aulre  que  l'ellipse  donnée,  puisque 
ces  deux  courbes  ont  leurs  axes  dirigés  suivant  O a-,  Ojr 
et  qu'au  point  M|  la  droite  iMiC  est  une  normale  qui 
leur  est  commune.  I!  résulte  de  là  que  M,  partage  T'T* 
en  deux  segments  respcctwenient  égaux  aux  demi- 
axes  de  l'ellipse  donnée. 

Par  suite,  OC  est  égal  à  la  demi-somme  des  a^ces  de 
l'ellipse,  et  alors  le  segment  M,C  est  égal  au  demi- 
diamètre  conjugué  de  OM,.  Abaissons  la  perpendicu- 
laire OQ  sur  T"r".  Le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 
en  M,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle 
à  T'T  divisé  par  OQ.  Mais  ce  demi-diamètre  est  égal 
à  M,  C,  qui  est  égal  à  Oy,  donc  le  rayon  de  courbure 
en  M(  est  égal  à  OQ,  ou  autrement  on  obtient  le  centre 
de  courbure  de  l'ellipse  pour  le  point  M, ,  en  projetant 
le  centre  O  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point . 

La  longueur  M,  C  étant  moyenne  proportionnelle 
fntre  M, 'F  et  M,T",  dmii-axes  de  l'ellipse,  est  facile  à 
déterminer.  Avec  le  segment  ainsi  obtenu,  pour  rayon, 
on  décrit  du  point  O  une  circonférence  de  cercle.  On 
construit  ensuite  une  tangente  à  ce  cercle  de  façon  que 
le  segment  QT'  compris  entre  son  |ioint  de  contact  et 
l'axe  Ox  soit  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse;  sur 
fX'tte  tangente  on  prend  le  symétrique  de  Q  par  rapport 
au  milieu  de  T'T",  et  l'on  obtient  le  point  M,.  Il 
est  facile  de  retrouver  les  expressions  données  par 
M.  d'Ocagne,  relatives  à  l'angle  de  déviation  maxi- 
mum. Pour  arriver  à  ces  expressions.  M,  d'Ocagne  a 
fait  usage  de  celle  qu'il  a  d'abord  établie,  et  qui  donne, 
quel  que  soït  le  point  pris  sur  l'ellipse,  la  valeur  de  S 
eonnaissant  l'anomalie  excentrique  es. 

Si,  dans  cette  expression  de  5,  on  donne  une  autre 
signification  aux  lettres  qu'elle  renferme,  on  obtient  la 
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formule  (<)  qui  détermine,  pour  une  ligne  d>;  courbure 
en  un  point  d'une  surface,  La  tangente  de  l'angle  que 
fait,  avec  le  plan  tangent  en  ce  point  à  cette  surface, 
l'axe  de  courbure  de  cette  ligne  de  courbure. 

Cette  remarque  pourrait  donner  lieu  à  un  examen 
particulier. 


SUR  LES  COKIQIBS  QUI  ONT  AYEC  UNE  COURBE  DONNÉE  EN 
m  DE  SES  POINTS.  U^  CONTACT  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 
a  PROPOS  DE  LA  QUESTION  17S1)  ; 

P*B  M.  M.  n'OGAGNE. 


i.  Cette  Note  contient  une  sulution  de  la  question 
1757,  ainsi  que  divers  développements  qui  s'y  rattacbent. 

Soit,  au  point  O  considéré  sur  la  courbe  donnée,  C  le 
centre  de  courbure.  Proposons- non  s  d'étudier  l'enve- 
loppe des  axes  des  paraboles  qui  ont  avec  la  courbe  en 
ce  point  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire  qui 
sont  tangentes  en  O  à  la  courbe  donnée  et  admettent 
en  ce  point  le  centre  de  courbure  C. 

On  sait  que  la  projection  du  centre  (le  courbure  sur 
le  diamètre,  en  un  point  d'une  parabole,  se  trouve  sur 
la  perpendiculaire  élewée  à  la  nornmle  par  le  point  où 
celle-ci  rencontre  l'axe  (*). 

11  résulte  de  là  que  si  l'on  se  donne  le  diamètre  OM 


(')  Voir  Principe!  et  dëveloppemenU  de  Géonte'trie  cinéma- 
tique, p.  337. 

(*)  Ce  théorème  résullc  de  l'extension  i  la  parabole  de  celui  que 
M.  ManDhcicn  a  d<^mon[ré  pour  l'ellipse. 
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(.53) 
de  l'une  des  [laraboles  considérées  au  point  0(./îg'.  i), 
il  suffit  de  projeter  le  centre  de  courbure  G  eu  M  sur 


OM,  puis  le  point  M  en  Q  sur  OC.  et  de  tirer  par  Q  la 
parallèle  QP  à  OM  pour  avoir  l'axe  de  cette  parabole. 

L'axe  étant  ainsi  construit,  il  serait  facile  d'obtenir 
son  enveloppe,  mais,  ce  problème  ayant  déjà  été  résolu, 
nous  le  laissons  de  côté  (  '  ).  On  sait  que  celte  enveloppe 
est  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrousse  ment 
(dont  l'un  au  point  C),  engendrée  par  uu  cercle  de 
rayon  —  roulani  k  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon— r-- 

Nous  nous  contenterons  d'iodïquer  la  construction 
demandée  du  point  P  où  l'axe  touche  son  enveloppe,  et 
du  centre  de  courbure  correspondant  p  de  cette  enve- 
loppe. 

Si  l'on  appelle  0  l'angle  que  OM  fait  avec  la  tangente 
Ox,  la  tangente  en  M  au  cercle,  décrit  sur  OC  comme 
diamètre,  fait  avec  0.r  l'angle  2  9. 


(  '  )  Voir  le  Recueil  d'Exerct 
prob[.  D"  35,  p.  ^3).  Nous  sign: 
fig.  g  [loc.  cil.,  p.  76).  La  disi 

-11".       i  j       i  OB 

■■ealeà^,cW-à-d,reà— . 


r  de  Tisseraad  (  3*  édit.,  i"  Partie, 
'ons  à  ce  propos  un  dûfaul  de  la 
ce  du  point  O  ï  la  droite  .\C.  est 
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Par  suite,  en  rcprésentanl  par  rf(Q)  et  i^{M)  les  dif- 
férentielles (les  arcs  décrits  par  Q  et  M,  on  a 

=  aMQ.dO. 

Mais  la  normale  MQ,  au  lieu  de  Q,  coupant  en  q  la 
normale  Vp  à  l'enveloppe  de  PQ,  on  a,  puisque  ccHl- 
dernière  droite  fait  aussi  l'angle  0  avec  O.r, 

rf(Q)=Q?.rfO. 
Par  suite, 

Q?  =  2HQ. 
ou 

QP  =  2HQ. 

Ainsi,  raxe  PQ  rencontrant  CM  au  point.  H,  1/  stiffit 
de  prolonger  HQ  ilit  double  de  sa  longueur  pour  ob- 
tenir le  point  P  oit  l'tixe  PQ  touche  son  enveloppe. 

Remarquons  que  le  lieu  du  point  H  n'est  autre  que- 
la  podaire  de  cette  enveloppe  par  rapport  au  point  C 
Si  donc  h  est  la  projection  de  ce  point  C  sur  la  nor- 
male Vp  à  celte  enveloppe,  H/i  est  la  normale  au  lieu 
de  H.  Il  en  résulte,  d'après  un  tbéorème  bien  connu 
de  M.  Mannlicini,  le  rapport  —■  étant  constant  et  égal 
à  1,  que 

Il    -; 
'l'I    " 

Il  suffit  donc  encore  de  prolonger  lu/  du  double  de 
sa  longueur  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  p. 

S.  Résolvons  te  même  problème  pour  les  axes  des 
byperboles  équîlaléres  qui  ont  aussi  en  O  an  contact  du 


second  ordre  avec  la  courbe  considérée,  c'esi-â-dii 


e  qui 


admettent  aussi    le  point  C  pour  centre  de  courburf. 
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(  25S  ) 
On  sait  que,  dans  it/w  hyperbole  e'quilalère,  la  pro- 
jection du  centre  de  courbure  sur  le  diamètre,  en  un 
point,    est    symétrique   du  centre  par  rapport  à  ce 

pointe). 

D'auirc  part,  les  axes  sont  parallèles  aux-  bissectrices 
des  angles  que  le  diamètre  forme  avec  la  normale. 

Si  donc  nous  nous  donnons  le  diamètre  OM  d'une 
des  hyperboles  équilaièies  considérées  en  O  {Jig.  2), 

KiR.    2. 


nuus  n'avons  qu'à  projeter  en  M  sur  ce  diamètre  le  sy- 
métrique D  du  centre  de  courbure  C  par  rapport  à  O 
pour  avoir  le  ccntt'i:  de  celle  hyperbole.  Le  lieu  de  ce 
centre  est  donc  le  cercle  décrit  sur  CD  comme  diamètre, 
résultat  connu  (-). 

Menant  par  M  les  parallèles  MP  et  MP'  aux  bissec- 
trices des  angles  que  OM  fait  avec  OD,  on  a  les  axi's. 
Ces  axes  ont  évidemment  pour  enveloppe  une  seule  et 
même  courbe,  car,  si  le  point  M  l'ait  le  tour  complet  du 

(I)  J'ai  obtenu  ce  IhÉori-mE  dans  ma  Note  Sur  lei  Irans/ormn- 
tiom  centrale*  des  courbures  planei  (n*  H)  {MathesU,  18NI).  J'ai 
fait  voir  danj  mcin  Court  de  Géométrie  infini téiimale,  [i-  î^i, 
.(ii'il  résulte  imini-cliatcnient  de  la  cnnstruclion  de  M.  Mannlieiiii. 

(')  TissEn*NP,  lof.  cit..  11.  -■: 
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cercle,  le  point  Q  vient  en  Q'.  Clierchons  les  points  P 
et  P'  où  ces  axes  touchent  celte  enveloppe.  Pour  cela, 
appelant  encore  Q  l'angle  DOM,  remarquons  que 

DIM  =  ae. 
Dés  lors 

d(M)=2MI.rf9. 

Mais  si  la  normale  MI,  au  lieu  quedécrtt  M,  coupeen 
m  la  normale  Pm  à  l'enveloppe  de  MP,  on  a,  en  remar- 
quant que  PM  fait  avec  OD  l'angle  -  > 

d<M)==  —  rfO. 
Il  résuite  de  là  que 

Mm  -iML 
ou,  si  H  est  ia  projection  de  I  sur  MP, 

MP  =  ^MH. 
ou  encore,  si  MP  rencontre  le  cercle  en  Q, 
MP  =  aMQ. 

De  même,  le  second  axe  louclie  l'enveloppe  au  poîni 
P',  tel  que 

MP'-îMQ'. 

D'ailleurs,  il  est  évident  que  la  normaleà  l'enveloppe 
de  ce  second  axe  passe  aussi  par  le  point  ni. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  rencontrer  celte  courbe 
{Jourri.  de  Math,  spéc,  2'  série,  t.  V,  p.  81;  1886) 
et  j'ai  fait  voir  que  c'est  une  lijpocycloïde  à  trois  re- 
brousseiueitts  engendrée  par  un  cercle  de  ra^on  R  rou- 
lant à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  3R. 

Si  p  est  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  repon- 
dant au  point  P,  le  point  Q  étant  le  milieu  de  MP,  lu 
point  ij  est  de  même  le  milieu  de  mp. 

Or,  les  droites  MQ  cl  MQ*  étant  rectangulaires,  la 
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droite  QQ"  passe  par  le  centre  I  du  cercle,  cl  comme 
01)  a 

?/*  _,^  Q'P' 

mq  MQ'  ' 

il  en  résulte  que  les  points  p  clV  soitt  en  ligne  droite 
avec  le  centre  I.  De  même  pour  les  points  p'  et  P. 

Ainsi  les  centres  de  courbure  p  et  p'  répondant  aux 
points  P  et  P'  sont  respectivement  sur  les  droites  IP' 
et  IP. 

Remarquons  que  l'on  a  aussi 

'-/'- =  1^-^-3 
II'-        [M 

L'enveloppe  des  axes  est  donc  homolhctique  à  sa  dé- 
veloppée par  rapport  à  I . 

'A.  S'il  s'agit  de  construire  soit  la  parabole,  soit  l'Iij- 
perbole  équilalère  osculatrice  en  O,  c'est-à-dire  ayant 
en  ce  point  un  cotif/icl  du  troisième  ordre  avec  la  courbe 
donnée,  il  faut  connaître  le  centre  de  courbure  C,  de  la 
développé);  de  cette  courbe  correspondant  au  point  C. 

D'après  un  théorème  connu  de  Maclanrin  (  '  ),  il  suitit 
de  prolonger  C,  C  {dans  le  sens  de  C,  vers  C)  du  tiers 
de  sa  longueur,  et  de  Joindre  le  point  y  ainsi  obtenu  au 
point  O,  pour  obtenir  le  diamètre  de  toute  conique 
admettant  pour  rentres  des  deux  premières  courbures 
les  points  C  el  C|. 

Dès  lors,  si  l'on  prend  rette  direction  Oy  pour  la 
droite  OM  du  n"  ï,  on  en  déduit  l'axe  de  la  parabole 
osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  son  axe,  un 
de  ses  points  et  la  tangente  en  ce  point;  construction 
connue. 
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(a58) 
Si  l'on  prend  l.-i  dlreclion  Oy  pour  la  droite  OM  Au 
n"  2,  on  en  dt^diiit  le  centre  et  les  axes  de  l'Iijpcrbole 
équitatèrc  osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  ses 
asvmptotes,  bissectrices  des  angles  de  ses  axes,  un  de 
ses  points  et  la  tangente  en  ee  point,  construction  égale- 
ment connue  (<  ). 

4.  Propos ons-ao us  enfin  de  construire  la  conique 
osculatrice  à  une  courbe  donnée  eu  un  point  donné, 
c'est-à-dire  ayant  avec  cette  courbe  un  conlact  du  qua- 
trième oi'dre. 

Pour  cela,  établissons,  à  titre  de  lenimc,  ta  rclatîoii 
qui  existe  entre  le  centre  de  troisième  couibure  Ca  el  le 
centre  û  de  la  conique. 


Nous  venons  de  voir  que,  si  C,  est  le  centre  de  seconde 
courbure  et  si  la  normale  CC,  ;i  la  première  développée 
rencontre  le  diamètre  Où  en  y,  on  a 

,,     ce, 

Dès  lors,  si  la  normale  à  la  courbe  lieu  du  point  -■ 

{ '  1  l'our  i-cs  conslruclions,  voir  mon  Cours,  p.  Li  et  Ij. 
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(lorsque  le  point   O  décrit  la  coiti^/uc)  loncontrc  la 
normale   C|Ci  à  la  secoudc  tléveloppée   au  point  ^n 


Cela  posé,  ou  a,  dans  le  triangle  OC^i  <-'ii  appelant  D 
et  A:  les  points  où  les  normales  en  O  et  y  à  la  conique  (O) 
cl  .i  la  courbe  (y)  rcuconlrenl  la  normale  à  l'enveloppe 
ilc  Oy,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  dia- 
mètre par  le  centre  Q, 

d(0)  _  OC  rf(C)  _  CCi  rf(Ti  _   ik 

rf(C)  "  ce,'         rf(Y>        ni  '         ''(0)  ~  od" 

On  tire  du  là,  en  multipliant  membre  à  membre. 


Donc,  si  G'  et  y',  sont  les  projections  de  G  et  y  sur  OÛ, 

ou  fil 

Il  résulte  de  là  que  les  parallèles  à  OC  et  yC,  menées 
respectivement  par  C'  et  par  y', ,  se  coupent  en  H  sur  la 
droite  CQ  ('). 

De  là  la  construction  du  centre  Q,  lorsque  les  eentres 
(les  trois  premières  courbures  C,  C|,  C^  sont  donnés: 

Prolonger  CiC  et  CjC,  du  tiers  de  leur  longueur 
en  Gy  et  C|  ■{,  ;  projeter  y,  et  C  en  y',  et  C  sur  Oy,  et 
tirer  par  '[\  et  C  des  parallèles  fespectivement  à  Cy 
et  à  CD,  <]ui  se  coupent  en  H.  La  droite  CH  ren- 
contre Oy  au  centre  Ù  demandé. 

On  est,  dès  lors,  raoïené  à  ce  problème  :  Construire 


(  '  )  Comparer  :  Court  de  Géométrie  detcriptive  de  M.  Mannhcim, 
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la  coni(fue  (O),  qui  passe  au  point  O  où  son  centre  de 
courbure  est  C  et  qui  admet  pour  centre  le  point  0, 

Le  problème  sera  résolu  si  nous  connaissons  la  lon- 
gueur du  diauiéire  conjugué  de  ÙO,  dirigé  suivant  la 
perpendiculaire  OP  abaissée  du  centre  Q  sur  la  nor- 
male OÇ. 

Or,  ou  sait  (  '  )  (|ue  la  longueur  de  ce  demi-diamètre 
conjugué  est  la  moj'enne géométrique  rf«OP  et  de  OC. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  même  sens,  ce 
deinî-diamètre  est  réel,  la  conique  oscnlairice  est  une 
ellipse,  el  l'on  est  finalement  ramené  à  ce  problème  bien 
connu  :  construire  une  ellipse  connaissant  un  système 
de  deux  diamètres  conjugués. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  sens  contraires,  ce 
demi -diamètre  est  imaginaire,  et  la  conique  osculatrice 
est  une  hyperbole;  mais  la  moyenne  géométrique  des 
valeurs  absolues  de  OP  et  de  OC  donne  le  demi-dîa- 
mètrede  l'hyperbole  complémentaire  dirigé  suivant  OP, 
et  l'on  est  ramené  à  un  problème  non  moins  connu  que 
le  précédent. 

5.  Soient  K  le  point  où  C'H  rencontre  y, y',*  E  '^ 
point  où  ce  rencontre  C(  y, .  On  a 

(r)  C,-/,  =  C,E-ï,E. 

Or,  si  l'on  appelle  p,  p,,  p^  les  rayons  OC,  CC|,  CCi, 

(')  Ce  Ibéorème  est  une  coDséqucnce  immédiate  d'un  [héorèmï  de 
Cliasles  qui  peut  s'énoncer  ainsi  ;  Si  tur  la  normale  en  un  pointO 
d'une  conique  on  porte  de  pari  el  d'autre  de  ce  point  dei  itg- 
ments  égaux  au  demi-diamètre  conjugue'  de  celui  gui  aboutit 
en  O,  les  extrémités  de  ces  segmenta  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  au  centre  de  courbure  C  répondant  au  point  0  et  à 
la  projection  P  du  centre  Q  sur  la  normale  OC. 

Je  suis,  de  mon  c6té,  parvenu  a  rc  théorème  par  une  vnie  tout 
«lénienlaire  {Nouvelles  Annales,  i'  si'rre,  t.  XIX,  p.  îOg;  t88o). 
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En  outre, 


Ci  Cl  _ 
'      3     ~ 

C,E  _  Cy 


d'où 


d'où 
MaiB 


GC,.Gt 

'      OG      ^ 


C'K  _  O7 

c'f,  ""  oc' 


TT^~  OG  ~  uo' 


Si  donc  nous  représenlona  par  À  le  rapport  ^^  pris 
avec  son  signe,  nous  avons 


Par  suite, 


H(f-f) 


(4,  „E.-C'K--X(p+^). 

Rem pUçaot,  dans  (i),CiY,,C|E  ut  y,E  par  leurs  va- 
leurs (2),  (3),  (4))  on  obtient 

Si  la  conique  osculatrice  est  une  parabole  X  =  i  et 

Celte    formule    peut   s'inlcrpréicr   géométriquement 
Aaa.  de  Uathémat.,  3-  série,  l.  WI.  (Juin  1S97.}  i~ 
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comme  suite  )  -.Soient]  le  point  obtenu  en  prolongeant 
la  normale  OC  vers  l' extérieur  de  la  courbe  de  la 
tiuantilé  01:=  -<  et  S  le  sj  métrique  du  centre  de  se- 
conde courbure  C,  par  rapport  à  I.  La  perpendicii- 
laireélevce  en  S  à  i^tS  passe  par  le  centre  tle  troisième 
courbure  C,. 

Lorsque-  celle  coiiditïoa  esl  vt-i-ifiéc,  il  existe  donc  au 
point  O  une  parabole  a^aiit  avec  la  courbe  un  contact  du 
<|uatrièmeoi-dre,cVsl-fl-direune/«i;-nio/eJHft>JC«/a(ri<:e. 


[H'Scoc] 

m\mi  DE  LA  STROPUOIBE  AVIC  LA  FOCALE  A  KŒUI. 
SON  APPLICATION  A  L'OPTIQUE  CÉOflÉTRIOlJE; 


Car  m.  GiNo  LORIA, 

a  Faculté  de»  Sciences  de  Gêne»  (UbI 
d'une  leltre  adressée  i  M.  Laisant.) 


....  Vous  VOUS  rappelez  sans  doute  l'Iiistoire  de  la 
strophoïde.  Découverte  par  Toriicelli,  tjuî  la  considé- 
rait comme  le  lieu  des  foyers  des  sections  planes  pro- 
duites dans  uu  cône  droit  par  les  plaus  ijui  pasMtnt  par 
uue  tangente  perpendiculaire  à  une  des  génératrices  du 
cane,  elle  a  été  étudiée  à  ce  point  de  vue  par  Ouitlc 
Grandi,  dans  un  Traité  inédit,  et  après  |>ar  Grégoire 
Cazalis,  dans  deux  remarquables  .Mémoires.  Indépen- 
damment de  ce."  géomètres,  elle  a  été  définie  de  la  même 
manière,  en  1819,  par  Queieict  cl  étudiée  ensuite  par 
Daudelin  eL  Oiasles.  D'autie  part,  elle  a  été  définie  ei 
traitée  (particulièrement  la  strophoïde  droite)  daus  lo 
plan  par  un  grand  nomlirc  du  géomclies,  qui  l'cngeii- 
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draîciit  au  moyeu  il'uu  angle  doun«  par  le  procédé  bieu 
couuu  que  je  rappellerai  plus  bas  :  on  n'a  peut-être  pas 
remarqué  que  le  premier  eutre  ces  géomèires  est  A.  de 
Hoivre,  dont  on  a  une  Note  :  A  raaily  description  and 
tfuadrature  of  a  curve  of  the.  ihird  order,  resembling 
ikat  commonlj  called  the  Folialc,  daus  les  Phil. 
Transactions  de  l'année  ijiS. 

Or,  pour  établir  un  lien  entre  les  reclierclics  sur  la 
stroplioïde définie  l'ri  solido  et  celle  dont  le  point  de  dé- 
part est  U  défiuition  in  piano,  on  peut  employer  un 
raisonnement  très  simple  et  tout  à  fait  élémentaire  donL 
Quetelet  et  Dandelin  ont  fait  usage  {voir  noiammenl 
Mathesis,  l.  VI,  p.  aaa). 

Permettez-moi  de  profiter  de  celte  occasion. pour  £xer 
un  instant  voti'C  attention  sur  un  problème  d'Optique 
géométrique  qui  est  résolu  par  la  stioplioïde .  C'est  une 
question  résolue  par  M.  E.  Sang  (  voir  la  Note  On  ihe 
curves  produced  by  rejlection  from  a  polisphed  revol- 
ving  straight  wire,  qui  se  trouve  dans  les  Trans.  of 
the  R.  Society  of  Edinburgh,  Vol.  XXVlil.  Pan  j, 
p.  2^3-376;  1877)  qui  l'a  traitée  par  la  Géouiélrie  ana- 
lytique, sans  toutefois  remarquer  que  la  courbe  dont  il 
donne  l'équatîo»  n'est  autre  chose  qu'une  stropboïde 
oblique  ;  eu  conséquence,  il  a  imaginé  une  nouvelle  mé- 
thode pour  construire  celle  courbe,  méthode  qu'on  peut 
joindre  »  toutes  les  aulres  connues. 

Voici  le  pi-oblème  optique  dont  il  s'agit  :  Dans  un 
plan  sont  placés  en  A  un  point  lumineus  et  en  B 
l'œil  d'un  observateur;  soit  O  un  point  fixe  du  même 
plan,  autour  duquel  tourne  une  droite  reliée  hissa  nie  s 
(miroir);  à  chaque  position  de  s  correspond  un  rayon 
lumineux  sortanl  de  A  else  rélléehissanlen  B:  quel  est  le 
liuu  géométrique  de  tous  les  points  d'incidence  M.i*  Pour 
réj)undre  à  cette  quealion,  je  remarque  qu'étant  prise 
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arbitrai remeut  une  position  du  miroir  f,  pour  trouver  la 
position  correspondatitedu  point  M,  il  suffildc  trouver  le 
poiot  A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  s,  de  le  joindre  par 


mie  droite  à  B  et  de  déterminer  l'intersection  des  droites 
A'B  et  I.  Or,  le  IJou  des  points  A'  est  le  cercle  C  de 
centre  O  et  de  rayon  OA.  Donc  noire  courbe  est  en- 
gendrée par  deux  faisceaux  de  rayons  dont  les  centres 
sont  O  et  B,  et  entre  lesquels  existe  une  correspondance 
algébrique  (i ,  a).  A  cliaque  rayon  s  du  premier  Taisceau 
correspond  la  droite  qui  joint  B  au  symétrique  A'  de  A 
par  rapport  à  s.  Et  pour  tracer  les  rayons  du  premier 
faisceau,  qui  correspondent  à  un  rayon  r  du  premier, 
déterminons  les  intersections  A', ,  A,  du  rayon  r  et  du 
cercle  C;  les  normales  abaissées  de  O  sur  les  droites 
AA',  et  AAj  seront  les  rayons  chcrcliés,  et  les  points 
rs,  =:Mi,  rs3  ^^  Ma  seront  denx  points  de  la  courbe.  Il 
s'ensuit  que  cette  courbe  est  du  troisième  ordre  et  a  un 
point  double  en  O  et  un  point  simple  eu  B.  Si  l'on  sup- 
pose que  s  passe  par  un  des  points  circulaires  à  l'infini, 
on  verra  que  ce  point  est  situé  sur  la  courbe  ;  celle-ci  est 
donc  une  cubique  circulaire  non  moins  que  rationnelle. 
Pour  avoir  les  tangentes  de  la  courbe  eu  B  et  en  O,  il 
suffit  de   trouver  dans  chaque   faisceau  le  rayon  (ou 
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lu  couple  de  rayons)  qui  correspond  à  la  droite  qui 
joini  les  deux  centres.  En  conséquence,  la  tangente 
un  B  n'est  autre  que  Ja  droite  qui  joint  B  au  symétrique  D 
du  point  A  par  rapport  au  diamètre  OB;  et,  pour 
trouver  les  tangentes  en  O,  on  marque  les  extrémités 
D)  et  Dj  du  diamètre  OB,  elles  normales  aux  cordes  AD| 
cl  ADi  seront  les  tangentes  à  la  courbe.  Comme  ces 
tangentes  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles, 
nous  concluons  que  le  Heu  cherché  est  une  cubique  cir- 
culaire qui  tt  un  point  double  à  tangentes  orthogonales. 
C'est  donc  une  stroplioïde,  comme  je  l'ai 


[DJb] 

BÉVELOPPEMEPiT  EN  SÉRIES  TRIliONONKTRIQUES 
DES  POLYNOMES  »E  M.  LÉAUTÉ; 

Par  m.  Paui.  àPPELL. 


Pour  exprimer  une  fonciioii  f{x),  connaissant  les  va- 
leurs movennes  db  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  dans 
un  intervalle  donné,  de  — h  h  -h  h,  par  exemple. 
M.  Léaulé  (Comptes  rendus,  14  juin  1880;  Journal 
de  Liouuille,  1881)  a  considéré  une  suite  de  polynômes 
P(,  Pi,  Pj,  . . .,  P„  de  degrés  o,  1,  a,  . . , ,  n  en  x,  pos- 
sédant les  propriétés  caractéristiques  sai vantes  : 


(a) 


'do- 


La  relation  (2)  permet  de  déduire  chaque  polynôme 
du  précédent  par  une  quadrature,  et  la  condition  (3) 
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Jéterniiiic  la  constante  arbitraire  introduite  par  celle 
quadrature. 

Ces  polynômes  P„  sont  liomogéties  et  de  degré  n  en  j 
et  h.  Mettons  ces  ^cux  quantités  en  évidence  en  appe- 
lant le  polynôme 

>ous  ramènerons  h  «  avoir  la  valeur  t,  en  faisant 


I'«(r,  h)  =  P„  (-  y,  h\  ^  '-^  P„<j-',  T.). 

[jes  polynômes  P„(^^,7t)  possèdent  donc  les  propriétés 
i-aractérisliques  suivantes 

Le  polynôme  P(  est  égal  à  .i-'.  On  sait  que  dans  les 
limites  — 7t  et  -i-T.,  3/  peut  être  représenté  parla  série 
Irigonométrîquc 


,i,     .•,=,.■, ,(,i,..-;.i,„y*^,in3x'-...) 

(  l'O/es  BF.iiTE*Nn,  Calcul  intégral,  n°531). 

On  3  ainsi  le  développement  de  P,  entre  — ■  ^  i-t  -^  r.. 

Pour  avoir  celui  de  Pj,  multiplions  par  lix'  les  deux 
membres  de  (4)  et  intégrons;  il  vient 


V  4  9  / 

:ante 
IcP, 

^      I',  //j'  - 


où  T]  est  une  constante  d'intégration,  car  Pj  est  une 
fonction  primitive  de  P, .  Pour  déterminer  r^,  éen'vons 
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^foiis  aurons,  en  rcin|>laçBnt  Pj  [>ar  la  série  et  remar- 
quant que  tous  les  termes  coss',  cosao.',  . . .  ont  leurs 
intégrales  nulles, 

donr 

Intégrant  de  nouveau  et  déterminant  de  même  la  con- 
sume d'intégration  par  la  condition 

on  trouve  qu'elle  est  nulle,  et  l'on  a 

<6)       P,  =  -  a  (^^\«y-  ~  sin:.j-'  +  1  .in3x'  -.  .  .)  ; 

et  ainsi  de  suite.    En  général,  m  étant  nn  entier    po- 

siùr, 

F-m^L  =  (-i)"'a(*iriJ^'-:;i;^si"'^'+3J~,sin'ty-...j. 

Ces    formules   donnent,   en    paniciilicr,    les   valeurs 
asymptotiques  des  polynômes  P„  pour  n  très  grand. 
Si  l'on  revient  à  la  variable  a-,  on  a 


l'„{,c,  /.)  =  —  I'„U',it). 
Done,  pount  pair,  H  =  a//(, 
Pi,«  =  (— "Tî  -iij,  (cos  _  —  —  cos  -^  H-  ji^r-x  -j  ..    j, 

et  pour  ;i  impair,  "  — raw   h  i. 
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Ces  développements  font  ressortir  les  rapports  signa- 
lés par  M.  Halphen  entre  les  polynômes  de  M.  Léautc 
ft  les  polj'iiumes  de  Bemoulli. 

Ils  se  rattachent  également  à  deux  questions  posées 
par  M.  Cesàro  dans  V Intermédiaire  (mars  1897)1 
f|uestions  1019  et  1017. 

Faisons,  en  «ffet,  A  ^  1 ,  et  désignons  par  (pï„(x)  el 
fîm+i  i^)  It's  deux  séries  ci-dessus 


?-  (»)-""»--^« 

S27rH--T^C0S 

î— <')-•■""- ^îi^ 

sin27.T+— ^^ 

On  a  évidemment 

s3ita-+  r- 


C'est  la  série  considérée  par  M.  Cfisàro  dans  la  (jues- 
lionl019. 
De  mftme 


LICENCE  IS  SCIENCES  NATHEMATIQIES. 


SKSSION   nK    NOVEMBRE   1896.   -    COMPOSITIONS. 


AMi.ïsr:.  —  Supposant  connue  la  définition  de  l'in- 
/éf;rale  définir  d'une    fonction  continue  entre,  deux 
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limitei  finies ,  étendre  cette  définition  au  cas  oh  l'une 
des  limites  devient  infinie.  Dans  le  cas  où  la  /onction 
à  intégrer  est  une  fraction  rationnelle,  énoncer  et  dé- 
montrer la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'on  puisse  étendre  jusqu'à  l'infini  les  limites  de  l'in- 
tégration. 

Mécanique.  —  I,  Dans  la  théorie  des  courbes  funi- 
culaires, on  étudiera  les  questions  suivantes  ; 

i"  Equations  d'équilibre  d'un  fil; 

a"  Equations  intrinsèques  ; 

3°  Formule  donnant  la  tension  quand  il  existe  une 
fonction  des  forces; 

4"  Equilibre  d'un  fil  tendu  sans  frottement  sur  une 
surface  fixeet  soumis  seulement  aux  forces  appliquées 
à  ses  extrémités  et  aux  réactions  de  la  surface. 

II.  Deux  points  matériels  pesants,  dont  les  masses 
sont  égales  à  l'unité,  se  meuvent  sans  frottement,  l'un 
sur  une  droite  verticale  fixe,  l'autre  sur  un  plan  fixe 
qui  fait  avec  la  verticale  un  angle  égal  àa;  les  deux 
points  s'attirent  proportionnellement  à  leur  distance; 
étudier  le  mouvement. 

On  prendra  pour  axe  des  z  la  verticale  sur  laquelle 
se  meut  le  premier  point,  et  pour  axes  des  x  et  des  y 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  fixe, 
l'axe  des  x  étant  une  horizontale  de  ce  plan. 

AsTitoHOMiE.  —  En  un  lieu  de  colatitnde  y,  calculer 
pour  l'époque  sidérale  t  l'angle  x  de  l'écliptique  avec 
l'horizon  et  l'aximut  y  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  plans.  On  connaît  l'obliquité  w  de  l'écliptique. 

j4ppiication  numérique  : 

t  =  2''i7'"36',o>*,         ■;  =  39'2i'i(i',o,         lO  =  ■>3°a;'io',7(i. 
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SESSION    DE    MARS-AVRIL   1897.    -    COMPOSITIONS, 


BeBançon. 

Analyse.  —  I.  Etant  donnée  une  circonférence  S, 
déterminer  une  courbe  C,  telle  que  M  étant  un  point 
ifuelconque  pris  sur  la  courbe  C,  P  étant  la  polaire  du 
point  M  par  rapport  à  S,  C  l'enveloppe  de  celte  po- 
laire, M'  le  point  oii  P  touche  C,  la  distance  MM'  ,101/ 
une  constante  donnée  l  indépendante  de  la  position 
du  point  M  sur  la  courbe  C.  Soit  O  le  centre  de  S  ; 
étudier  les  variations  de  l'angle  ijue  fait  la  droite 
MM'  avec  OM-  Calculer  la  relation  qui  a  lieu  entre  tes 
rayons  OM  ei  OM',  ainsi  que  les  angles  que  font  let 
tangentes  en  M  et  en  M.'  aux  courtes  C  et  C  respecti- 
i'ement  avec  les  rayons  O.M  et  OM',  On  étudiera  In 
nature  et  la  disposition  de  la  courbe  ("/. 

H.    Calculer  l'intégrale  définie    j     e~^^cosx  dx. 

La  scconilc  qunslion  étant  classique,  je  me  borne  à 
indiquer  la  solution  de  la  première.  En  désignant  par  r 
et  9  les  coordonnées  polnires  de  M,  par  x  et  y  les  coor- 
données rcctilignes  de  M',  on  a 

Rt  R'        .  . 

où  /■*=  -if-;  et,  en  exprimant  la  condition  de  l'énomé, 
on  est  conduit  à  l'équation 
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dont  l'integralinii  est  facile;  «  et  i- étant  deux  constantes 
déterminées  par.  les  équations 


2  R'  +  /* 


ft  ~  n'  "'"  ~       6' 

La  courbe  C  est  par  suite  une  ellipse.  I.a  courbe  C  est 
une  ellipse  égale  à  celle-ci,  tuais  dont  l'orientation  dif- 
fère de  90°  de  celle  tle  C  On  reconnaît  facilement  que 
l'angle  de  MM'  avec  OM  varie  toujours  dans' le  même 
sens.  En  désignant  OM'  par/,,  on  a 


Enfin,  V  étant  l'angle  de  la  courbe  C  avec  OM,  on  a 


et  la  symétrie  de  cette  formule  montre  que  cet  angle 
égale  celui  que  fait  la  courbe  C  avec  OM'. 

Mécamique.  —  Une  barre  pesante  AB  est  reliée  à  un 
poids  V  situé  sur  la  perpendiculaire  élewe  en  son 
milieu;  la  base  repose  sur  une  chaînette  renversée 
dont  l'axe  est  vertical.  Le  poids  P  étant  situé  sur 
l'axe  dans  la  position  d'équilibre,  étant  donné  que  la 
barre  roule  sur  la  chaînette  sans  glisser,  trouver  en 
Jonction  du  temps  l'angle  de  CP  avec  la  vertical^!. 

Le  travail  de  la  réaction  étant  nul,  on  peut  employer 
le  principe  des  forces  vives.  La  force  vive  du  système 
est  la  force  vive  du  centre  de  gravilé  niigmentée  de  la 
force  vivo  duc  à  la  rolalioii.  'l  étant  l'angle  que  fait  la 
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barre  avec  la  base  de  la  obainelle,  x  l'abscisse  du  point 
de  coiiLact,  les  coordonnées  du  centre  de  gravïic  G  ont 
des  expressions  de  la  forme 


an  arrive  à  une  équation  de  la  forme 


Analyse  et  Géométrie.  —  I.  Étant  donnée  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

où  u  désigne  une  Jonction  inconnue  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y,  on  demande  d'en  détemùner 
Vintègrale  particulière  qui  se  réduit  à  ^y  pour  x  ^=  o. 

II,  £tant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy. 
Os,  chercher  tes  surfaces  réglées  S  satisfaisant  à  la 
double  condition  : 

i"  Que  leurs  génératrices  restent  constamment  pa- 
rallèles au  plan  xOz; 

2°  Que  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure 
qui  passent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  ÏJe 
projettent  sur  le  plan  xOy  suivant  deux  droites  éga- 
lement inclinées  sur  Ox. 

1.  La  méthode  la  plus  nouvelle  (Lagrange  et  Charpit) 
consiste  à  associer  à  l'équation  proposée  une  équation 
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qui  permette  de  calculer  les  dérivées  -pi   —  ■  Si  l'on 
dési];ue  ces  dérivées  par  p  et  q,  on  peut  prendre  pour 
l'équation  adjointe  uuc  intégrale  quelcouquu  du  système 

dx  _  dy  _       dz       _         ^P     _  ■       '^1 

-i~  ■iq~  iq^  —  p  7+7  ~  "  +  ?' 

égalant  la  première  et  la  dernière  fractiou,  on  a  l'inté- 
grale 

■^  =  lo{î^^.  q^Ç.e'^—i. 

On  en  conclut  d'abord  que  u  doit  être  de  la  forme 

d'ailleurs,  ~  t;st  donnée  par  l'équalion  proposée  et  l'on 
doit  avoir 

ou,  eu  simplifiant, 

intégrant  celte  équation  linéaire  et  reportant  dans  la 
formule  (i) 

u  =  (Ce'— ij/ —  ar  —  2  +  Ce"  — aCare-'  +  C'e-'-. 

C'est  ttiie  intégrale  complète  dont  on  sait  tirer  l'inté- 
grale générale;  mais  il  convient  de  voir  si  elle  ne  se 
réduit  pas  à  ^y  pour  des  valeurs  convenables  de  C  et  C; 
il  auAit  visiblement  de  taire  G^  3,  C'^ —  y- 

II.  L'équation  des  surfaces  cbei'cbées  est  de  la  forme 

(i)  '  x  =  x¥{y)^-Hy). 

L'équation  aux  coeflîcients  angulaires  des  tangentes 
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aux  projetiions  des  lignes  de  courbure  sur  OXY  est 

|(,  +  çi),_j,y,],nï+[(,H-,t,,._(,+^j)(]„,  +  ...  =  o. 

Le  coefûcicDt  de  m  doit  être  nul  :  or  (i)  /■  csl  nul  ; 
celte  condition  revient  à  f  =:  o,  soit 

F"{j  )  *-■'  ?"(>')  *<'ii'  n\i\%  et  l'on  a 

Mf.cAMQUK.  —  I.  Etablir  les  formules  propres  n 
déterminer,  pour  un  instant  donné,  l'accélération  des 
divers  points  d'un  solide  çui  se  meut  autour  d'un  point 
Jixe.  Simplijier  ces  formules  par  un  choix  convenable 
des  axes  coordonnées  :  théorème  de  Hivals.  Lieu  des 
points  du  solide  dont  l'accéléralion  tangentielle  a  une 
grandeur  donnée,  en  supposant  çue  la  grandeur  de  la 
■vitesse  de  la  rotation  instantanée  ne  varie  pas  avec  le 

11.  Deux  points  A,  B,  de  masses  égales  à  l'unité, 
sont  liés  l'un  à  l'autre  par  une  tige  de  masse  négli- 
geable et  de  longueur  constante  a  a.  Le  point  A  eH 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  07jfixe  et  parfaitement 
polie;  le  point  B,  qui  peut  se  mouvoir  librement,  sauf 
sa  liaison  avec  A,  est  attiré  vers  OZ  avec  une  intensili 
égale  au  produit  de  sa  dislance  à  O'L  par  une  con- 
stante w*.  A  l'instant  initial,  l'angle  B-'VZ  est  égal 
à  3o";  la  vitesse  du  point  A  est  nulle;  celle  du  point  B, 
égale  à<iia\/S,  a  une  direction  perpendiculaire  sur  01. 

Déterminer  le  mouvement  du  système  :  lignes  décrilt^ 
par  li  et  par  le  point  mtUeu  de  AB. 

I .  Prenons  l'axe  inslaiilanc  pour  axes  des  2  et  le  plan 
laitgeiil  au  tôiie  décrit  par  cet  axe  pour  plan  des  sx; 
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rÙ 


/'i  7i    (   so"t  nuls;  si,  eu  outre,  w  esl  constaitl,  '-4-  sera 
aussi  nul;  les  composantes  de  l'accétération  sont  de  la 


formi: 

.^-...       ,^-  =  *- 

w=7, 

^.-^^ 

l'arevlératioii  Langentlellu  est 

s/x'  +  y*            v'j-'+r^    ■' 

=- 

/î 

"    'ip. 

les  points  pour  lestjuels  elle  a  une  valeur  donnée  sont 
sur  un  couoïde  défini  par  une  équation  de  la  foruie 


H.  Les  forces  qui  agissent  sur  A  et  li  sont  perpen- 
diculaires à  OZ  ainsi  que  la  vitesse  initiale  du  niilit^u  AI 
de  AU  ;  M,  qui  est  le  centre  de  gravité,  resti;ra  dans  un 
plan  normal  à  OZ  et  que  je  prends  pour  plan  des  xy. 
Les  cooi'données  de  B  sont  de  la  forme 

a-  =  aa5in9co3i).,        7  =  an  sinfl  sini^,        j  =  acosO, 

celles  de  A  étant  o,  o,  — acosÔ. 

Le  théorème  des  aires  projetées  sur  OX\  donne 

(11  sin'O  -^  =      _. 

<!'         )/x 

On  a,  en  outre,  l'intégrale  des  forces  vive* 

=  8n»io'— io'a'C4sin«0  — I). 
Ren)plaçons-^  par  sa   valeur  (i)  et  simplilions  :  on 
)M>urra  diviser  par  le  demi -coefficient  de  -.  j.  soit  par 
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a-(i  —  siii-6),  et  l'on  aura 


Dans  (i),  reinplaçuns  dt  par  s 


■ne  /î  —  4  cos'O       sin'fl  \f3  —  cet» 6 
(2)  cote  =  /3cc.si^. 

La  loi  du  mouvement  est  bien  simple.  Si  l'on  élimine 
0  el  lii  entre  les  équations  qui  donnent  les  coordonnées 
de  B  et  l'équation  (s),  on  trouve 

la  trajectoire  de  B  est  une  ellipse;  celle  de  M  est  de 
même  définie  par  tes  équations 

*  =  o,        ix*-t-y*  =  a^. 
J'ajoute  que  AB  décrit  une  surface  dont  l'équation  est 

(4^'-l-.r')(^/3-3)'=3«":r». 

Epreuve  pratique.  —  Deux  stations,  dont  les  longi- 
tudes diffèrent  de  1 8o",  ont  une  même  latitude  boréale. 
Ils'écoule  5''3o"'  de  temps  sidéral  entre  l'instant  oit 
Béguins  se  lève  pour  l'une  des  stations  et  celui  où  la 
même  étoile  se  couche  pour  l'autre  station;  la  décli- 
naison de  Régulas  est  boréale  et  égale  à  la'ag'ati". 

Calculer  la  latitude  commune  des  deux  stations,  en 
ne  tenant  pas  compte  de  la  réfraction  atmosphénque  ■ 

On  trouve  pour  la  latitude  demandée  7i°a5'44"i8- 
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Analyse.  —  I.  Étant  donnée  l'équation  d'une  fa- 
mille de  courbes 

ç,  =  :rsine-^cose-/(9)  =  o, 
déterminer  /(&)  par  la  condition  que  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  l'origine  O,  un  point  M  de  V enveloppe 


des  droites  et  le  centre  de  courbure  correspondant  C 
soit  rectangle  et  isoscèle.  Courbe  enveloppe  des  droites 
considérées. 

Les  coordonnées  de  M  sont  données  par  ç  =  o,  cpi,=3o; 
celles  de  C  par  ^9=0,  tpâ=^  o,  les  droites  f'n^  o,fpe=o 
étant  rectangulaires. 

On  a 

ôc*  =/>+/■',     om'  =  /»+/'«,     mc'  =  (/+/')*. 

Les  conditions 

OM  =  OC,        cm'  =  Ôm'  +  Ôc' 

conduisent  à 

/  =  */'  =  /'. 
d'où 

.  Ann.  de  IUatkémat.,3'  série,  l.  XVI.  (Juin  1B97.)  18 
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ce  qui  donne  une  s{)irale  lugaiitlimiqui;  pour  la  cûurW 

|].   Calculer  les  intégrales 

Ou  tlOUV.' 

,  r/i 

..^.,.,.„,— .  „^-. 

Mécàmiquf.  —  ifn  point  matériel  pesant  M,  </« 
niasse  m,  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  la 
surface,  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  a,  dont 
les  génératrices  sont  horizontales,  est  attiré  de  plus 


par  un  point  A  situé  sur  ta  génératrice  la  plus  élewée 
du  Cf  Hndre  proportionnellement  à  sa  distance  r  à  ce 
point  A.  La  force  d'attraction  sera  représentée  par 
R  ^ —  mif?r.  A  l'origine  le  point  matériid  est  placé 
en  un  point  Mo  sur  la  génératrice  du  point  A  ni^c  une 
vitesse  v^  perpendiculaire  à  AM,,,  On  demande  le  mou- 
vement  du  point  et  la  réaction  de  la  surface  dans  le 
cas  général  où  y.  est  t/uelconifue. 

Examiner  le  cas  suivant  :  on  a  ^*  =  -  • 
Démonti  er  tjue  dans  ce  cas  la  trajectoire  est  algé- 
brii/ue  toutes  les  fins  ifue  le  rapport  — 
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rable,    et    voir   plus  particulièrement  ce    i/u'elle    est 
lorsque  —  =  I . 

Le  inouvvment  de  la  projection  sur  la  géuérairice  du 
point  A  est  un  mouvement  périodique  dont  la  période 

est Le  mouvement  de  la  projection  sur  la  section 

droite  du  cylindre  est  le  même  (jûe  celui  d'un  point  qui 
serait  sollicité  par  une  force  verticale  constante,  mais 
dont  ladîrcelîon  serait  celle  de  la  pesanteur  ou  la  direc- 
tion opposée  suivant  que  g  —  ^).'a  est  positif  ou  iiégatif. 
Dans  tous  les  cas  c'est  un  mouvement  pendulaire.  La 
réaction  seule  est  cliaiigée. 

Dans  le  cas  où  [a'^  -.la  projection  parcourt  le 
cercle  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  le  mouve- 
ment dans  t'espace  est  le  môme  que  celui  d'un  point  qui 
serait  attiré  vers  le  centre  O  de  la  section  droite  du 
point  A  proportionnellement  à  ia  distance.  Lorsque 
-;-  =  1 ,  la  réaction  devient  nulle,  et  le  point  décrit 
l'ellipse  section  du  cylindre  par  le  plan  qui  contient  O 


AsTBOA'OMiB.  —  A  a''j9"'4'i85,  temps  solaire  vrai, 
la  hauteur  corrigée  du  centre  du  Soleil  est 

Calculer  la  latitude  X  du  lieu,  la  déclinaison  CO  du 
Soleil  étant  iô  =  —  2i°  22' i  i" ,  4o . 

Déterminer  l'influence  qu'aurait  une  erreur  de 
±  I  seconde  sur  l'heure  -vraie  relativement  à  la  déter- 
mination de  la  latitude. 

Si    X   est  l'angle  horaire   du  Soleil,   et  <^   un    angle 
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auxiliaire  défini  par  tangf  =  cot(i&  cosa,  on  a 


cos(X  +  «, 

' 

On 

trouve  successivement 

.      3^' 

46,ia,7i 

?  - 

-Ga 

ij{.5i,oG 

, 

X  = 

15 

11.38,31 

rfX  = 

6,79,  pour 
IfanelUe. 

da 

Analyse.  —  On  considère  les  sections  planes  nor- 
males au  paraboloïde  xj  ^  ks  aux  points  d'intersec- 
tion de  cette  surface  et  du  cylindre  de  révolution 
x*+_^'=p*,  et  tangentes  à  la  courbe: 

I  "  Exprimer  te  rayon  de  courbure  de  cette  section 
plane  en  Jonction  du  z  du  point  mobile  sur  la  courbe, 
et  étudier  sa  loi  de  variation  i/uand  le  point  mobile 
décrit  toute  cette  courbe. 

2°  t  a-t-il  des  points  oii  la  section  plane  soit  tan- 
gente à  l'une  des  lignes  de  courbure  qui  passent  au 
point  de  la  courbe  d'intersection? 

3°  Distinguer  cette  ligne  de  courbure  de  l'autre 
ligne  de  courbure,  et  pour  cela  déterminer  d 'abord  les 
lignes  de  courbure  du  paraboloïde  hyperbolique. 

4°  Démontrer  enfin  que  les  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  hyperbolique  sont  les  lieux  des  points  tels 
que  leurs  dislances  aux  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  au  sommet  aient  une  somme  ou  une  diffé- 
rence constante, 

MAcamqve.  —  Dans  un  plan  horizontal  on  donne 
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une  droite  ^xe  Ox  et  deux  points  matériels  A  et  B 
ajant  chacun  pour  masse  l'unité. 

Le  point  A  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur 
la  droiteOx,  le  pointa  se  meut  librement  dans  le  plan. 

Les  lieux  points  A  e(  B  s'attirent  mutuellement  pro- 
portionnellement à  la  distance^  et  leur  attraction  à 
l'unité  de.distance  est  k'. 

Ces  deux  points  sont  aussi  tous  deux  attirés  par  le 
point  O  proportionnellement  à  la  distance,  et  l'attrac- 
tion exercée  sur  chacun  d'eux  par  le  point  O  à  l'unité 
de  distance  est  h'*.  '  '    , 

On  a  d'ailleurs  k^=^h'. 

Trouver  le  mouvement  de  ces  deux  points,  et  aussi  le 
mouvement  relatif  deQ  par  rapporta  A. 

Cas  particulier  : 

A  l'origine  du  mouvement  :  x"  les  points  sont  sans 
■vitesse;  n"  la  droite  OA  est  égale  àa;  i"  la  distance  AB 
est  égala  a;^''la  droite  AB  est  perpendiculaire  sur  Ox. 

Astronomie.  —  Etant  données  les  coordonnées  équa- 
toriales  («,  8),  («',  o')  de  deux  étoiles,  on  demande 
de  calculer  les  coordonnées  équatoriales  (a,,  8,)  du 
pôle  boréal  du  grand  cercle  qui  passe  par  ces  étoiles. 

Données  numériques  : 

a  =  i09"36'i9*,8  S  =—  iS-aj'Si'.S 

Résultais  : 

a,  =  37°  17' 17',  76,  5,  =  47°^o'39',oo. 

Paris. 

Analyse.  —  I.  Trouver  les  courbes  qui  sont  nor- 
males aux  droites 
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où  (p  désigne  un  paramètre  variable  et  où  a,  b,  c  sont 
des  longueurs  constantes. 

Chercher  si,  parmi  ces  courbes,  il  y  a  des  coniques. 

Examiner  plus  particulièrement  te  cas  de  a=^b. 

II.  Intégrer  l'équation 

d'-x  d^x  _ 

dt>-  "*''*  dl^  +^-tco%i. 

I.  On  voit  immédiatement,  si  l'on  suppose 
c'=  a'  — A», 
que  les  droites  proposées  sont  les  normales  à  l'ellipse 

D'après  cela,  considérons  l'ellipse 

ses  normales,  qui  sont  représeniées  par  l'équatioii 

Aarcose.+  B^sin©  =  (A!— B')cosf  sine, 
deviendront  idcnliques  aux  droites  proposées,  si  Ton  fait 

El»  conséquence,  si  la  différence  a^  —  A'  n'est  pas 
nulle,  les  droites  données  sont  les  normales  à  l'ellipse 
rjue  nous  venons  de  définir,  et  les  trajectoires  demandées 
sont  les  courbes  parallèles  «  cette  ellipse.  Une  seule 
d'entre  elles  est  une  conique  j  c'est  l'ellipse  elle-môinc. 


les  droites  proposées  ont  pour  enveloppe  la 
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qui  est  riiypocycloide  à  <juatre  rebroussemenls;  les  tra- 
jectoires  clierchees    sont   ]es    développaales   de    cette 
courbe. 

II.  L'équalion  proposée  a  pour  intëj^rale  générale 

37  =  (A  + A,Ocos(-i-(B  +  B,Osin'-^  ^  sinf-  -^  cos(, 

A,  Ai,  B,  B,  étant  quatre  constantes  arbitraires. 

Mécanique.  —  Sur  un  plan  horiiontal  parfaitement 
poli  xOy  est  placée  une  barre  homogène  AB,  rie 
masse  M  et  de  longueur  2  a.  Le  milieu  C  de  cette  barre 
est  attaché    à  un  point  fixe  O   du  plan  par  un  Jil 


élistique  OC  dont  on  néglige  la  masse  et  dont  la 
longueur  à  l'état  naturel  est  a.  Le  point  C  étant  écarté 
de  O  de  façon  à  tendre  le  Jil  et  à  lui  ilonner  une  lon- 
gueur f'o  supérieure  à  a,  on  lance  la  barre  sur  le  plan. 

Trouver  le  tnoufemenl . 

A  nn  instant  quelconque  t,  on  appellera  r  et  &  les 
coordonnées  polaires  du  point  C  et  !f  l'angle  de  la 
barre  avec  Ox. 

On  admettra  qlte  la  tension  du  Jil  élastique  OC, 
quand  sa  longueur  est  r,  est  proportionnelle  à  son 
allongement  r  —  a.  et,  par  suite,  que  l'intensité  de 
cette  tension  est  M).'(/— a),  X^  désignant  une  con- 
stante. 

CiNÉKATiQUK.  —  Quelle  courbe  faul-il  faire  rouler 
sans  glisser  sur   une    ligne    droite    pour    que    deux 
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points  A,  B  liés  à  cette  courhe  possèdent  constamment 
des  vitesses  dont  le  rapport  soit  un  nombre  constant  m? 
Quelles  courbes  décrivent  alors  les  points  A  et  B? 
V  a-t-il  d'autres  couples  de  points  jouissant  de  la  même 
propriété? 

Astronomie.  —  Quelle  est,  en  temps  vrai  et  en 
temps  moyen,  l'heure  du  coucher  géométritjue  du 
centre  du  Soleil  à  Paris,  le  jour  du  solstice  d'été? 

Latitude  de  Paris 48°5o'ii' 

Déclinaison  du  Soleil +a3    27    18,7 

Tempt  moyen  à  midi  vrai  : 

Le  Jour  du  solstice o''i"57*,ai 

Le  lendemain o""  i"4o',  33 

PoitierB. 

Ahalvse.  —  Une  suiface  S  est  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  Ox,Oy,  Oz.  Dans  le  plan  des  xy, 
un  élément  superficiel  infiniment  petit  du  second  ordre 
est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  àOz.  Le  volume  compris  dans  ce  cylindre, 
entre  le  plan  des  xy  et  la  surface  S,  se  trouve  être  égal 
au  produit  d'une  constante  donnée  a  par  l'aire  inter- 
ceptée sur  la  surface  S. 

Ecrire  l'ci/uation  aux  dérivées  partielles  (E)  à 
laquelle  satisfait  la  surface  S.  Trouver  une  intégrale 
complète  de  l'équation  (E). 

Démontrer  que  l'équation  (E)  a  des  solutions  com- 
munes avec  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces de  révolution  autour  de  Oz,  et  déterminer  une 
solution  commune,  telle  que  pour 
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on  ait 

3:»  +  _y'=  6*. 

MéciINIQUE.  —  Une  droite  matérielle  homogène  AB, 
de  longueur  a  a,  de  densité  i,  mobile  sans  frottement, 
sur  un  plan  horizontal,  est  articulée  en  B,  avec  une 
lige  sans  masse  OB,  de  longueur  a,  animée  d'un  mou- 
vement uni/orme  de  rotation  autour  du  point  O,  dans 
le  même  plan.  Tous  les  points  de  AB  sont  repoussés 
de  O,  proportionnellement  à  leurs  distances  à  ce  point 
et  à  leurs  masses.  Étudier  le  mouvement  de  AB. 

Astronomie.  —  Ayant  les  éléments  d'une  éclipse 
de  Lune,  calculer  les  heures  des  principaux  contacts  et 
la  grandeur  de  l'éclipsé.  {Les  données  se  rapportent  à 
l'éclipsedu  i^juillet  1870.) 


KXERCICB&  PREPARATOIRES  A  LA  LICBNCE 
ET  A  L'AGRÉGATiOK- 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  NANCY. 


liicenoe    èa   Sciences   mathématiqaes . 
I.  Eunt  doonée  l'intégrale  double 

étendue  à  l'aire  limitée  par 

^  =  o,       ^  =  0,       y=i,        xy  —  a,        xy —  x+  mb  =  o, 

où  (I,  h,  m  désignent  des  nombres  positifs,  ollectuer  le 
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changement  de  variable 


démonlrcr  ijue  z  a  une  liiniie  si,  b  restant  fixe,  a  oroit 
indcfiniineiit. 

II.  Fttaiit  (tonnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  el  Qy, 
on  considère  une  aire  A  et  l'intégrale  curviligne 


J?{r,y)dr  +  <i{T,y)dy, 


prise  suivant  le  contour  dans  le  sens  positiT;  déterminer 
les  fonctions  P  et  Q  de  façon  que  celte  intégrale  rt^prn- 
scntc  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'origiue  de 
l'aire  A  supposée  Itomogéne. 

Agrégation  des  Soiencei  mathématiques. 

Analyse.  —  1.  On  considère  la  courbe  C  enveloppe 
de  la  droite 

3(r-'r){3;«  — i)  +  /'  =  û, 

où  l  représente  uti  paramètre  variable. 

1°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suiinsanics 
pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  une 
droite,  liuit  points  sur  une  conique,  douze  points  sur 
une  cubique,  ces  lignes  ne  passant  par  aucun  point 
singulier  de  la  courbe  C. 

»"  Déterminer  les  points  d'inflexion,  les  tangentes 
doubles,  les  coniques  tangentes  à  la  courbe  en  quatre 
points,  les  cubiques  ajant  en  trois  points  donnés  un 
contact  du  troisième  ordre,  ou  en  quatre  points  donnés 
un  contact  du  second  ordre. 
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II.  On  considère  la  biquadratique  gauche  définie  par 
les  deux  équations 

ix*  +  X*  —iJ-j'  -4  =  0, 
Gy*  — yz  —  aza:  +  aa:  -H  i3j'  =  o, 

i"  Exprimer  les  coordonnées  a:, y,  z  d'un  quelconque 
de  ses  points  en  fonction  d'un  paramètre  t. 

i."  Trouver,  à  l'aide  du  théorème  d'Abel,  la  condi- 
tion pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  dans 
un  même  plan,  pour  i|uc  huit  points  soient  sur  une 
même  quadriquc  ne  contenant  pas  la  courbe,  en  général, 
pour  que  ^n  points  soient  sur  une  même  surface  de 
degré  n. 

3"  Démontrer  que  les  plans  osculateurs  en  quatre 
points,  situés  dans  un  même  plan,  coupent  la  courbe 
en  <}ualrc  autres  points  également  dans  un  même  plan. 

li"  Trouver  les  points  statîonnaîres;  montrer  qu'ils 
sont  quatre  à  quatre  dans  un  même  plan. 

5"  Par  une  corde  de  la  biquadratique  on  mène  des 
plans  tangents  à  la  courbe,  trouver  leurs  points  de 
contact;  montrer  que  le  rapport  anharmonique  de  ces 
plans  tangents  reste  constant  quand  on  fait  varier  la 
corde. 

6"  On  considère  une  quadriquc  passant  par  la  courbe  ; 
trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  points  où 
chaque  génératrice  d'un  même  système  de  la  quadriquc 
rencontre  la  courbe. 

Spéciales.  —  I.  On  considère  un  triangle  ABC  cl 
les  coniques  S  inscrites  dans  ce  triangle;  soient  A',  B', 
C  les  points  de  contact  de  ces  coniques  avec  les  côtés  dn 
triangle,  et  P  le  point  de  rencontre  lie  AA',  BB'  et  CC. 

1"  Enveloppe  des  rniiiqucs  S  quand  le  point  P  est 
à  l'infini. 

2"    Lieu  (lu  point  P  lorsque   les  coniques  S  resteni 
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tangentes  à  une  droite  D;  nature  de  ce  lieu  suivant  la 
position  de  la  droite  D. 

3°  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  coniques  S, 
tangentes  à  D;  si  la  droite  joignant  les  points  P  relatifs 
à  ces  deux  coniques  est  assujettie  à  passer  par  un  point 
fixe  Q,  le  lieu  de  M  est  une  conique  conjuguée  par  ra|>- 
port  à  un  triangle  fixe  indépendant  de  la  position  de  Q. 

4"  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  paraboles 
inscrites  dans  le  triangle  ÀBC;  si  elles  sont  assujetties 
à  se  couper  orthogonalement  au  point  M,  détermiaer 
le  litiu  de  ce  point,  l'enveloppe  des  tangentes  avec  deux 
courbes  en  ce  point,  el  l'enveloppe  de  la  droite  joîgnaat 
les  points  P  correspondants. 

II.  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  M;  on  consi- 
dère les  droites  D  telles  que  chacune  d'elles  soit  perpen- 
diculaire au  plan  passant  par  sa  conjuguée,  par  rapport 
à  l'ellipsoïde  et  par  le  point  M. 

i"  Démonlrer  que  par  un  point  quelconque  de  l'es- 
pace passent  trois  droites  D  ;  pour  quelles  positions  du 
point  deux  ou  trois  de  ces  droites  sont-elles  confondues? 
Peuvcnt-elies  former  un  ttièdre  trirectangle ? 

2°  Dans  un  plan  P  existe,  en  général,  une  seule 
droite  D;  quels  soiit  les  plans  reiifcrinanl  une  infinité 
de  ces  dioites,  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droites 
dans  chacun  d'eux? 

3"  On  suppose  que  le  plan  P  se  déplace  parallèle- 
ment s  lui-même  ;  former  la  surface  engendrée  par  les 
droites  D  situées  dans  les  positions  successives  de  ce  plan. 

4"  Pour  quelles  directions  du  plan  P,  ou  bien  pour 
quelles  positions  du  point  M  cette  surface  est-elle 
réductible  à  une  courbe  plane,  et  quelle  est  celte 
courbe  ? 

Elémentaires.  —  On  donne  une  spliprc  tl:>  '■r"tri'0 
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un  plan  P  tl  un  jioinl  S;  on  considère  tous  les  cercles 
C  de  la  sphère  non  parallèles  au  plan  P,  et  projetés  de  S 
sur  ce  plan  suivant  des  cercles. 

i'  Démontrer  que  les  plans  des  cercles  C  se  coupent 
suivant  une  même  droite  D. 

3°  Inversement,'  étant  donnée  une  droite  D,  et  le 
plan  P  restant  arbitraire,  il  existe  une  infinité  de 
points  S  tels  <|uc,  pour  ehacun  d'eux,  la  droite  D  sa- 
tisfasse aux  conditions  énoncées  précédemment,  le  plan 
P  étant  convenablement  choisi.  Trouver  l'ensemble  de 
ces  points  S  lorsque  la  droite  D  est  fixe,  puis  lorsqu'elle 
varie  en  passant  par  un  point  fixe. 

3°  Le  plan  P  et  le  point  S  restant  fixes,  il  existe  sur 
la  sphère  un  faisceau  de  cercles  Ci  orthogonaux  k  tous 
les  cercles  C  ;  lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par 
un  cercle  particulier  C)  et  par  les  cercles  C  successifs. 

4°  A  chaque  cercle  0|  correspondent  des  cercles  C 
tels  que  l'un  des  deux  cônes,  passant  par  C  et  Ci  ^ 
devienne  un  cylindre;  trouver,  lorsque  C,  varie,  le 
lieu  des  parallèles  aux  génératrices  de  tous  les  cylindres 
ainsi  formés,  menées  par  un  point  de  l'espace. 

5°  On  suppose  que  le  plan  P  reste  fixe  et  que  le 
point  S  décrive  une  droite  A  ;  trouver  l'ensemble  des 
droites  D  correspondantes;  examiner  le  cas  particulier 
où  la  droite  A  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au 
planP 


UBLIOGRAPHIE. 

Les  Femmes  daks  la  Science,  notes  recueillies  par 
j4.  Hebiére.  a' édition,  i  vol.  in-S",  36o  pages.  Paris, 
Nonj  et  C'%  1897. 

Le  ij  février  iRgL  M.  Rcbirrc  lit  au'cerclc  Saint-Simon  une 
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conférence,    fort  goùlêe,    sui'   tes  femme»  dam  la   Science. 
C'est  cette  conHreoce,  d'abord  imprimée  en  une  Brochure  de 
87  pages,  que  l'auteur  a  dé*eloppée,  depuis,  jusqu'à  en  faire 
un  fort  Volume  de  36o  pages. 

Le  titre  même  de  l'Ouvrage  indique,  i  lui  seul,  très  nette- 
ment, le  but  poursuivi  et,  disons-le  de  suite,  1res  heureuse- 
ment atteint.  C'est  un  ensemble  de  notes  impartiales  non  pas 
seulement  sur  les  femmes  qui  se  sont  occupées  directement 
de  la  Science,  mais  aur  loutes  celles  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ont  eu  quelque  heureuse  influence  sur  elle.  Les  iSS  premières 
pages  du  Volume  forment  ainsi  une  sorte  de  Dictionnaire  où. 
rangées  par  ordre  alphabétique,  se  trouvent  des  Notices, 
tantôt  très  brèves,  tant&t  plus  développées,  sur  toutes  les  bien- 
failriees  de  la  Science,  au  sens  large  du  mot.  A  côté  des 
Notices  de  Marie  Agnesi,  de  Sophie  Germain,  de  Sophie 
Kowalewski,  ces  trois  célèbres  mathématiciennes,  on  ren- 
contre des  noms  comme  ceus  de  M"™  Hôené  Wronski.  de 
M°"  Vvon-Villarceau,  de  M°"  Lavoisier  et  de  M~  Laplace, 
.  simples  collaboratrices  ou  éditrices  des  Œuvres  d'un  illustre 
mari.  Celles  qui,  comme  M""*  Pasteur,  ont  su  par  leur  afTeclion 
constante  soutenir  leur  époux  dans  les  luttes  pour  la  Science 
ou  même  celles  qui,  comme  Cberesirata  (mère  d'Epicure),  ont 
eu  l'honneur  de  donner  le  jour  à  un  homme  célèbre,  ne  sont 
pas  non  plus  oubliées.  Chaque  Notice  est  suivie  d'un  iadeiL 
bibliographique  très  documenté:  quelques-unes  sont  accom- 
pagnées d'un  portait  ou  d'un  fac-similé  d'autographe. 

Celte  petite  Encyclopédie  féminine  est  suivie  d'une  première 
Note  intitulée  ;  Si  la  femme  est  capable  de  Science.  C'est  là 
certes  un  sujet  passionnant,  tout  d'actualité,  mais  dans  lequel 
malheureusement  on  ne  peut  faire  que  des  assertions  biea 
hasardées  puisque  toutes  résultent  plus  ou  moins  de  la  com- 
paraison de  la  femme  à  l'homme,  comparaison  bien  peu  légi- 
time puisque,  de  tout  temjis,  l'éducation  de  la  femme  a  été 
bien  distincte  de  celle  de  Itiomme.  M.  Rebière,  restant  dans 
le  rôle  d'éditeur  impartial  qu'il  s'csl  assigné,  se  contente  de 
reproduire  fidèlement  les  opinions  diverses  qu'il  a  patiemment 
recueillies;  et  il  y  a  un  certain  piquant  à  pouvoir  rapprocher 
ainsi  les  observations  de  Bossuet  et  de  Voltaire,  celles  de 
M"'  Dupanloup  et  de  H"'  Séverine,  sur  le  même  sujet. 

L'Ouvrage  se  termine,  enfin,  par  une  seconde  Note  ;  Menai 
propos  sur  li-s  /emmes  et   les  Sciences,   qui  contient  des 
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détails  biographiques,  des  o|iinioDs,  des  anecdote»,  des  para- 
doxes même  qui  y  jettent  une  noie  gaie. 

Je  regrette  de  ne  pouvoir,  dans  ud  aussi  bref  compte  rendu, 
oe  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  de  tous  les  détails  in- 
téressants que  contient  ce  joli  Volume  et  je  souhaite  vivement 
que  ces  quelques  mots  d'éloge  lui  attirent  de  nombreux 
lecteurs.  C.  Boueilbt. 


QllSTrONS. 


I7CU.  Par  le  foyer  d'une  conique  donnée  on  mène  des  cordes; 
les  circonférences  de  cercles,  qui  ont  ces  cordes  pour  diamètres, 
iont  tangentes  à  deux  cercles.  (Mannheiii.) 


l'équalion  d'une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au  télraèttre 
de  référence;  a,  b,  c,  d,  e,  /  les  arêtes  de  ce  tétraèdre,  A,  B, 
C  et  D  les  aires  de  ses  faces,  ei  V  son  volume  ;  1,^,7  les  demi- 


^   '  (  mnp  A'  -i-  npl  U'  -h  plin  C*  ■+■  Imn  D'  )' 

l  (/nrtA'D'a>-nn/R"Di6'-i-/mC«D'cî  j 

^  (mnpX^-i-  nplM'-hplmC'-t-  Imn  0'  )•  ' 

T  -*--(  «  -t-a  p         {„inpX'-i-  nplB'-i-plmC'-h  l'iinb^Y'' 

La  condition  pour  que  la  surface  représente  un  paraboloïdc 
:st  donc  mnpÂ*-^  nplB^-h plmC^-t-  ImnD*  =  o. 

(Gentï.) 
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COItGRtS  DE  ZURICH. 


e  numéro  sous  presse,  le  Co- 
mité nous  prie  de  faire  savoir  aux  malbématiciens  désireux 
d'assister  au  CoDgrès  qu'ils  pourront  s'y  rendre,  quand  même 
ils  n'auraient  pas  reçu  d'invitations  personnelles.  Des  omissions 
involontaires  et  inévitables  ont  dû,  en  effet,  se  produire.  Mai; 
pour  l'organisation  matérielle,  il  est  désirable  que  chacun  fasse 
connaître  ses  intentions  aussitôt  que  possible. 

Le  programme  du  Congrès  va  être  prochainement  publié. 
Nous  savons  qu'il  comprendra  : 

Le  lundi  g  août,  une  conférence  de  M.  PoincabÉ  :  Sur  les 
rapports  de  l'Analyse  et  de  la  Physique  mathématique: 
une  conférence  de  M.  Huhwitz  :  Sur  les  progrès  récenti  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques; 

Le  mercredi  il  août,  une  conférence  de  M.  F.  Klbin  :  Sur 
l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures. 

Des  séances  particulières  ou  plénières,  des  excursions  et  un 
banquet  compléteront  le  programme  et  fourniront  aux  mathé- 
maticiens présents  l'occasion  de  se  voir,  d'échanger  leurs  vues 
et  leurs  idées,  dcsegroupersuivantleursgoùtsctleurs  affinité;. 

Il  semble  dés  à  présent  convenu  que  le  prochain  Congrès 
international  aura  lieu  à  Paris,  en  igoo. 


<i  lieu  de  Abel,  Thahbon,  littz 


10  dans  les  parties    daos  les  plus  petites  pirties. 

Le  Tableau  (orme  la  suite  de  la  note  de  la  page  iiî 
7  en  remontant  que  si 

4  prcis  de  diîsircr  de  voir      près  de  voir 

10  préientalion  exposition 
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SUR  LA  TRAAISFORMITION  HOHOGRAPUIQUB  DES  PROPRifiTÉS 
NfiTRIOUBS  DES  PlfilRES  PLANES; 

Pah  m.  Georges  BROCARD, 
Prorcsseur  au    lycée   du    Havre   (' ). 


1.  CoDsidérons,  dans  la  fîgure  primitive,  un  triangle 
CAB  et  effectuons  une  transformation  lioniograplii<]ue 
telle  que  les  points  cycliques  deviennent  réels  tout  en 
restant  à  l'inilni;  soient,  dans  la  transformée,  cielcj  les 
droites  joignant  le  point  c  à  ces  deux  points  à  l'infini 
et  c',  c"  les  poiats  où  elles  rencontrent  le  côté  ab,  et  soit 
enfin  c°  le  symétrique  de  c"  par  rapport  au  milieu  d 
deab.  On  sait  que  le  rapport  anharmonique  (c'c\ab)csl 
égal  à  v^  ■  11  en  résulte  que  l'on  a 


Si  donc  on  a,  dans  la  figure  primitive,  une  relation  lio- 
mogène  entre  GA  et  CB,  elle  se  transformera  en  une 
autre  relation  que  l'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  la 
première,  OA^  par  le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab 
faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci  et  c/',  et 
CB'  par  une  cxpressioa  analogue. 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  a  CA  =  CB,  il  en  ré- 


(')  Voir  t.  \v,  p.  f,26 
Ann.  de  Afalhénial,, 
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sultera  que  les  points  d  et  c'  seront  symétriques  par 
rapport  a  à. 
Plus  généralement,  soît  xy  une  droite  quelconque,  et 


(1, ,  flj,  A, ,  éj  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
les  parallèles  à  ci  et  c/,  menées  par  a  et  b.  On  a  évîdem- 


On  peut  donc,  dans  la  relation  donnée,  remplacer  CA* 
par  le  produit  des  projections  de  ca  sur  une  droite  quel- 
conque, faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci 
et  c;',  et  CB*  par  une  expression  analogue. 

Enfin,  on  a  aussi 


cb,  ~ 


On  peut  donc  encore  remplacer  r,\*  par  le  produit  i 
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projections  de  casur  ci  eicj,  etCB*  par  une  expression 
analogue. 

Ces  considérai  ions  permettent  de  déduire  très  sim- 
plement, de  toute  relation  métrique  relative  à  une  cir- 
conférence, une  relation  analogue  relative  à  l'hyperbole. 
Supposons,  par  exemple,  que,  dans  la  figure  primi- 
tive, AB  soit  un  diamètre  d'une  circonférence  passant 
par  C.  Dans  la  transformée,  ab  sera  un  diamètre  d'une 
hyperbole  passant  par  c,  et  la  relation  CA^-l-CB^sx  AB' 
donnera  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab,  faites  pa- 
rallèlement aux  deux  asymptotes,  augmenté  du  pro- 
duit des  projections  de  te,  est  égal  à  ab^. 

2.  Supposons  maintenant  que,  dans  la  transformée, 
les  deux  points  cycliques  soient  transformés  en  deux 
points  à  l'infini  réels  et  confondus. 

Soient  Cl  la  droite  qui  joint  le  pointe  à  ces  deux  points 

FiR.     t.. 


confondus;  c',  é  les  deux  points  confondus  où  elle  reU' 
contre  ab,  et  c,  le  symétrique  de  c"  par  rapport  au  miliei 
d  de  ab.  La  relation  (c'c'ni)=:  ^^r^  devient 


C»^ 


Il  suffira  donc,  pour  tiansfonucr  une  relation  homogène 
entre  CA  et  CB,  de  les  remplacer  par  leurs  projections 
sur  ab  (ou  sur  une  droite  quelconque),  faites  parallèle- 
ment à  ci. 
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Il  esl  facile  de  déduira  de  colle  façon,  de  loulu  pro- 
priété métrique  de  la  circonférence,  une  propriété  ana- 
logue de  la  patabole. 

Exemple.  —  Éuul  données  deux  parabolfs  liomotbé- 
liques,  si  par  lu  centre  d'Iioniotliétie  OQ  mène  une  sé- 
cante quelconque,  et  que  l'on  projette  sur  une  taogeute 
commune,  parallèlemeut  à  la  direction  des  axes,  les 
segments  compris  entre  le  centre  d'iiomothétie  et  deux 
points  an li homologues  situés  sur  celte  sécante,  le  pro- 
duit des  deux  projections  obtenues  est  constant. 

On  peut  obtenir  uu  théorème  analogue  relatif  à  deux 
hyperboles  liomothétîques  ;  seulement,  l'un  des  segments 
devra  être  projeté  suivant  une  parallèle  à  l'nne  des 
asymptotes,  et  l'autre,  suivant  une  parallèle  à  l'autrt- 
asymptote. 

Remarque.  —  Le  produit  des  projections  d'une  lon- 
gueur sur  les  deux  asymptotes,  faites  suivant  des  paral- 
lèles à  CCS  asymptotes,  représente,  à  un  facteur  constant 
prés,  l'aire  du  parallélogramme  ayant  cette  longueur 
pour  diagonale  et  ses  eûtes  respectivement  parallèles  aux 
deux  asymptotes,  cette  aire  étant  affectée  d'un  signe 
convenable. 

Toute  relation  homogène  entre  les  longueurs  de 
certaines  lignes  droites  de  la  première  ligure  peut  donc 
Être  transformée  en  une  relation  analogue  entre  les  aires 
des  parallélogrammes  ayant  pour  diagonales  les  lignes 
droites  correspondantes  de  la  deuxième  figure,  et  leurs 
côtéb  parallèles  aux  deux  asymptotes  de  l'hyperbole. 

Exemples.  —  Les  parallélogrammes  cunslruiis  sur 
deux  tangentes  issues  d'un  même  point  sont  étguiva- 
lents. 

Soient  a,  b  les  extrémités  d'un  diamètre  d'une  hyper- 
bole, et  C  un   point  quelcouquc  de    cette  courbe  :    la 
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:  algébrique  des  aires  des  parallélogrammes  con- 
siruit.s  sur  ca  et  c6  comme  diagonales  est  constante. 


[021] 

SliR  UNE  FORHiLE  «K  LA  THÉORIE  GÉKÉRALE  DES  FOItCTIOniS 
BE  PLUSIEURS  VARIABLES  ET  BE  L'INTÉGRATION  SES  BIF- 
FBRBKTIELLES  TOTALES  ('). 

Pin  M.  E.  JACGI, 
Licencii^  t'9  sciences  miit1i^malii|Lie9. 


La  formule  que  nous  nous  proposons  de  démontrer 
pour  les  fonctions  de  plusieurs  viiriables  est  l'analogue 
de  la  formule 

=  l<{XB)-h- — ■ -j — -  -*- ~ ,--^ ^-■■  ■ 

du  cas  d'une  seule  variable. 

On  ne  sait  actuellement  mettre  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  que  sous  forme  d'intégrales  multiples 
qui  ne  portent  pas  sur  leurs  propres  dérivées,  et  sous 
forme  d'intégrales  de  dîil'ércntielles  totales,  pour  les- 
quelles on  ne  possède  pas  de  procédé  méthodique  d'in- 
tégration. 

Une  formule,  remplaçant  l'intégrale  de  dilFérentielte 
totale,  ne  contenant  que  des  intégrales  simples  ou  mul- 


(')  Extrait  d'uù  Mémoire  sur  ta  Théorie  générale  dea  fonutioni, 
présenté  par  l'auteur  A  t'A.cadémie  des  Sciences,  en  iRr>?. 
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liples  ordinaires,  permettra  d'étendre  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  les  théorèmes  que  la  forme  (i)a  per- 
mis de  démontrer  pour  les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Soit  d'abord  une  fouction  de  deux  variables  que  nous 
supposerons  sans  points  critiques;  nous  écrirons 

-)-F(3:„,^)  — F(37„,^„) 
-+-F(r,>-)-F(a-,j,)-tF(jr,,/)-F(j-„r.)I- 

Nous  avons,  en  vertu  do  la  formule  (i), 

F(r,^.)-P(».,r.)  =  £^%^'*- 
P(i„j)  — r{i„/.)-  [''"''^''■"'ly- 

F(x,y)  ^f(x.r,,  -/''"''j^'-^Vr- 

F(x„j,)  -  F(:r.,r.)  =  ('ii^Vr. 
F(»-,^)-F(.',J.)-|F(»-.,r)-l-(a-.,.v.>l 

et,  par  conséquent, 

/  F(i,.,-)™F(i.,^,) 

Pour  une  fonction  de  trois  variables  K(,r,  y,  i),  "" 
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trouvera  de  même,  au  moyen  des  formules  (i)  et  (a), 


r'âP 


t'.r,.=.)j^^  r''ri'...y.'.) 


<!)■ 


En  général,  pour  \mc.  fonction  de  n  variables,  on 
aura,  en  appelant  x,,  jr^,  ..  .,Xa  ces  n  variables  et  x,, 
«ï,  a,,  . . .,  a„  leurs  valeurs  initiales, 

F(«„a„...,a„) 
^Y    r''dF(ar,,a,,aj, 


dxi  àxi  àrs 


:  dx,  dxt . . .  dxn-i 
\  X  dx)  rf^i . , .  dxa-t  dx„. 

Dans  cette  formule,  le  premier  terme  est,  comme 
dans  la  formule  (i),  la  valeur  initiale  de  la  fonction;  le 
second  terme  est  la  somme  des  intégrales  des  n  dérivées 
premières  prises  par  rapport  aux  n  variables  respective- 
ment, les  variables  qui  ne  varient  pas  dans  ces  inté- 
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grales  ayant  leurs  valeurs  initiales;  le  troisième  terme 

est  la  somme  des ^^— ^  intégrales  doubles  portant  sur 

les  -■  ■  ■■■  dérivées  rectangles,  où  les  variables  par  rap- 
port auxquelles  on  intègre  varient  seules  et  où  les  autres 
variables  ont  leurs  valeurs  initiales. 

D'une  manière  générale,  cette  formule  se  compose 
de  la  valeur  initiale  de  la  fonction  et  des  intégrales 
pupiM  jgj  dérivées  d'ordre  p  de  F(^=3  i,  a,  ...,n), 
chaque  dérivation  n'étant  faite  qu'une  fois  par  rapport 
à  la  même  variable,  l'intégration  étant  faite  par  rap- 
port aux  variables  de  dérivation  et  les  autres  variables 
ayant  leurs  valeurs  initiales. 

Une  application  immédiate  de  cette  formule  est  l'ia- 
tégration  méthodique  des  dilTérentielles  totales. 

La  différentiel  le  totale  d'ordre  un 


s'intègre  immédiatement  par  la  formule,  car  ayant  les 
Il  dérivées  partielles  premières,  qui  sont  données  dans 
(fF,  on  obtient  les  autres  dérivées  qui  entrent  dans  U 
formule  (4)  par  des  dérivations  successives  des  pre- 
mières. L'intégrale  de  rfF  ne  contient  qu'une  arbitraire, 
F{a.,a„  ...,a„). 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  la  différentielle 
totale  seconde 

^.i,„  y '"■'('■..'' '■^^„ 


On  ne  connaît  pas  alors  les  dérivées  premières,  mais 
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seulement  les  dérivées  secondes;  il  est  vrai  qu'on  peut 
trouver  les  dérivées  premières;  maïs  nous  allons  trans- 
former  la  formule  (4)  de  manière  qu'il  ne  soit  pas 
nécessaire  de  les  chercher. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  variables  ; 

La  formule  (i)  donne 

àx  àxt  J^.  Ux' 

'1  Ff :r,,f)  _  à  F(:r„,  j„)  /"  à<F(^„,y) 

')y        ~  ày,         ^J^^  dy'  -^' 

et,  par  conséquent, 

Cette  formule  donne  une  intégration  méthodique  de 
la  différentielle  seconde  rf'F,  c'est-à-dire  permet  de 
trouver  la  fonction  F  lorsqu'on  connaît  ses  trois  déri- 
vées secondes. 

On  voit  qu'il  y  a  trois  constantes  d'intégration 
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Dans  le  cas  d'une  fonction  de  n  variables 

F(^u^ ,^«). 

dont  on  donne  la  difTérenlielte  totale  seconde,  c'est- 
à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre  deux,  on  remplacera 
deinèmedansla  formule  (4)  tes  ndérivées  premières  par 
leurs  valeurs  obtenues  en  fonction  des  dérivées  secondes 
au  moyen  de  la  formule  (i)  : 

'>V(^i.<^, ««) 


..jb)      f'tL 


-  '*F(''-.=- "'■) ^  r"' '"F(^..=.i, ■■■■»«) ^^^ 


Ou  aura  ainsi  une  formule  donnant  F(-ri,  ...,Tb1 

au  moyen  des  ; —  dérivées  données  et  de  dériïées 

qu'on  obtient  par  dérivations  successives  des  dérivées 
rectangles  données.  Les  constantes  arbitraires  dans  l'in- 
tégration indéfinie  sout  les  valeurs  initiales  de  la  fonc- 
tion et  di>  SCS  n  dérivées  premières;  leur  nombre  est 
donc  n  t\-  1 . 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  une  différentielle 
totale  d'ordre  Unis,  c'esl-à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre 
trois  d'une  fonction 

rf*l'(xi,i:,,  ,  ..,a?„)  =  V         — r'i — --■•  •■  "■'■î 


;7d'F(j7i.r. -r,) 


Nous  remplacerons  la  formule  (4)  par  une  formule 
ne  contenant  plus  que  les  dérivées  d'ordre  trois  données 
et  des  dérivées  d'ordre  supérieur  que  l'on  tire  des  déri- 
vées données  par  dérivations  successives;  nous  écrirons. 
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au  raoj'en  de  la  formule  (i), 
àF(^,,a, gp-i.Jp.a^i,  ..  .,3,1) 


<'x:" 


F(g «p-i.  ^pt  gp-i-i ««)  _^ 


rfj-,, 


^'  <lx. 


L't,  au  moj'cn  de  la  formule  (2), 

'*'F{ï|.  .  ..,  Sp-i,  Xp,  a+i,  ...,  a^_i,3^,,a^4.i,  . 

_  d'F(g„  ...,ap,  ...."t.  ■■■,">.' 

_^    r'>à^F(au  ..■,(t^|,a:'p,0[^„---.aff.  ■ 

Ap    /'■'''diF(ci,,...,ap_,,a:-,a,^,,...,Qi„_,,j-„,a,,+,,...,a„)    ,       . 

(/>,î  =  i,2,3,...,n). 

Remplaçant,  dans  la  formule  (4))  les  dérivées  pre- 
mières ei  secondes  par  ces  valeurs  ('),  on  n'aura  plus 
que  des  intégrales  multiples  portant  sur  les  dérivées 

(')  Oo  pourrait  écrire  aussi  ; 

^F(» v„.r^,Ji,.. .a,-,..c,.a,^.„..-.a„) 

_  d-FÇ. a, c.,.a„) 


e  qui  diminue  it  nombre  de»  inlégralionf  à  fairi 
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troisièmes  données  et  des  dérivées  d'ordre  supérieur 
Les  autres  termes  sont  : 


-[? 


(■ 


d'F(=,.  , 


(p,  ?=  I,  a,  ...,n,pyég). 
Il  y  a  donc  1 1+  -  +  "  1  constantes  arbitraires 

dans  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  totale  du 
troisième  ordre  d'une  fonction  de  n  variables;  C6  sont 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction,  de  ses  n  dérivées 

premières  et  de  ses  -^ dérivées  secondes. 

Par  l'exemple  précédent,  on  voit  que,  pour  intégrer 
une  différentielle  totale  d'ordre  m  quelconque,  on  aura 
à  remplacer  dans  la  formule  (4)  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  m  par  leurs  valeurs  calculées  de  proche  en 
proche  et  exprimées  au  moyen  des  dérivées  d'ordre  su- 
périeur ou  égal  à  m.  L'intégration  de  la  différentielle 
reviendra  alors  à  elVeetuer  les  intégrales  de  la  formule 
obtenue,  intégrales  d'ordre  m  ou  d'ordre  supérieur, 
portant  sur  les  dérivées  d'ordre  m  et  d'ordres  supé- 

Les  constantes  arbitraires  de  l'intégrale  indéfinie  soûl 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
d'ordres  i,  2,  ...,  m  —  1 .  En  désignant  par  Dg  le  nombre 
des  combinaisons  avec  répétition  de  n  objets  p  à  /»,  lu 
nombre  des  arbitraires  sera 

La  formule  (4)  que  nous  avons  démontrée,  «n  sup- 
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posant  que  la  formule  (i)  était  applicable  à  la  fonction 
et  à  ses  dérivées  lorsqu'une  seule  variable  varie,  est 
vraie  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  variables 
sont  réelles  ou  imaginaires  et  lorsque  la  fonction  a  ou 
n'a  pas  de  points  critiques  ;  la  supposition  que  nous 
avons  faite  peut  alors,  en  effet,  être  faite  également, 
snufcertaines  restrictions  sur  le  cliemiii  suivi  par  chaque 
variable,  qui  demandent  une  étude  approfondie  des  va- 
leurs des  variables  qui  forment  des  systèmes  critiques 
pour  U  fonction. 

Si  l'on  énonce  le  théorème  de  Caucliy  sous  cette  forme, 
qui  donne  des  démonstrations  fort  simples  de  théorèmes 
importants  (tels  que  la  décomposition  d'une  fonction 
en  facteurs  primaires  en  considérant  le  logarithme  de 
cette  fonction) ,  en  l'appliquant  non  seulement  aux 
pôles  de  la  dérivée,  mais  à  tous  les  points  critiques  de 
la  fonction  : 

L'intégrale  de  la  fonction  — -j—  ,  prise  le  long  d'un 
conloar  fermé  renfermant  un  seul  point  critique  et  ne 
postant  par  aucun  point  critique  de  F(x),  donne,  au 
retour  de  la  variable  au  point  x  de  départ,  la  diffé- 
rence au  point  x  des  valeurs  de  deux  des  fonctions  en 
lesquelles  se  décompose  F{x),  différence  qui  est  nulle 
au  point  critique  considéré. 

Ce  théorème,  qui  est  une  conséquence  de  l'identité 


SOUS  certaines  conditions  de  continuité  de  variation  de 
la  variable  et  de  la  fonction,  peut  être  étendu,  par  le 
moyen  de  notre  formule,  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables;  car  notre  formule  fournit  une  intégration 
métiiodiquc  de  la  diHerentielle  totale  et  donne,  par  con- 
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séqueiit,  le  moyen  de  calculer  U  difTérence 

F(3:,.ir,....,;r„)-P(a:,.«t,. ..,«-.) 
et,  par  suite,  la  diHercnce  des  valeurs  au  mùme  point 
(x,,  X3,  .. .,  T„)  Ac  deux  des  fondions  en  lesquelles  se 
décompose  la  fonction  F. 

C'est  sous  ce  seul  point  de  vue,  croyons-nous,  que  le 
ihëorème  de  Caucli^  peut  être  étendu  aux  fonctions  du 
plusieurs  variables  et  donner  pour  celles-ci  les  nom- 
breuses applications  qu'on  en  a  faites  dans  le  cas  d'une 
seule  variable,  telles  que,  par  exemple,  la  décomposi- 
tion d'une  foDctioR  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
maires. 

?fous  nous  contentons  d'indiquer  dans  cette  Note  celte 
application  de  notre  formule,  et  cette  interprétation  du 
théorème  de  Caucliy,  car  leur  démonstration  exige,  au 
préalable,  une  étude  approfondie  des  systèmes  critiques 
des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

D'une  manière  générale,  notre  formule  est  destinée  à 
prendre,  dans  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables, la  place  que  prend  la  formule 

dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  seule  variable. 


IHlld]  [J4a] 
SUR  LA  CONVERGENCE  DBS  SUBSTIHITIONS  DNIFeRMES; 

Par  m.  K.-M.  LÉMERAY. 


On  sait  que  si  y  désigne  une  fonction  holomorplie 
ou  méromorphc,  la  substitution 


V-* 
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répétée  indéfiniment  fournit  une  suite  de  fonctionsyj;, 
_/"'x,  . . .,  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  prennent 
des  valeurs  pouvant  présenter  trois  cas  : 

1°  Elles  croissent  ou  décroissent  sans  limite. 

a"  Elles  tendent  vers  n  limites  distinctes   qui  sont 
racines  de  l'équation 

et  l'on  sait  qu'à  partir  d'un  nombre  suffisant  d'itéra- 
tions, la  période  de  convergence  est  n,  c'esl-à-dire  que 
Ic9  indices  d'itération  des  fonctions  qui  tendent  vers 
une  des  n  limites  suivent  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  n. 

3"  Ou  enfin  elles  tendent  vers  une  seule  limite  qui 
est  racine  de 
(I)  /r-x^o: 

c'est  le  cas  précédent  où  tes  n  limites  sont  égales.  La 
convergence  peut  alors  avoir  pour  période  soit  un 
nombre  entier  m,  soit  l'unité.  Soit  a  un  poini-racine 
de  l'équation  (i);  on  sait  que  si  l'on  a  (') 


m 


a<r, 


il  existe  autour  du  point  a  un  domaine  dans  lequel,  x 
étant  pria,  il  y  aura  convergence.  Je  me  propose  d'étu- 
dier le  cas  où  ce  module  est  égal  à  l'unité  ;  je  suppose 
que  la  valeur  x  =  (in'a  d'autre  particularité  que  d'an- 
nuler la  fonction Tj:  —  a;  et  quelques-unes  de  ses  déri- 
vées. Avant  d'étudier  le  cas  d'une  seule  limite,  il  faut 
faire  quelques  remarques  sur  le  cas  de  n  limites.  L  équa- 


J')  KŒNitia.  Sur  certaines  équations /onclionncUet  (Annales  de 
l'^eote  Normale,  iB8'(;  Supplémtnfi. 


jbv  Google 


(  ioH  ) 
lion 

a  d'abord  pour  racines  celles  de  (i)el, eu  général, celles 
de  /"x  —  j:=o,  m  étant  un  diviseur  de  n;  elle  a 
aussi  des  racines  qui  lui  sont  propres  :  elles  sont  dites 
d'indice  n,  et  furment  des  groupes  de  racines  cohérentes. 
Telles  sont  les  racines  ai,  a^,  ...,  a^,  satisfaisant  aux 
relations 
ai  =/»!,         as  =/i a„=/a„_,,         »,=/i,. 

L'équation  peut  admettre  d'autres  racines  cohérentes 
d'indice  n,  ^,,  ^3,  . . . ,  ^„,  satisfaisant  aux  mêmes  rela- 
tions. Elles  sont  toutes  distinctes  des  précédenies  ou 
elles  leur  sont  égales.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 
ail 

,x  =  a^-  p,         el         a^,  5p,+,: 

on  en  tirerait 

la  foiiclioii/adntettrait  plus  d'une  détermîiialîon  pour 
une  mëtne  valeur  de  la  variable,  ce  qui  est  coutrairE  à 
notre  h;ypotlièse.  Pour  la  même  raison,  si,  dans  un 
groupe  de  racines  cobérenies,  il  j  en  a  />  égales  enlre 
elles,  les  autres  seront  aussi  égales />  à  p,  el  le  groupe 
sera  en  réalité  un  groupe  de  -  racines  cohérentes,  ré- 
l>été  p  fois,  de  l'équation 

et  réciproquement.  Si,  en  particulier,  l'une  des  racines 
est  égale  à  a  racine  Aefx  —  x  ^o,  il  en  sera  de  même 
pour  toutes  les  autres. 

Considérons  inainlenani  ie  cas  où  )a  dérivée  de  U 
fonction  donnée  prend,   au  point  racine,  une  valeur 
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dont  le  module  est  i,   et  l'argument  ^^-^.  A  et  n  étant 
premiers  entre  eux  ;  on  a  toujours,  comme  l'on  sait. 

Désignons  généralement  par  ^^  la  fonction /fx,  et 
écrivons  la  suite  des  différentes  itératives,  en  plaçant 
sur  une  même  ligne  celles  (|ui  admettent  au  point-ra- 
cine des  dérivées  égales;  on  obtient  le  Tableau  suivant 

^(oujo)      ^„      7„     ...         ^,, 

ri       r-*t     ri-^i 

y«-'     y^n-i   /(î+i)«-.    ■-■; 

l'enseDibte  de  toutes  les  colonnes  donne  la  suite  de 
toutes  les  itératives  et  les  fonctions  formant  la  (A-f-i)'™' 
ligne  ont  pour  dérivée  au  poinl-racine 

Les  termes  d'ime  même  colonne  sont  liés  entre  eux 
par  les  relations 

Xin-H  =fyqn.  ■  -Jc-(-ll«-.  =/r„+i„-i.  ... 

Par  suite  si,  pour  une  valeur  donnée  de  jr,  les  va- 
leurs des  lermes  d'une  même  ligne  tendent  vers  une 
limite  unique,  il  en  sera  de  même  pour  les  autres 
lignes;  on  aura 

y^a+i  =/yti+m-i  • 

les  relations  ci-dessus  formeront  un  cycle  fermé,  et 
l'ensemble  des  n  limites  constituera  un  groupe  de  ra- 
cines cohérentes. 

Si,  en  particulier,  une  de  ces  limites  est  a,  il  en  sera 
Ann.  de  .}fathémal.,i'  série,  t.  XVI.  (Juillet  18.17.)  30 
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de  même  des  autres  cl  l'ensemble  convergera  vers  a.  Il 
nous  suffit  donc  de  chercher  sous  quelles  conditions  les 
termes  d'une  quelconque  des  lignes  convergeront  vers  a. 

Parmi  les  lignes  du  Tableau  ci-dessus,  je  choisirai  la 
première  dont  les  termes  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Si,  en  un  point-racine  de  l'équation/x  — j:i=o,  la  dé- 
rivée ~-^  a  une  valeur  de  modale  i  et  d'argument 
k  et  H  étant  premiers  entre  eux,  les  n  premières 

dérivées  de  la  fonction /""X  —  x  au  même  point  seront 
nulles,  quelles  que  soient  les  dérivées  de  la  fonction  /.c 
pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  inBnies.  Il  en  sera  Je 
même  pour/*"  j^./'wx,  .... 

En  effet,  pour  la  dérivée  première,  on  a 

En  ce  qui  concerne  les  autres  dérivées,  je  me  repor- 
terai aux  formules  données  par  M.  Korkine  (  '  ),  Comme 
l'on  a,  par  définition, 

a)  =  f/<x-a\ 


<») 

tf'l.'-' 

en  posant 

/(»-«)  = 

=2"".('-«) 

où 

«1  =  — -. — 

Idlf-T 


). 


(')  Sur  unprobléme   d'interpolation   {Bulletin  det  Se.  i 
1881;  I"  Partie)    Je  suis  obligé  de  modifier  légèremeut  les  noi 
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L'équation  (a)  ppul  s'écrire 

'f,,[2.,<.-»,']'=î.42-"-»'']'- 

En  égalant  les  coefliciunls  des  mêmes  puissances  de 
X  —  n  dans  les  deux  membres,  on  a  des  équations  qui 
permettent  de  détermiaer  a-t,  a.»,  . . . ,  et  en  tenant 
compte  de  te  que  ai  est  égal  à  a",  ces  coeflicients  s'ex- 
priment en  fonction  de  n.  Je  ne  rappellerai  pas  ces  for- 
mules; pour  ce  qui  suit,  il  suffît  de  remarquer  que  clta- 
run  de  c&&  coefficients  est  de  la  forme 


S  représentant  une  somme  liiiie  du  termes  dans  les- 
quels 4^  est  un  monôme  en  (T),  «3,  ...,/i^,  l'exposant 
de  plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  nul  ;  P  un  po- 
lynôme en  a";  Q  un  produit  de  facteurs  binômes  de  la 
forme  nï—  i,  la  plus  grande  valeur  que  puisse  prendre 
*/  étant  p  —  I ,  Cela  posé,  et  dans  l'hypotbèse 


toutes  les  fois  que  dans  l'expression  de  x^',  l'indice  de 
dérivation  p  sera  non  supéiieur  à  l'indice  d'itération  n, 
aucun  des  binômes  dont  le  produit  est  Q  ne  sera  nul, 
car  le  premier  qui  puisse  s'annuler,  savoir  a"  ^  i,  n'y 
ligure  pas.  Quant  au  facteur  n"  —  i ,  il  est  uul  ;  chacun 
des  termes  de  la  somme  est  donc  nul  ('),  ce  qui  dé- 

(  ')  Si  l'on  oongjdËrc  ta  dériv<!c   (n  + 1)''™,  r\\v   se  prfscntc  sous 
la  forme  ~;  »a  vraie  valeur,  que  l'on  aurait  raoilemcnt,  ne  sera  nullp 
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nionirc  la  proposition.  On  a  donc 

OÙ  A,,^.,  désigne  la  valeur,  au  point-racine,  de  la  dérivée 
(»  +  i)*™'  de  j'„.  On  aura.aussi,  en  général, 


Pour  qu'il  y  ait  convergence,  il  faut  que  st  u  est  l'af- 
fïxed'uue  itérative  de  la  fonction  f"x,  supposé  à  une 
distance  infiniment  petite  ^  du  point  n,  l'aflîxe  u,  de  la 
fonction  itérative  suivante  soit  à  une  distance  pi  du  a 
plus  petite  que  p  ;  autrement  dit  ([uc  l'on  ait 


E  pouvant  être  infiniment  petit  mais  positif.    Par  suitt-, 
si  l'on  |Kise 

on  aura 


et  il  faudra  avoir 


MiO^ri"!  ^ 


ce  qui  devient,  en  négligeant  les  puissances  supérieures 
des, 

cos(iu-t-n8)<o. 
Ainsi,  il  faudra  qu'à  partir  d'une  valeur  suflisammcnt 
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gra 

ide 

lie 

l'indice  d'itéralioi), 

on  ait 

coiislainineiii 

i,»-^3)^-. 

>»> 

(3A  + 

)î-" 

" 

" 

A,        'I- 

-->!)'■ 

Au 

Î-" 

Par  conséquent,  à  une  distance  înGnimcnt  petite  de  a, 
le  domaine  de  convergence  sera  composé  d'un  secteur 
S,  d'amplitude-,  compris  entre  les  demi-droïlC!;  nL, 


aL' faisant  avec  l'axe  réel,  les  angtcs  "~  "?  et  ——~l^, 
ainsi  que  des  n  —  i  secteurs  obtenus  en  faisant  toumer 
le  secteur  S  des  angles  —  i  a  —  r  •■  ■  {n  — 1)~-  Entre- 
deux  secteurs  de  convergence  consécutifs,  il  existe  un 
secteur  de  même  amplitude  —  dans  lequel  H  ne  doit  pas 
ùtre  pris.  On  voit  aussi  qu'à  tout  secteur  de  conver- 
gence correspond  un  secteur  opposé  par  le  sommet  qui 
sera  secteur  do  convei^ence  ou  non  suivant  que  n  est 
pair  ou  impair.  Si  l'on  sait  inverser  la  fonction y^r,  les 
secteurs  de  divergence  de  la  substitution  (x,y":r)  se- 
ront secteurs  de  convergence  de  (x,/~"x):  mais  /~"jc 
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admettant,  eu  général,  plusieurs  déLermi nations,  on 
n'aura  convergence  vers  a  que  si  l'on  choisit,  parmi  ces 
deierminations,  celle  qui  se  trouvera  dans  le  domaine 
do  a.  Considérons  maintenant,  non  plus  la  substitution 
{x,  f"x)  mais  toute  autre  substitution  (x,  /"'^x): 
si  6  esl  un  angle  limite  pour  la  première  %  H '-  sera  un 

angle  limite  pour  la  seconde;  par  suite,  tout  secteur  de 
convergence  pour_/'™x,  l'est  aussi  pour  y'"''"*  j:,  et  fina- 
lemeniyx.  On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  : 
quand  le  module  de  la  dérivée  est  plus  petit  que  i,\» 
surface  entière  du  cercle  infiniment  petit  décrit  autour 
de  a  comme  centre  donne  convergence  pour  la  substi- 
tniion  directe  et  divergence  pour  la  substitution  inverse; 
quand  le  module  est  égal  à  i ,  une  moitié  de  la  surface 
du  cercle  donne  convergence  pour  la  substitution  di- 
recte, divergence  pour  la  substitution  inverse,  l'autre 
moilié  produit  l'efTct  contraire;  enfin,  quand  le  module 
est  plus  grand  que  i,la  surface  entière  du  cercle  donne 
divergence  pour  la  substitution  directe,  convergence 
£K)ur  la  substitution  inverse:  à  cause  des  détermina- 
tions multiples  de  la  fonction  inverse,  la  convei^eucc 
par  la  substitution  correspondante  sera  d'une  applica- 
tion délicate. 

11  n'est  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  résultats  ci- 
dessus  avec  ceux  qu'on  obtient  directement  en  considé- 
rant le  cas  on  la  racine  est  réelle  ainsi  que  les  dérivées 
/'"'a.  Supposons  )a  dérivée  première  égale  à  i  au 
point-racine  et  la  dérivée  seconde  différente  de  séro 
(>«.""  3). 

Le  cliemin  brisé  rectangulaire,  dont  les  sommets  sont 
alternativement  sur  la  courbe  yz=J'x  et  sur  la  droite 
v=x  et  parcouru  de  telle  sorte  qu'on  aille  de  )* 
courbe  n    la  droite  par  une  parallèle  îi  Ot,  représente 
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par  les  ordonnées  des  poiuu  i,  a,  ^,  . . .  ta  valeurs 
des  itératives  successives,  la  valeur  initiale  étant  a:  v  ou 
a,  en  efTet, 

Ordonnée  de  i  ~/x. 
Ordonnée  de  i  =/( ordonnée  de  i)  =f^x. 

Pour  que  les  valeurs  de  ces  ordonnées  convergent 
vers  a,  il  faut  que,  si  la  courbe  a  ses  ordonnées  supé- 
rieures à  celles  du  la  bissectrice  des  axes,  le  point  de 
départ  soit  situé  à  gauche  de  a  {fig-  2).  Dans  le  ca« 

Fig.  î. 


contraire,  il  devra  être  pris  à  droite  de  ce  point  {fi^-  3)  ; 
par  conséquent,  les  diflërences_/x  —  X,  et  x  —  a  doi- 
vent avoir  des  signes  contraires,  ce  qui  revient  à  la  con- 
dition 

comme  on  peut  écrire 

on  devra  avoir 

ce  qui  n'est,  comme  on  peut  le  vérifier,  qu'une  consé- 
quence de  la  condition  générale  co8(w  +  «Q)<|o. 
Si  la  dérivée  première  ya  est  égale  à  —  1  {Jig-  4  et  5), 
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on  voit  que  les  valeurs  des  ordonnées  des  points  i,3, 
5,  . . . ,  a,  4i  6]    •  ■  •   convergeront  vers  a,  si  ie  rayon 


\ 

FIS.  4- 

y 

X 

/ 

/ 
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\ 

Fig.  s. 
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de  courbure  r  dëcrok  quand  on  passe  au  point  de  con- 
tact; on  doit  donc  avoir 


(S). 


ce  qui,  après  réduction,  équivaut  à 

c'est  la  condition  »  laquelle  on  arrive  encore  en  écri- 
vant qu'à  gauche  du  point  de  contact  f^x  est  plus 
grande  que  x,  et  qu'à  droite /^x  est  plus  petite  que  x; 


autrement  dit,  i 


i  l'on  a 
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pour  X  =  a,  on  a 

ou  a,  par  conséi^uGiit, 

On  vérifie  ainsi  que  la  dérivée  seconJe  de  la  fonction 
J^x  s'annule  pour  a:  =  «. 

Pour  la  dérivée  iroisïème,  on  a 

d*/^x  _  d'/x  rf/'^ 
da'     "    rfx»     d/x 

rf/3-»      dr'      dx  dfa^    \dx'/  ' 

et,  pour  X  = 


«Uft  rentre  encore  dans  la  condition  générale. 

ConsiÙéiûiis  maintenant  les  cas  où  la  première  déri- 
vée c)ui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  11  est  d'ordre  quel- 
conque. Si  elle  est  d'ordre  pair  {/ig.  2  et  3),  il  y  aura 
convergence  soit  à  droite  de  n,  soit  à  gauche.  Si  elle  est 
d'ordre  impair  (Jig.  d  et  7)  elle  peut  être  négative 
(//jÇ.  6)et  la  substitution  (x,f.r)  sera  convergente  à 
flroiH"  de  n  el  aussi  à  i^auchc.    I)  apccs  l'analvse  génê- 
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raie,  on  trouve  en  ell'ei  deux  secteurs  de  convergence 
opposés  par  le  sommel  et  comprenant  les  direclions 
6  =  0  et  8=Tt.  Quand  la  dérivée  considérée  estposi- 
lîve  {Jig.  7)  le  graphique  montre  nu'il  y  a  divergence, 
Fig.  6.  P'g  7- 


(jue  X  soit  plus  grand  que  a,  ou  qu'j]  soît  plus  petit.  En 
elfet,  les  secteurs  de  convergence,  encore  opposés  par  le 
sommel,  ne  comprennent  ni  l'un,  ni  l'autre  les  direc- 
tions 9^0  et  6  =  ■n.  On  ne  pourra  donc  converger 
vers  a,  par  la  substitution  directe,  qu'en  partant  de  va- 
leurs imaginaires  de  x  convenablement  choisies.  Soit, 
par  exemple. 


ill 


:  secteurs  de  convergence  de  ^  »  -;-  cl  de  -7 


On    pourra   faire,   par  exemple,    6  ^=  - 
oit  :c  —  (1;=  pe'       =  pv' —  '■  *-^°  B^wa 

Si  p  est  très  petit,  compris  par  suite  entre  o  et  i 
y   aura  convergence, 


le  module   p»  =  p  —  ?'  "J*-' 
fx  —  a  est  plus  petit  que  le  module  p  de  x  —  a. 

A  distance  finie  de  a,  les  secteurs  de  convergence 
sont  limités  par  des  courbes  tangentes  en  a  aux  droites 
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limites.  Quant  an  rayon  de  convergence,  il  dépendra 
de  la  fonction  donnée  et  devra  être  étadié  dans  chaque 
cas  particulier;  il  est  clair  que  le  domaine  ainsi  défini 
ne  devra  contenir  aucune  autre  racine  soit  de  l'équa- 
tion/x  —  JT  =  o,  soit  de  toute  autre  équation 

Si,  par  exemple,  une  fonction  satisfait  à  l'équatioi)  fonc- 

tiounelle 

(3)  f«x-x=.o, 

et  si  a  désigne  une  racine  de  l'équation 

le  domaine  de  convergence  autour  de  a  sera  d'un  rayon 
infiniment  petit,  car  si  près  qu'on  se  place  de  a  on  ren- 
contrera, avant  d'y  arriver,  une  infinité  de  racines  de 
l'équation  (3)  :  il  ne  peut  donc  y  avoir  convergence. 


[08b] 

nn  SUR  LES  DÉPUCEMENTS  D'UNE  FIGURE  INYAIIIABLE; 

pab  m.  a.  de  SAINT-GERMAEN. 


Je  me  propose  d'indiquer  une  méthode  simple  et 
uniforme  pour  démontrer  le  théorème  fondamental  sur 
les  déplacements  finis  d'une  figure  dans  un  plan  ou 
d'un  solide  dans  l'espace  :  elle  repose  sur  une  consi- 
dération analogue  à  celle  dont  se  sert  !M.  Kœnigs  pour 
établir  le  caractère  du  déplacement  élémentaire  d'un 
solide.  J'ajouterai  quelques  remarques  se  rapportant  à 
l'une  des  propriétés  caractéristiques  de  l'hélice. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'amener  une  figure 
plane  F  d'une  position  donnée  à  un  autre  dans  son 
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plan  :  il  suffit,  coQime  on  sait,  d'amener  deux  de  set 
points  dans  la  position  qu'ils  doivent  occuper.  Prenons 
arbitrairement  le  premier  de  ces  points  et  soient  A,  B 
ses  positions  initiale  et  finale  dans  le  plan  fixe  :  pour 
second  point.  Je  choisis  celui  qui  se  trouve  d'abord  en 
B  et  qui  doit  venir  en  un  point  C  toujours  bien  déter- 
miné: les  droites  AB,  BC  sont  nécessairement  égales. 
Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  passant  par  k-s 
points  A,  B,  C  :  il  est  clair  qu'en  faisant  tourner  le 
triangle  OAB  autour  du  centre  O,  on  peut  l'amener  en 
coïncidence  avec  son  égal  OBC,  entraînant  la  figure  à 
déplacer.  Si  les  points  A,  B,  C  étaient  e»  ligne  droite, 
ce  serait  par  une  translation  AB  qu'on  pourrait  réaliser 
Je  déplacement  donné  de  F. 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  qu'une  rota- 
lion  suffit  pour  imprimer  un  déplacement  donné  à  une 
ligure  sur  une  sphère. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  donner  un  dé- 
placement déterminé  à  un  solide  S  :  soient  dans  l'espace 
A,  B  les  positions  que  doit  prendre  successivement  un 
de  ses  points  choisi  arbilraircmeiit  ;  le  point  qui  se 
trouve  d'abord  en  B  devra  venir  en  un  point  C  qu'on 
doit  regarder  comme  connu-,  de  même  te  point  situé 
d'abord  en  C  occupera  une  position  D  quand  S  sera 
dans  sa  seconde  position.  Il  suffirait  d'amener  les  trois 
points  considérés  des  positions  A,  B,  C  en  B,  C,  D 
pour  donner  à  S  le  déplacement  voulu.  D  y  a  néces- 
sairement égalité  entre  les  droites  AB,  BC,  CD,  comme 
entre  les  angles  ABC,  BCD.  Soient  PQ  la  perpendicu- 
laire commune  ans  bissectrices  BB*,  CC  de  <;es  angles 
lit  pabcd  la  projection  de  ta  figure  PQABCD  sur  un 
plan  normal  n  PQ  en  son  milieu.  Les  angles  ^ie,  pcb 
sont  égaux  comme  mesurant  des  dièdres  homologues 
dans  les  trièdrcs  BPCA,  CQIÎl-  dont  les  faces  sont  res- 
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pectîvemeiit  égales;  doncph  est  égal  h  pc.  D'autre  part, 
PB  étant  perpendiculain;  au  milieu  de  AC,  pb  l'esi  au 
milieu  de  ac,  pa  est  égal  à  pc  et  les  projections  de  BA 
et  de  BC  sur  la  direction  de  PQ  sont  égales;  la  projec- 
tion de  CD  aura  aussi  la  même  grandeur  et  pb  est  égal 
à  pd.  De  ce  qui  précède,   il  résulte  que  les  points  A, 

B,  C,  D  sont  situés  sur  un  cylindre  de  révolution  au- 
tour de  PQ  et  même  sur  une  liélicc  tracée  sur  ce  cy- 
lindre :  il  suffît  de  faire  glisser  le  long  de  cette  courbe 
les  trois  points  considérés  pour  qu'ils  passent  de  A,  B, 
C  en  B,  C,  1),  entraînant  S  dans  leur  mouvement  héli- 
cx>ïdal.  Par  les  points  A,  B,  C,  D  ou  pourrait  fjiire  pas- 
ser une  infinité  d'hélices,  mais  ou  se  borne  à  celle  dont 
l'arc  AB  est  moindre  qu'une  spire.  Si  les  quatre  points 
étaient  en  ligne  droite,  on  pourrait  obtenir  le  déplace- 
ment de  S  en  le  faisant  glisser  le  long  de  AB  et  tourner 
autour  de  cette  droite  :  c'est  toujours  un  mouvemcut 
hélicoïdal. 

Outre  les  trois  points  situés  primitivement  en  A,  B, 

C,  nous  en  pourrions  prendre  dans  S  une  série  d'autres, 
choisis  d'une  manière  analogue  :  celui  qui,  d'abord  si- 
tué en  1),  doit  passer  «n  un  point  déterminé  E,  celui 
qui  part  de  E  et  ainsi  de  suite  ;  on  formerait  une  ligne 
brisée  qui,  de  la  position  ABCDK.-.G  passerait  en 
BCDE..,GH.  Non  seulement  les  côtés  et  les  angles 
doivent  être  égaux,  mais  aussi  les  dièdres  BCAD, 
CDBE,  . . .;  une  telle  ligne  peut  être  appelée  ligne  bri- 
sée régulière  gauche  à  torsion  constante.  On  voit  aisé- 
ment que  les  droites  CB,  CD,  les  plans  CBA,  CDE, 
enfin  les  bissectrices  BB',  Dl/  sont  symétriques  par  rap- 
port à  CC;  la  perpendiculaire  commune  à  CC  et  à  DD' 
est  dans  le  prolongement  de  PQ,  et  l'iiélîce  que  nous 
avons  vue  passer  par  A,  B,  C,  D  passe  par  K  et,  de 
proche  en  proche,  par  tons  les  sommets  de  la  ligne  bri- 
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séa.  En  supposant  les  e6t<Js  intiiiiinont  nonibroux  ei 
îiiiinimcnt  petils,  celte  ligne  deviendrait  une  courbe  ii 
courbure  el  à  torsion  constantes,  qiii  ne  différerait  pas 
d'une  hélice. 

J'établirai  enfin  deux  relations  simples  entre  les  élé- 
ments de  la  figure  PQABCD.  Soient  M  le  milieu  de  BC, 
«  la  longueur  MC,  i8o"— aal'angleBCD,  a^ledièdrt 
BCAD,  0  l'angle  de  BC  avec  PQ,  R  le  rayon  dtt  cv- 
lindre  contenant  les  points  A,  B,  C,  0.  Si,  dans  le  plan 
HCD,  je  mène  à  MC  une  perpendiculaire  MO  qui  ren- 
contre ce  au  point  O,  j'aurai 

M0=  «cota,        C0=^- 

Supposons  PQ  vertical  ri  projetons  sur  un  plan  ver- 
tical, parallèle  à  BC  :  MC  se  projette  en  vraie  grandeur 
suivant  /«V;  la  bissectrice  CQO  a  sa  projection  dq'o' 
horizontale;  eulin,  la  projection  /j/o'  de  MO  est  per- 
pendiculaire sur  m'c'.  Le  dièdre  BCOm',  moitié  de 
BCAI),  a  pour  mesure  l'angle  de  MO  avec  la  perpeudî- 
culaii-e  Mm'  au  plan  vertical,  et  l'on  a 

m'o'  =  MOsin^  =  ncolasinp: 
or,  dans  le  triangle  ni'o'c',  l'angle  o'  est  égal  à  6  ot  m'o' 
à  ncoiQ  :  on  a  donc 

coiO  =  cot  asiiip. 

Quant  à  R  ou  CQ,  sou  rapport  avec  CO  est  égal  à 
celui  de  leurs  projections  et  l'on  a,  sans  diiliculté, 


Si  l'on  passe  au  cas  limite  de  l'hélice,  les  deux  der- 
nières formules  conduisent  aux  deux  relations  bien  con- 
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SUR  U  STABILITÉ  D'UNB  TOlPIS  QUI  SORT  (SLEEPING); 

Hésumé  d'une  Conférence  faite    devanl   la   Société   m  a  thématique 

américaine 

i  la  réunion  de  Princeton,  le  17  octobre  iRgR, 

Par  h.  FfiLix  KLEIN. 


{Bulletin  a/  the  amerieait  matkematical  Society,  ■: 
Vol.  ni,  n«4,  p.  iî9-i3î.  New- York,  janvier  189 


il  par  M.  L.  lAUGIïL, 


Dans  les  quatre  Conférences  (')  de  la  première  par- 
tie de  la  semaine,  je  me  suis  elTorcé  de  simplifier  les 
formules  relatives  au  mouvement  de  la  toupie,  en  pro- 
fitant des  méthodes  de  !a  théorie  moderne  des  fonctions. 
Eu  traitant  ce  problème  j'ai  été  surtout  influencé  par 
cette  considération  qu'il  est  désirable  do  renforcer  des 
deux  parts  les  relations  entre  les  Mathématiques  pures 
vt  la  Mécanique. 

Je  vais,  aujourd'hui,  considérer,  au  même  point  de 
vue,  une  question  beaucoupplus  élémentaire,  maisqui, 
précisément  pour  cette  raison,  servira  de  type  pour 
nombre  de  problèmeii  de  ce  genre;  c'est  le  problème 
relatif  à  la  stabilité  d'une  toupie  animée  d'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  axe  dirigé  en  l'sir  verti- 
calement. Nous  supposerons  te  point  de  support  fixe. 
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S'il  élait  mobile  sur  un  plan  horizontal,  les  formules 
seraient  un  peu  plus  compliquées,  mais  le  résultat  final 
serait  tout  pareil  à  celui  dans  le  cas  spécial. 

Lorsque  la  rotation  est  très  rapide  la  toupie  se  com- 
porte comme  si  l'axe  était  maintenn  fixe  par  une  force 
spéciale.  Cette  idée  a  été  employée  par  Foucault,  par 
exemple,  en  i85i:  mais  regarder  cette  idée  comme 
étant  un  principe  de  Mécanique  indépendaut  est,  cela 
va  sans  dire,  une  absurdité. 

La  inélliode  habituelle  au  moyen  de  laquelle  on  at- 
taque le  problème  est  celle  des  petites  oscillations. 
Soient  x,y\e&  coordonnées  horizontales  du  point  Ar. 
support  de  la  toupie,  n  ta  vitesse  de  rotation  et  P  le 
moment  du  poids  de  la  toupie;  alors,  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  de  x  et  y,  nous  obtenons  les 
équations  difTérentiellcs  linéaires  homogènes  suivantes 
à  coefQcients  constants 

Dans  ces  équations,  les  termes  en  x'  et^'  sont  dits 
les  termes  gyroscopiques .  Les  solutions  des  équations 
renferment  l'exjiosant  caractéristique 


1=  : 


Uelalivenient  à  ta  forme  de  cet  exposant,  l'on  dis- 
tingue d'habitude  deux  cas  :  le  cas  stable,  n=  ^  4  Pi  e' 
le  cas  instable  ii^ \._^V;  l'on  conclut  alors  de  la  discus- 
sion que,  dans  le  premier  cas,  ont  lieu  actuellement  des 
oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre,  tandis  que, 
dans  le  second,  l'axe  s'écarte  indéilniment  de  la  position 
d'équilibre. 
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u  cas  stable,  nous  oblciions 


où  a.  est  une  coostanle  d'iatégration. 

JecoQserverai  les  désignatioBS  fla&/eet  instable  ^q\xv 
les  cas  respectifs  7j^]>4t*el  n^54Pi  et  j'exainineidi 
si  le  mouvement  correspoud  véritablement  à  l'acception 
habituelle  que  l'on  donne  à  ces  mots. 

Dès  le  début,  cette  méthode  des  petites  oscillations 
prèle  à  une  critique  sévère.  Dans  le  cas  dit  instable, 
elle  est  eu  contradiction  directe  avec  elle-même,  car  les 
quantités  qui,  dans  la  formation  du  l'équation  diOe- 
renlielle,  sont  supposées  être  petites,  deviennent 
grandes  après  l'intégration  de  l'équation.  Par  consé- 
quent, i)  ii'j  a  absolument  aucune  raison  pour  regarder 
les  résultats  comme  étant  une  approximation  des  condi- 
tions véritables.  Et  dans  le  cas  stable  même,  la  tnéihode 
ne  repose  pas  sur  une  base  solide. 

M.  Poincaré,  dans  les  questions  correspondantes  du 
domaine  de  l'Astronomie,  pousse  les  développements  en 
séries  jusqu'aux  ternies  plus  élevés.  Mais,  même  si 
nous  admettons  que  les  séries  soient  convergentes,  leur 
région  de  convergence  s'étend-elle  suffisamment  pour 
que  l'on  puisse  de  ces  séries  déduire  le  véritable  carac- 
tère du  mouvement?  Dans  le  cas  de  la  toupie,  nous 
■l'avons  pas  à  nous  préoccuper  delà  discussion  labo- 
rieuse de  cette  question,  car  l'intégration  complète  peut 
être  eflectuée  sous  forme  explicite. 

Je  propose  de  traiter  le  problème  de  la  manière  sui- 
vante. Pour  simpliCer  nous  supposerons  que  les  mo- 
ments d'inertie  de  la  toupie   par   rapport   «  ces  axes 

Ann.  de  Matliémat.,  3-  série,  t.  \VI.  (Juillet  1897.)  >" 
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principaux  soiU  ûgaux  à  i.  L'axv  éu»l  pnmîtïv«tneut 
vertical,   soicnl  â  et  T  les  angles  polaires  à  l'iiistaQl 
quelconque  (,  et  soît  cosS  =  u. 

Les  formules  d'intégratioti  sont  alors 

J    ^V  J    (H  +  l)/U 

U  =  a(  «  -  n  [/.• +n*«  -  n  )  («  +  I)!. 

l/exirémité  supérieure  de  l'axe  {Ynpt^x  dp  la  tou- 
pie) décrit  dons  tous  les  cas,  sur  U  surface  de  U  sphère 
circonscrite,  une  rosace  formée  par  un  nombre  de 
boucles  congrueutes.  Il  en  est  encore  ainsi  lorsijne 
ri=o,  une  boucle  étant  alors  identique  à  un  grand 
cercle  de  la  sphère.  Notre  attention  se  porte  alors  sur 
cette  question  centrale  :  quelle  est  la  longueur  de  ces 
boucles,  c'est-à-dire  jusqu'à  quelle  valeur  la  quaniiié 
u  =  e  diminue-t-elle,  en  partant  de  la  valeur  u^i. 
Ici  w  ^  e  est  cette  racine  de  U  ^  o,  qui  est  comprise 
entre  «  ^  +  i  et  u  ^  —  i .  Pour  obtenir,  d'autre  |>arl, 
la  largeur  des  boucles,  il  serait  nécessaire  de  faire  la 
discussion  de  l'intégrale  Vr', 

Si  nous  introduisons  la  lettre  »«  pour  désigner,  lorsque 
u  ^  I ,  la  vitesse  angulaire  -jj  de  l'axe  de  la  toupie, 
cette  vitesse  étant  égale  à  la  mesure  de  l'impulsion  la- 
térale, par  l'effet  de  laquelle  l'axe  est  écarté  de  la  posi- 
tion verticale,  nous  tirons  de  U  =  o,  en  écrivant  e  au 
lieu  de  II, 

Lorsque  e  et  m  désignent  des  coordonnées  rectangu- 
laires, cette  équation,  interprétée  comme  il  convienl, 
représente  une  cubique  plane,  s;ymétrique  par  rapporl 
à  l'axe  des  e:,  ayant  au  point  r  :=  i  ,  v  =  o,  une  tangcnie 
verticale,  et  ayant  la  droite  <;  +  i  ^  o  pour  asymptote. 


jbv  Google 


Ctttte  courbe  a  uDe  ceruine  diSërence  de  situation  selou 
que 

n«-4P>o    ou    «'-4P<o 

(nous  pouvons,  en  vue  d'abréger,  laisser  de  cAté  le  cas 
n* — 4P  =  o)-  Dans  le  premier  cas  (stable),  la  branche 
impaire  de  la  courbe  passe  par  le  point  e  =  +i,  vz=o, 
taudis  que,  dans  le  second  cas  (instable),  c'est  la  brancbe 
paire  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  les  deux  cas  c'est  la  branche  impaire  qui  joue 
un  râle  dans  le  mouvement  efièctif  de  la  toupie,  puisque 
u  ^  cosâ  est  compris,  pour  3r  rëel,  entre  —  i  et  +  i . 
Dans  tes  deux  cas  aussi,  la  dilTérence  i  —  e,  c'est-à-dire 
la  longueur  des  boucles  de  la  rosace,  diminue  avec  v. 


La  diiïérencc  caractéristique  entre  les  deux  cas  est 
celle-ci  : 

Pour  n'  —  4P  >  o,  la  différence  i  —  ediminue  avec 
V,  jusqu'au,  tandis  que  si  n'  —  4P<o  celte  dilTé- 
rcDce  ne  dépasse  Jamais  une  certaine  limite  inférieure 
différente  de  zéro.  Par  suite,  dans  le  cas  instable,  lus 
boucles  de  la  rosace  prennent  de  suite  une  certaine  lon- 
gueur Gnie,  quelque  petite  que  soit  l'impulsion  latérale 
donnée  à  la  toîipic. 
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Théoriquemeitt,  ceci  fouinit  une  disliaoLion  bien  v- 
ccntuéc  entre  les  deux  cas;  dans  la  pratique  cependant 
cette  différence  peut  devenir  inappréciable,  si  n' —  iV 
étant  <;  o,  devient  en  même  temps  très  petit  en  valeur 
absolue.  La  rosace,  dans  le  cas  instable,  peut  devenir 
aussi  petite  que  l'on  vent,  et,  étant  donnée  une  rosace 
stable,  un  choix  convenable  des  constantes  n  et  f  don- 
nera, dans  le  cas  instable,  une  rosace  plus  petite  que  la 
rosace  stable. 

Or  ce  résultat  est  en  désaccord  avec  l'acceptiou 
usuelle  des  mots  stable  et  instable.  De  plus,  il  ne 
confirme  pas  les  prétentions  de  la  métbode  des  petlies 
oscillations.  Si  l'extrémité  supérieure  de  l'axe,  dans  le 
cas  instable,  décrit  une /Mïi(e  rosace,  pourquoi  celte  cir- 
constance n'est-elle  pas  mise  en  évideucc  par  la  méthode 
des  petites  oscillations? 

La  réponseà  cette  dernière  question  s'aperçoit  immé- 
diatement, si  nous  introduisons  la  quantité  e  dans  l'in- 
tégrale ( 


■f7^ 


l^lrt'-4P(«-t)(f-,)  +  a(a-, )+,((. 


La  méthode  des  petites  oscillations,  dans  la  paren- 
thèse 

«t_4P_P(„-,)(e-i)+5{«-i)-,-a(e:-.). 

néglige,  par  rapport  à  n* —  4P»  les  termes  renfermini 
u  —  I  et  e  —  I .  Or  cela  est  admissible  au  seul  et  unîquv 
cas  où,  a  —  I  et  e —  i  étant  petits,  n* —  4P  ri'est  pat 
petit,  et,  par  conséquent,  les  cas,  soït  stables,  soit  in- 
stables, lorsque  n*  —  4P  *^^t  tine  petite  quantité,  échap- 
pent au  traitement  approximatif  par  la  méthode  des 
petites  oscillations. 
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C9SRBSP0NBANCK. 


M.  C.  Boni-let.  —  L'Exercice  11  de  Licence  (p.  tii-ii-) 
constitue  une  proposition  qui  n'est  pas  dé  moi,  mais  qui  appar- 
tient en  réaiilé  à  M.  Pincherfe,  professeur  à  l'Universiié  de 
Bologne;  il  l'a  publiée  dans  une  Note  aux  Complet  rendu* 
de  la  B.  Ace.  dei  Lincei.  Je  me  suis  rencontré,  sans  le  savoir, 
avec  M.  Pincherle,  dans  quelque»-vns  de  roes  récents  travaux. 

H.  'Wladlmir  Habbé.  —  Le  triangle  de  M.  Guillot  (1897; 
p.  337),  indiqué  pour  la  construction  approchée  de  n,  est  iden- 
tique  à  celui  de  Bing  {Scienlific  amertcan  Supplément, 
n°  300,  p.  7989,  I"  août  188S). 


CONCOURS  B'ADMISSIOK  A  L'ÉCOLE  POLYTECHMQIIE  E!V  1897. 


Composition  de  Mathématiques. 

Ob  donne  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Oxys  :  la 
droite  AB,  qui  a  pour  équations  x  =^  a,  y=:  s;\e  point  C,  qui 
a  pour  coordonnées  x  =  o,  y  =  o,  t  =  a.  On  considère  l'iij- 
perboloTde  (11),  engendré  par  la  rotation  de  AB  autour  de  Os, 
puis  )a  sphère  (S),  qui  a  pour  centre  C  et  qui  est  tangente 
à  AB. 

I.  Trouver  les  équation;  des  surfaces  (H)  et  (S). 

II.  Déterminer  leur  courbe  commune  et  calculer  (■)  le  rap- 
port de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  surface  que  cette  courbe 
découpe  sur  la  sphère.  (Il  suffira  de  doiOier  le  résultat  avec 
3  décimales.) 

III.  Autour  d'un  point  1'  de  Os,  dont  la  cote  est  i  =  A, 
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pivote  une  aëcante'qui  perce  rhyperboloTde(H)en  un  point  H, 
et  la  sphère  (S)  en  un  point  5.  On  demande  :  d'étudier  le  litu 
de  l'intersection  M  des  diamètres  OH  et  CS;  de  discuter  i» 
coefficients  angulaires  de  ses  directions  asvmptotiques,  quiixl 
le  point  P  décrit  l'aie  0«. 

On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  un  cercle  de 
rayon  égal  à  60*°",  dont  le  centre  C  est  situé  ft  droite  de  il 
ligne  ^^'  qui  divise  la  feuille  en  deux  parties  égales  parallèle- 
ment aux  grands  câtés,  â  une  distance  CD  de  cette  ligne  ^gale 
à  So"-  et  i  3a7~*  du  bord  inférieur  de  la  feuille.  Ce  cercle,  en 
tournant  autour  de_f_^',  engendre  un  tore  plein. 

Une  sphère  pleine,  de  rayon  égal  à  90"",  touche  le  plan  du 
cei-cle  précédent  en  un  point  O'  situé  au-dessous  de  CD,  i 
So""  du  point  C  et  à  ^o""  i  droite  de  j'_j^.  La  projection  ho- 
rizontale O  du  centre  de  la  sphère  est  à  180™"  au-dessous  deO' 
sur  une  parallèle  à/^'. 

On  construira  l'interseclion  du  tore  et  de  la  sphère  et  l'on 
représentera  par  ses  projections  ce  qui  resie  de  fa  sphère  en 
supprimant  la  partie  comprise  dans  le  tore,  les  parties  vues 
étant  en  traits  noirs  pleins  et  les  parties  cachées  en  pointillé. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  coDstructions  né- 
cessaires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'iaterwc- 
tion  et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  remar- 
quables. On  tracera  en  rouge  également  les  parties  des  dent 
surfaces  en  dehors  de  l'intersection. 


CDKCOIIRS  D'iDIlISSJOII  A  L'ECOIS  HOIIALE  SIIPEinilU 
m  1897. 


Compotition  de  Mathématiques. 

On  considère  deui  hyperboloïdes  à  une  nappe  H  e 
coupant  suivant  deux  coniques  5  et  £  dont  aucune  ne 
rompose  ;  ces  deu\  coniques  ont,  romme  on  sait,  deux 
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communs  A  el  B  que   l'on  suppose  disiincts.  Soi 
quelconque  de  I;  par  ce  point  passent  quatre  géi 
rectilignes  (deux  sur  H  et  deux  sur  H')qui  rencontrent  S  aux 
quatre  points  M,  N,  M',  N'. 

I.  Trouver  l'enveloppe  des  six  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  ces  quatre  points  ;  on  trouvera  quatre  coniques  que  l'on 
désignera  par  c,  c',  C],  C,,  les  coniques  c  et  c'  d'une  part,  C|, 
C)  d'autre  part  jouant  un  rôle  analogue.  On  indiquera  dans 
quels  cas  l'une  de  ces  coniques  se  réduit  à  un  point. 

II.  Dans  cette  seconde  partie,  on  ne  regarde  plus  H  et  II' 
comme  donnés;  on  se  propose  au  contraire  de  remonter  à  la 
lïgure  primitive  en  partant  des  éléments  auxquels  on  a  abouti 
et  que  l'on  a  étudiés  dans  ta  première  partie: 

1°  On  donne  la  conique  5;  peut-on  cKoîsir  arbitrairement 
l'une  des  quatre  coniques  c,  c',  Ci,  Ci?  Les  Irois  autres  sont- 
clles  alors  déterminées? 

2*  On  donne  S  et  c  ou  C|,  à  quelles  conditions  est  assu- 
jettie S?  Si  l'on  donne  en  outre  Z,  à  quelles  conditions  sont 
assujettis  II  et  H'?  Il  y  a  lieu  ici  de  distinguer  deux  cas,  sui- 
vant que  l'on  donne  c  ou  C[.  Dans  l'un  de  ces  deux  cas,  les 
deux  hyperboloïdcs  sont  variables,  mais  cliacun  d'eux  est  dé- 
lerniiné  quand  on  fixe  l'autre  :  trouver  alors  l'enveloppe  E  de 
la  droite  D  qui  joint  les  p<Mes  d'un  plan  lîxe  II  par  rapport  aux 
deux  hyperboloïdcs  (on  remarquera  d'abord  que  la  droite  D 
reste  dans  un  plan). 

3°  Écrire  l'équation  du  lieu  engendré  par  E  lorsque  le  plan  II 
tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

N.  B.  —  Les  candidats  qui,  pour  traiter  la  première  partie, 
seraient  embarrassés  dans  le  choix,  des  axes,  peuvent,  s'ils  le 
veulent,  prenilre  pour  axe  des  z-  la  droite  AB;  pour  axe  des_^ 
la  tangente  en  A  A  la  conique  S;  pour  axe  des  ^  la  tangente 
en  A  à  la  conique  £;  mail  ce  choir  d'axes  n'est   nullement 
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comouis  gEiïéiu  ti  mi. 


Mathéntaliques  spéciales. 

\.  Soit  Oabc  un  tétraèdre  T  trirectangleau  sommet  O,  doDl 
les  arêtes  Oa,  Ob,  Oc  ont  la  même  longueur  l,  et  soit  d  le 
centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport  à  un 
trièdre  trîrectangle  fixe  OX,  OY.  OZ  de  manière  que  les  points 
a,  b,  c,  d  décrivent  respectivement  les  plans  qui  ont  pour 
équations 


x+y  +  z-H-=o. 

1°  Démontrer  que  les  points  symétriques  des  point<;<i,  b,c.d 
par  rapport  aux  arêtes  Oa,  Ob,  Oe  dn  téiraèdre  T  décriveni 
également  des  plans. 

a°  Trouver  l'équation  delà  surface  S  décrite  par  le  sommetO 
du  tétraèdre  T.  Celle  surface,  qui  est  du  quatrième  degré,  a 
un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent  deux 
droites  S  et  S'  qui  rencontrent  la  surface  S  en  quatre  points 
confondus.  Chercher  pour  quelles  poi^itions  du  point  s  sur 
cette  droite  double  les  droites  3  et  G'  coïncident. 

j"  Montrer  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  cette 
surface  suivant  deux  coniques  et  que  ces  deux  coniques  se 
confondent  pour  quatre  positions  particulières  du  plan  tan- 
gent. 

II.  Soit  <p(a*)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x,  continue 
pour  toute  valeur  de  cette  variable.  On  suppose  que  la  valeur 
absolue  de  la  dérivée  f'(3;)  est,  pour  toute  valeur  de  x,  infé- 
rieure à  UD  nombre  fixe  k  plus  petit  que  i  ; 

1°  Montrer  que  l'équation  t  —  ^('.r)  =  o  a  une  et  une  seule 
racine  réelle  a. 

a"  On  formels  suite .r,  =  'a(x„\,  x^  =  ç(j'|j,  ..,,  a:„  =  o(j-B-i). 
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où  jTo  est  une  quantité  réelle  arbitrairement  rlioisie.  Montrer 
que  x„  tend  vers  a  quand  n  devient  infini. 

iVota,  —  On  a 

a  =  cosç  cos-J.  —  9tn  ç  sin-l-  cosO, 

c  =  sin^isinB; 

isip  sini{i  +  sinf  cas'^  cosQ, 
y  —  —  sinç  iia^  ■+■  cosipcos'}'  cosO, 

=  sinipsinfl, 
=  cos7sin0. 


X  =  ax-t-  by  +  cz, 
\  =  a-x  +  b-y  +  c'z, 
Z  =  t^x  ■+■  b'jf  ■+■  t^z. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  dans  l'espace  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On  mène 
uh  plan  m  perpendiculaire  à  A  ;  soient  P,  Q,  R  les  points  où 
ce  plan  rencontre  respectivement  les  droites  (A),  (B),  (G). 
Soient  Q'  le  point  où  la  droite  A  est  rencontri^e  par  le  plan 
perpendiculaire  à  (C),  mené  par  le  point  Q,  et  R'  le  point  où 
la  droite  A  est  rencontrée  par  le  plan  perpendiculaire  à  B, 
mené  par  le  point  R.  Démontrer  que  la  longueur  du  segment 
Q'R'  reste  la  même  quand  le  plan  ra  se  déplace  parallèlement 

Existe-t-il  des  plans  coupant  les  droites  (A),  fB),  (C)  en 
trois  points  A,  B,  C,  tels  que  les  droites  BC,  CA,  AB  soient 
respectivement  rectangulaires  avec  les  droites  (A),  (B),  (C)? 
S'il  eiiste  un  pareil  plan,  il  en  existe  une  infinité. 

Ëxiste-t-il  un  point  M,  tel  que  si  l'on  désigne  par  M'  son 
symétrique  par  rapport  à  la  droite  A  et  par  M'  le  symétrique 
de  M'  par  rapport  à  la  droite  (B),  les  points  M'  et  M'  soient 
^métriques  par  rapport  à  la  droite  (C)?  S'il  existe  un  tel 
point  M,  il  en  e»isle  une  infinité.  Quel  est  alors  leur  lieu? 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  trois  droites  (A),  (  B). 
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(C)  out  un  point  commun  et  le  cas  plus  particulier  encore  »■ 
elles  forment  un  trttdre  trirectangle. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  (A),  (B)  ont  un  poini 
commun  O  et  où  la  droite  (C)  est  perpendiculaire  an  plan  de 
ces  deux  droites,  sans  passer  par  le  point  0,  on  dëterminera 
le  lieu  des  pieds  des  hauteurs  du  triangle  ABC  et  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  hauteurs.  L'un  des  pieds  est  fixe. 


SOUITUIIS  DE  0IIE8TJOIIS  mOPOSétS. 


Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  trois  rayon*  vec- 
teurs faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  et  en  leurs  mi- 
lieux on  élève  des  perpendiculaires  gui,  en  se  rencontrant, 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Démontrer  gue  le  lieu  du  centre  du  cercle  eireonserii 
à  ce  triangle  est  une  parabole,  et  que  l'enveloppe  de  ce 
cercle  se  compose  d'une  droite  et  d'un  cercle. 

(E.  Fauquehbeiigue.) 

SOLUTION 

Par  M.  II.  nnoCARD. 

Cette  question  a  été  proposée  aussi  par  M.  Fauquembergue, 
en  i885,  dans  Afathesis,  où  unesolution'a  été  puhliée  en  1887 
(p.  9J,  «MM). 

Voici  une  autre  solution. 

tes  milieux  i,  K,  L  des  rayons  vecteurs  FA,  FB,  FC,  appar- 
tiennent à  une  parabole.  On  peut  donc  considérer  les  perpen- 
diculaires menées  au\  extrémités  de  ces  mêmes  ravons  vec- 
teurs. Elles  déterminent  un  triangle  équilatéral,  A'B'C,  dont 
les  c6tés  sont  trois  tangentes  à  la  podaire  négative  de  la  pa- 
rabole par  rapport  au  foyer,  courbe  connue,  signalée  ou  étu- 
diée  maintes   fois   dans   ce   Journal    (1866,    9.i-3i;    1876,  99. 
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Iriangte  équilatéial  A' B'C  sont  sur  un  même  rayon  vecteur 
de  la  courbe.  Ils  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  F  (/oc. 
cit.). 

La  question  ISiC  est  donc  identique  avec  la  question  1266, 
posée,  t.  VII  (a),  p.  -/4o,  1878,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si,  par  le  pôle  de  l'orthogénide 

p-i  =  .-*.:,(-^„). 

on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  cette  droite  avec  l'orthogénide  forment 
un  triangle  équilatéral.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
triangle  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit,  lorsque  la 
droite  oscille  autour  du  pôle.  (E.  LtiCAS.) 

M,  KauquembergueeQ  arécemment  donné  la  solution  {189.J,  p.S"). 
Nous  y  renverrons  donc  le  lecteor. 

QaeiUon  1700. 
(ini,  t.  n-.p 

Dans  la  parabole,  le  produit  des  rayons  de  courbure 
aux  pieds  det  normales  abaissées  d'un  point  sur  la  para- 
bole, est  égal  à  8  fois  le  cube  de  la  distance  du  point 
d'émission  des  normales  au  foyer .        (E,-N.  BAaisiEN.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (a,  ^)  sur  la  pa- 
rabole^- =  ^px  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  a^; 
rjr-i-yip  —  a)  —pp  =  o.  En  éliminant  y  ou  x  entre  ces 
équations,  on  obtient  l'équation  aux  abscisses  ou  aux  ordon- 
nées des  pieds  des  normales. 

Équation  aux  abscisses 

*»-ha{/)  — a)3:>+(/>-a)':c—  ''-^-  =0, 
d'où 


On  sait  que  le  rayon  du  ri 
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la  parabole  est  donné  par  la  formule 


pour  )e  produii  demandé, 


L  yiyîyî  ^        J 

_     ,  rp'  +  a;D»(T'  +  .r'  +  .E")+  i/>(a:'j;'+a7'3:"+j'j')  +  8r'j'j- 
"^    \.  P' 

^      rp3  ^  4pHp  —  g)  H-  jpfp  —  g)'+  4ppn* 

=  [</.-2a)'+4P']'- 

Or  la  distance  du  poiot  O  au  foyer  P  est  donné  par  la  for- 

<"'=l/("-î)'+P'-;V("-/')'  +  4?', 

85F'=[(ï.-,).+4p.]î; 


Trouver  par  l'analyse  le  lieu  du  foyer  mobile  d'une  co- 
nique d'ercentricité  donnée  dont  l'autre  foyer  est  fixe  et 
dont  la  directrice  correspondant  à  ce  foy^ir  enveloppe 
une  courbe  donnée.  Vérifier  le  résultat  trouvé  par  la  Géo- 
métrie. (B.  NlEWENGLOnSKI.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Dulimbeht. 

Le  foyer  fixe  étant  pris  pour  origine,  l'équation  gcnéralc 
des  coniques  du  faisceau  est  de  la  forme 

(u>-l- w*)(:f'  -Hj')  — t'(uar-|-i'_f-  — [)'  =  o 
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/("...)  =  o, 

a  Cl  p  étant  les  coordoDoées  <lu  foj'er  mobile,  l'équation  doit 
pouvoir  s'identifier  avec 

(«!  +  (.>)  [(ar -a)' +  (^ -P)»]  —  («{«a^  +  i.^  _/>)«  =  o. 

Les  coefficients  de  7>,  xy,  y*  étant  les  mêmes  dans  les  deux 
équations,  les  autres  doivent  l'être  auKsi,  ce  qui  donne 

«£'(/.  -I)  =«(«'-*-  pt), 

.■e'(/.-l)  =  p(«'+^'), 

Élevons  au   carré  Ica  deux  premières  équations  et  ajoutons 
membre  i  membre.  Il  vient,  en  tenant  compte  de  la   troi- 


■■">-•>    ,       p    "  +  '. 

On  en  tir, 

e  />  —  1  =  — ■  Dono  enfin 

'        P 

U           V           (£>— |)(U'+(''J 

Késolvon! 

*  ces  équations  par  rapport  i  u  et  v.  li  vient 

3î'«                                                          ÎE'p 

U'  — .)(«'+!*')■                      U'-l)(i'+î)') 

I.'équalio 

n  du  lieu  est  donc 

A. 

■"'y      1    „. 

Orfi — - — .      .^    .\  =o  représente  lapodaîre  delcn- 

veloppe  de  la  directrice  par  rapport  au  foyer  fixe.  En  etTct. 
cette  équation  résulte  de  rélimination  de  m  et  de  v  entre  les 
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Le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  homothétlqne  de  l> 

podaire  de  l'enveloppe  de  la  directrice  par  rapport  an  foyer 

fixe,  le  centre  d'homothétie  étant  ce  foyer,  et  le  rapport  d'ho- 

mothéiie  -^— ■■ 
t'— I 

Pour  vérifier  ce  résultai  géométriquemeoL,  aupposoni  que  la 

courbe  donnée  toit  une  ellipse;  le  raisonnement  est  identiqne 

|)Our  l'hyperbole. 


Soient  I  le  pied  de  la  directrice,  0  le  centre,  F,  F'  les  foyers, 
A,  A'  les  sommets  de  l'axe  focal.  Puisque  l'homothétie  est  in- 
verse, il  faut  démontrer  que 


Prenons  FI  pour  unité.  La  figure  donne 


AA'=  A'I  — AI=  ~ 
FF'  =  AA'  X  « 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  l'homothétie  est  directe. 
Autre  solution  de  M.  Aodibebt, 
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Question  1723. 
Trouver  les  limites  de  la  fraction 


respectivement.  (R.-W.  Genesk). 

SOLUTIOX 
Par  M.  G.  Tiitzbiga. 

i"  a^  =  o,  —  Od  peut  développer  en  série,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  appliquer  la  régie  de  l'HApital.  On  trouve  pour 

(a~b)loei 
elog'i 


2,"  x=x.  —  On  peut  considérer  diiïércnts  cas.  Supposons 
d'abord  a  >  6  et  ï  >  i .  On  a  alors 


-[-© 


»(sr- 


Dans  ce  cas  la  limite  cherchée  est  o  ou  x,  suivant  quf 
s''<<ï«  ou  t'>>a». 
Soit  maintenant  a  >  6  et  e  <  i.  Alors 


'['-m' 


suivant  que  £*<«*  ou  ï*>  a'. 

On  pourra  considérer  de  même  le  cas  a  <  &  et  i^i. 

3°  Appliquons  la  régie  de  l'Hôpital,  en  prenant  les  dérivées 
des  dcus  termes  de  la  fraction  par  rapport  à  a.  On  trouve  de 
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OVESTIOKS. 


1771.  Soit  ABC  un  iriangle  ëquilatûral  j  (S)  le  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle;  abc  un  triangle  équilatéral  inscrit  dan«  !« 
cercle  (S)  : 

1°  Les  droites  Ka,  Bc,  Cb  se  coupent  en  un  miîme  point  i  ; 

a°  Quand  le  triangle  abc  se  mcul  dans  le  cercle  (S),  le  point  i 
décrit  une  liypocloïde  à  trois  rebroussemcnts. 

3"  Construire  la  tangente  au  point  a  en  partant  de  ce  mode 
<lc  génération  de  la  courbe.  (Gbntt.i 

1773.  Trouver  le  lieu  des  points  AI  tels  qu'en  menant  à  une 
cllipnc  les  tangentes  qui  \»  touchent  en  A  et  B,  le  cercle  cîr- 
conseritau  tiangle  MPQ  soil  tangent  à  l'ellipse. 

Même  question  pour  la  parabole.         (E.-N.  Babisibn.) 

1773.  Étant  donnés  une  cycloïde  de  base  AB  et  un  cerfle 
ayant  son  rentre  au  milieu  C  de  AB,  on  prend  la  podairedela 
cjcioïde  par  rapport  à  un  point  quelconque  M  du  cercle.  Prou- 
ver que  l'aire  comprise  entre  la  podaire,  la  droite  AB  et  li-^ 
deux  tangentes  en  A  et  B  à  la  cycloide  est  constante. 

(E.-N.  Barisjen.j 

1774.  Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans 
tangents  (■)  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  pour  deu\  gêné' 
ratriccs  du  même  système  et  rectangulaires,  est  égal  au  carré 
de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 


(  ')  Il  aérait  plus  court  de  dire  :  le  produit  des  paramitrei  tai 
geiilieh.  Il  me  semble  que  rien  n'empêcherait  d'adopicr  celte  m 
iiiérc  de  parler.  {.M.) 
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[D6b] 

FRBMIBR  COKCeURS  US  «  NOUVELLES  AKNALES  » 
POUR  1897  ; 

Pau  m.  a.  PAGES  ('). 

Établir  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
circulaires  en  prenant  comme  définition  de  — - —  t'ejt- 
pression 
(1)  S(a:)  =  ;rn'[(i-'^)e"], 

le  produit  II'  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  l 'en- 
tier nde  —  30  à  -+-«,  o  excepté. 
On  pourra  introduire  la  fonction 

C(x,  =  f  =  ;èl,eS(x,; 

montrer  quelle  vérifie  l'équation  différentielle 

et  en  déduire  les  formules  d'addition  pour  C(x)   «t 
S(i). 

Déreloppement 
Je  me  propose  d'éublir  les  propriétés  fondamentales 
dei  fonctions  circulaires,  comme  l'indique  le  titre  de  la 
(|uestion,  de  la  manière  la  plus  élémentaire  et  la  plus 
directe.  La  difficulté  du  sujet  ne  consiste  pas  dans  la  va- 
leur des  résultats  à  trouver,  mais  bien  dans  la  mise  en 

(')  Mémoire  ayant  oblcnn  te  prix. 

Ann.  de  itathémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (Août  1897.)  aa 


dx      ~ 
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lumière  des  propriétés  que  l'on  doit  appn\cr  Jondamen- 
tales  et  dans  le  choix  de  ces  propriétés. 

Je  qualifierai  àe  fondamentales  les  propriétés  sui- 
vantes : 

La  périodicité  et  ses  conséquences,  les  relations  al- 
gébriques qui  existent  entre  les  fondions  circulaires 
aux  mêmes  périodes,  les  théorèmes  d'addition  qui  dé- 
rivent des  relations  précédentes,  les  diverses  formes 
analytiques  sous  lesquelles  on  peut  mettre  ces  fonc- 
tions et  le  lien  qui  les  rattache  à  l'exponentielle. 

Telle  sera  la  marcHc  suivie  dans  l'étude  de  S(,t)  el 
C(x).  A  la  an  je  dirai  un  mot  des  équations 
S{x)  =  S(T^),         C(r)=C(3-„): 

ce  qui  conduit  aux  fonctions  inverses.  Après  cela,  tout 
ce  qui  reste  à  étudier  n'est  qu'une  eonséqueRce  immé- 
diate des  propriétés  précédentes  et  se  retrouve  partout. 

EnGn,  je  terminerai  en  donnant,  d'après  M.  Hermite, 
l'expressiou  de  touLe  fonction  circulaire  sous  la  forme 
de  la  décomposition  en  éléments  simples  et  sous  la  forme 
d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonctions  S,  et  eu 
énumérant  quelques  propriétés  géuérales  de  ces  fouc- 
tions. 

Dans  le  courant  du  raisonnement  plusieurs  démon- 
strations se  sont  présentées  pour  certaines  propriétés  : 
j'ai  toujours  choisi  celle  qui  supposait  le  moins  de  con- 
naissances et  qui  se  rapprochait  le  plus  des  déGnitions  : 
on  en  verra  uu  exemple  dans  le  théorème  d'addition  de 
la  fonction  C{j:),  démonsiratlou  qui,  d'ailleurs,  est 
empruntée  à  Eisenstein. 

i"  Propriétés  préliminaires  des  fonctions 
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1.  La  roiictioit 


sw=«,r|;(,-î),;]. 


où  le  produil  II'  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  <lc  l'en- 
lier  rt  de  — ao  i  -}-oo,  zéro  excepté,  est  régulière  en 
tous  les  points  à  distance  finie.  Elle  admet  pour  seuls 
zéros  les  points  X-^o,  x^dLi,x^±2,  . ...  De  plus 
elle  est  impaire^  en  eûet,  on  peut  poser,  eu  changeant 
le  signe  dex, 

Cliangeons  j:  en  —  x,  dans  cette  égalité,  et  compa- 
rons à  la  première  forme  de  S(x),  on  voit  que 
S(-^)  =  -S(a;). 

Le  point  oo  est  un  point  singulier  essentiel  deS(x); 
en  elTet,  si  l'on  fait  x  ^=  — ,  •  on  voit  que  dans  une  aire 
aussi  petite  qu'on  le  veut,  entourant  le  point  x*  =  o,  la 
fonction  S  (  — j  j  admet  une  infinité  de  zéros,  x'  =  -  ■ 
Le  point  x' ^  o  est  donc  un  point  singulier  essentiel. 

Prénom  la  dérivée  logarithmique  de  S(x)  et  posons 

le  symbole^  indiquant  une  sommation  étendue  à  toutes 

les  valeurs  de  l'entier  m  de  —  oo  à  ■+-  ça;  l'accent  (')  si- 
gnifie quela  valeurn=  o  est  exclue  comme,  d'ailleurs, 
dans  le  produit  FI'. 

La  fonction  C{x)  est  aussi  impaire  :  cela  résulte  de 
ee  que,  S{x)  étant  impaire,  Sf(x)  est  paire.  Le  déve- 
loppement (a)  montre  qu'elle  a  pour  pôles  simples  tous 
les   points  o,  ±i,±2,   ...,  et  ceux-là  seulement,  le 
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résidu  relatif  à  chacun  de  ces  pùles  etaut  i .  Le  dévelop- 
pement (2}  met  donc  en  évidence  les  pôles  et  les  par- 
ties principales  correspondantes  de  la  fonction.  Le' point 
x  =  eo  est  un  point  singulier  essentiel  pour  C(_x) 
comme  pour  S(j:). 

11  est  aisé  de  reconnaître  que  C(.t)  s'annule  pour 
x=  5. 

On  a,  cnelTet, 

Le  second  membre  est  la  limite  pour  p  infini  de 

limite  qui  est  évidemment  nulle. 
Considérons  maintenant  la  Fonction 

le  signeN  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  w, 

de  —  00  à  +  00,  zéro  compris. 

Cette  fonction  est  paire.  Elle  a  pour  pôles  doubles 
tous  les  points  o,  ±:  i ,  ±  2,  . , .  ;  la  partie  principale 
relative  au  pôle  x  =  n  est  — — ' — r-  ■ 

Périodicité  des  fonctions 

S(:r,,     CI»,     e.     ,(:.)=_  1^'. 

Ce  i]ue  nous  venons  dédire  met  en  évidence  la  pécio- 
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(licite  des  fonctions  que  nous  venons  d'introduire  S{x), 
C(x)etp(x). 

Tout  d'abord  le  développement  (3)  de  p{x)  montre 
immédialetnent  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand 
on  ajoute  i  à  x,  car  cela  ne  fait  que  déplacer  les  termes 
du  second  membre  :  de  l'égalité 
(4)  p(,^  +  ,)  =  p(a:) 

on  déduit,  par  intégration, 

h  étant  une  constante.  Si  l'on  fait  x  =  —  3, 

G(;)  =  CC--i)  +  A  =  o. 

et,  comme  C{x)  est  impaire,  h^o.  Donc  C(x)  admet 
aussi  I  pour  période.  On  aurait  pu  le  démontrer  direc- 
tement en  formant  la  différence  C(x-|-i)  —  C{x). 
Intégrons  encore  les  deux  membres  de  la  relation 

(3)  C{a:  +  l)  =  C(3:), 


où  k  est  une  constante. 
D'où 

S(^^i)  =  *S(^); 

faisonsx  =  — 5,  il  vient 

S(i)  =  *sc-i)  =  -AS(î), 

d'oii  k  ^  —  I .  On  a  donc  la  formule 

(fi)  S(x+,)^-S(a^}, 

de  laquelle  on  tire 

(7,  S(^  +  7,  =  -S(x  +  ,)  =  S{:r). 
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La  fonction  S  {x)  admet  donc  le  nonubrc  2  comme  pé- 
riode. 

D'ailleurs,  elle  n'admet  pas  d'autre  période  que  le 
nombre  a  et  ses  multiples  entiers.  En  elTet,  S(x)  ne 
peut  admettre  comme  période  un  nombre  impair 
2n+  ■  ;  on  a,  en  efiet,  puisque  3  et  an  50nt  des  pé- 
riodes, 

S(;r  +  a/i  +  i)  =  S<a;-n)=~SC*). 

Mais  un  nombre  qui  ae  serait  pas  entier  ne  peut  être 
une  période;  en  effet,  puisque  la  fonction  S(x)  s'annule 
pour  X  =  0,  elle  doit  s'annuler  pour  toute  période;  or 
elle  ne  s'annule  que  pour  des  valeurs  entières  de  jt. 

On  a  donc  les  relations 
(6')  S(3:  +  a/i)        =      5{^), 

(/)  S(a:  +  a/i-i-c)=-S(3:); 

d'où,  en  dérivant, 

(6')  S'(:r  +  a«)  =       S'Ca^). 

(7*)  S'(x+a/i-i-i)  =  -S'(^). 

On  ne  peut  pas  avoir 

S'(a--i-*)  —  S'(x), 
si  k  n'est  pas  un  nombre  pair.  En  eSet,  on  déduiraitOe 
cette  relation 

S(a:-t-/:)  =  S(a7)-(- A 

et,  i-n  cliangeanl  x  en  x  -J-  1 , 

-S(ar-i-*)  =  -t-S(a:)-Hfi, 
ce  qui  entraine  A  =  o,  et,  par  suite,  k  est  une  période 
deS(x). 

Pareillement,  on  montrerait  que,  si  l'on  a 

k  est  un  nombre  impair. 
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Les  formules  (6'),  {7'),  (6"),  (7")  monirent  que  la 
seule  période  de  C{x)  esl  le  nombre  t . 

De  même,  la  xeule  période  de  p(x)  est  1  ;  soit,  on 
ellet,  uu  nombre  k  te)  que 

p(*-(-A)  =  p{«),         d'où         C{«-4- A)=  C(a:)  +  A, 

h  étant  une  constante. 

Si  l'on  fait  x  =  —  h,  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  devient  infini;  par  suite  aussi,  C(A),  et  le 
nombre  k  ne  peut  être  qu'un  entier. 

II.  Formule  d'additiok  de  C(x).  —  Etablissons 
maintenant  la  formule  d'addition  pour  C(j:)  :  la  ma- 
nière même  dont  nous  l'établirons  nous  montrera  qu'elle 
est  algébrique. 

A  cet  eUet,  commençons  par  montrer  qu'il  esiste  une 
relation  algébrique  entre  p{x)  et  C(x).  Nous  allons 
suivre  pour  cela  une  analyse  d'Eisenstein  (Journal  de 
Crrlle,  t.  135,  p.  191). 

Posons,  avec  l'éminent  géomètre  allemand , 

c{3^)=  -  -i-'y'/'— ! — I — !— W(i,x), 


ou  encore 


ccessîvement  li 
>it  encore 


l'entier  n  prenant  successivement  les  valeurs  o,  : 
±3,  . ..;  de  même,  soit  encore 
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Coii&idéroDs  l'identité  élémentaire 

Si  l'on  y  fait 


cette  identité  est  vraie,  quels  «jue  soient  les  entiers  m  et 
n,  pourtu  que  m^é  n. 

Étendons  alors  l'idéalité  (9)  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières, positives  ou  négatives,  de  m  et  n,  en  supposaot 
toutefois  m^n.  En  sommant  d'abord  le  premier 
membre  et  laissant  n  iixe,  on  a 

i^  +  n)*  \2i  (a.  +  m)'  ~  tar  +  nl'J 
ou  bien 

Si  l'on  somme  retatïvemcntà  r,  il  vient 

Calculons  maintenant  le  secoud  membre  :  à  cet  elTet, 
posons  n  — m  =  m'(m'  yé  o),  il  vient 
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laissant  d'abord  n/  iWu  et  sommant  par  ra)>porl  à  m,  il 

^[(i,a->^(a,a:)]+~[(i,3-)-(i,ar)l=~(2,a.); 

vititti,  éleiidaiit  la  somme  à  toutes  les  valeurs  de  m',  sauf 
M»'^=  o,  et  posant 

il  vîitnt 

(10)  (a,x)'-(4.3-)=2î,(a,j-J. 

Reprenons  l'identtté  (8)  et  posons 

p  =  :r-^m,         q  =  n, 
il  vient 

«n  remplaçant  tn-^n  par  m' dans  le  second  membre. 
Comme  plus  baut,  étendons  l'identité  (lo')  à  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives  de  771  et  n  (sauf 
toutefois  pour  j;  =  o  ;  m  seul  peut  <ïtre  nul)  :  le  pfemicr 
membre  donne 

quant  au  second  membre,  en  supposant  d'abord  m' lixe, 
il  donne 


Dans  la  dernière  parenthèse  |^  r^ '"^  ~  1 

la  somme  \    —est  nulle. 
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Enfin,  en  donnant  â  m'  toutes  les  valeurs  entières, 
on  a 

(î,ar)«-(4,:r)-+-»,(a.;t)-t-a{i,*)(3,a.)-î(4,x); 

d'où 

c'est-à-dire 

(M)  3(4,ar)  =  (a,x)'-t-a(i,a:K3,a:). 

Les  relations  (lo)  et  ([  i)  peuvent  s'écrire 


("■'^  (S)  =-6-5?.-"'3i 


Eliminons  —r-^  entre  (to')  et  (i  i'),  nous  obtenons 
dérivons  (lo'). 


(10') 


^d^C 


rfC  rf»C 


*"''  ^Z;  rf5i"""*'5ïi~"^i="■ 

Ëlinlinons  -^j  et  ^5  entre  les  relations  (lo"),  (i  i')  i"' 
(lo'},  on  obtient  Gnaleineut  l'équation  entre  C  et  ^> 

Déduisons  maintenant  de  la  i-eUtion  (la)  la  formnK' 
d'addition  pourC{x). 

D'après  les  notations  déjà  posées,  on  a,  pour  toutes  It-t 
valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  négatives  de/n, 

I(,-T^->-^)=<-)-<'.^-). 
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d'où 

(.3)       2à\^T7;t-yn^)(7ir^-pir;i) 

Calculons  le  premier  nienibre  de  la  relation  (i3)  en  le 
développant  :  on  peut  écrire  le  terme  général 


Or,  tant  que  m  ^  n,  on  a  identiquement 


n)(a:  +  n)        (y^n)(y^n) 


V-i-»)- 


Donc  la  valeur  du  premier  membre  de  cette  dernière 
égalité,  quand  on  donne  à  m  et  n  toutes  les  valeurs 
entières,  est  égale  à  celle  qu'il  prend  pour  m=  n  aug- 
mentée de  la  valeur  du  second  membre  ;  or,  le  second 
membre  est  nul  après  la  sommation,  donc  on  a 


u 


u» +»■)(»+") 

(2.x)  +  (2,:,.). 

{^+m)(^  +  n)/ 


.(.-^-.-b). 

.0-^-.^)- 


(j+m){x  +  a)       y  —  x- 
Cos  dernières  identités  ont  toujours  lieu  quels  que 
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met  /i.  Pour  (.-lli'ctucr  l«:s  sommations,  posons 

d'où  m  ^  m'+  /i,  cl  laissant  d'abord  m'  fixe,  il  vient 

y ■ .( •, L_) 

^  T  —y  -\-  m  \2! -i-  m  -t-  n      y  -^  ni 

- — '- — .{Y. — -, 'S'^) 

X  —y-\-  m  \  Jtd  3: -i-  nt  +  n       Jmdj  —  H,' 


Si  nous  faisons  varier  m',  on  a 

(T.ar-^)((l,^)-(l,r)]. 
de  même 

2iy-^-hm-  [y+„,'+n  "  a:^n} 

=  (',J'-s)tC>>^)-(i,^)]- 
d'où  la  relation 

o'est-à-diri; 

|('.-i^)—(r,J')]'=<a,^)  +  <a.7)+ ■?.(:, 3- -^)Hi,a:)-li,7il. 

En  changeant  ^  en  — y  dans  cette  égalité  cl  remar- 
quant (|ue 

(2,^)  =  (î,-J),        ii,.v)  =  —(i,-j'h 

il  vient 

,,,,  S  ■'(r,a:-4-/)[(i,3-)+(i,r)] 

(       =\i,,j:)-^^{,,y)]^-(-,.,a^)-io.,y); 

or,  d'après  {12), 

(î,xi=  (  I  ,Ti'+  3.<i,        (  a,  vl=  Il  ,^)'-^  3 II  : 
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donc  (i4  )  s'écrit,  après  réductions  faiitts, 

c'est-à-dire 

-3s, 


C(x)-t-C(y')     ■ 
c'est  la  formule  que  nous  voulions  cUblir. 

La  méthode  suivie  pour  arriver  à  la  formule  (i5)  est 
peut-être  un  peu  longue,  mais  elle  a  l'avantage  d'être 
élémentaire  et  de  ne  faire  appel  qu'à  la  définition 
de  C(x)  et  à  la  relation  (12). 

Formule  d 'addition  pour  S{x). 

Passons  maintenant  aux  formules  analogues  pour 
S(:r)  ;  on  a 


-(!)■ 


et  d'après  (12}  il  en  résulte 


(16)  S'+  3j,S  =  o. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (16)  par  aS'  et  inté- 
grons 

(17)  S'»-4-3i,S»=  A, 

h  étant  une  constante;  pour  déterminer  h  calculons  la 
valeur  de  S'(x)  pour  x=:'o.  Développons  C(x)  en 
série  de  puissances  :  on  a,  pour  x  inférieur  à  n  en  valeur 
absolue, 
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d'où,  en  porUot  celte  valeur  dans  la  formule  (3), 

(i8)  G(r)=  -  — *,a:-ï,3-»— s,i-»  — ...; 

on  a  posé 

Xi-.-'-   li—    li-'-- 

les  sommes  \^  ~xt-+i  ^^"^^  nulles. 
De  là  on  déduï  i 

constante.  < 
pour  X  =  o,.  par  suite 


en  S6  bornant  aux  deux  premiers  ternies  du  développe- 
ment de  S  (ar),  il  vient 

(.9)       S(^)  =  *(.-*,Ç+...)=^-.,Ç-..., 

d'où 

(10)  S'(r)=i-îi,^+... 

et  enfin  si  x  =  o,  on  a 

S'(o)=.. 

D'ailleurs,  nous  établirons  tout  à  l'iieure  et  d'une 
manière  plus  simple  ces  développements (19)  et  (20). 
Pour  le  moment  revenons  à  la  relation  (17)  qui  s'écrit 

(il)  S'»+3t,St=i. 
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De  la  l'ormule  d'addilioii  de  C(x),  on  déduit 

s'(r+r>     s'(3:)S'(^)-3<iSij)S(^) 


(u) 


ou  bien,  d'après  la  formule  (ai), 


S'(» 


|S'(j)S(^)-i-S'(y)S(i)|' 


"''-13.,|S'(x)S(^)*S' 


+  [S'(»)SV)-3<|S(»)S(.v)l>( 

Or  le  dénominateur  est  égal  tk  i,  eu  appliquant  encore 
la  formule  (2 1),  et  comme  pour  j-  =  o  le  numérateur  se 
réduit  à  ±  S(x),  la  formule  d'addition  pour  S(x)  est 
donc 

(■.ï)  S(»  +  ^)=S'(i)S(^)  +  S'{r)S(T). 

D'après  l'expression  (aa)  on  conclut  aussi 
(■14)  S'(i+^)=S'(i)S'(^)-3.,S(i)S(^). 

Remart/ue  I.  —  Des  relations 

I  p(»)-3>,+  C', 
,  I  S-U)--3.,S(a-). 

on  déduit 

et  par  suite 

(ai-)  c.(x)=  -|.';^;""- 

Bemarque  II.  —  L'équation  (12)  puiinct  de  calculer 
les  sommes  s^,  sx  . . . ,  de  proche  en  proche  en  fonction 
de  la  preiniète  ^1 .  El)  eOet  l'équation  (12)  peut  s'écrire 

=  \  —  2i,  +  3*,j-i-i-...+(an  — i)«,3^*''-ï  +  ...: 
égalant  les  coefficients  de  jr'""*  cl  supposant  successi- 
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vement  m   pair  ou  inipair  (n  =  a^  ou   n^n 
on  oblioDt 

(4  |i-t-  i)S,p,     =  aSiSt|i-i  +  îSiSi|i_,-i-.. . 
(4  (jH-  3)Si|h.i  =  'iSj  S|[i     -t-  iS(  Si|i_i  +  . . . 
Ainsi  on  a 


Développement  de  S{x)etdeS'(x)en  série  de  puis- 
sances. —  De  la  formule 

(21)  S'H^)  +  î*.SHa-)  =  i 

nous  allons  déduire  le  développement  de  S(x)  eu  série 
de  puissances  par  la  formule  de  Mac-Lauriu  ;  ou  déduit 
aisément 


développement  valable  quel  que  soit  x;  ou  en  déduit 

(57)   S'(j.)  =  i-3»,  ^+...-(-i)'.(3»,  j-^-H...- 

Multiplîons  l'équation  (26)   par  i ^3 .(|    et  ajoutons  i 
{27),  il  vient  ' 

s'(.r,+,>/57;sw=,^^-k^-,-fc!5ï;)!^.,., 

OU  bien 

Ca8)  S'(,r)-t-  (V^S(^I  =  c<-^.: 
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telle  est  la  relation  d'Eulcr;  on  en  déduit  facilement 


(3o) 


(31)  C(T)=i/ÎT, 


De   la   relation  (a8)  on   tire,  puisque  S(a:)  ut  S'{x) 
changent  de  signe  quand  on  remplace  x  par  x  -f- 1 , 
(3a)  e'>^-(-i  =  o, 

et  la  fonction  e^  admet  a i  ^'i s,  pour  période. 

Pour  simplifier,  on  voit  que  nous  sommes  conduits  à 
poser  \/'is,  =  îî  :  ainsi  se  trouve  introduit  naturelle- 
ment le  nombre  n  que  nous  pourrions  nous  proposer  de 
calculer  et  qui  peut  être  regardé  comme  la  plus  petite 
racine  positive  de  l'équation 

Remarque  1.  —  Des  équations  (ap),  (3o)  et  (3i)  on 
pourrait  déduire  les  formules  d'addition  de  S'(x),  S(x) 
et  C{j:),  en  admettant  la  relation  (la),  déjà  démontrée, 
et  aussi  l'égalité 

ce  qui  ne  serait  pas  contradictoire,  vu  que  cette  pro- 
priété de  l'exponentielle  est  indépendante  des  fonctions 
circulaires. 

Remarque  II.  —  Pour  que  la  constante  3  J|  ne  ligure 
pas  explicitement  dans  les  formules  déjà  trouvées  on 
peut  poser 

S(x)=îîiî^. 

S'(-r)=   j- S(j:)  =  cositj:,  et  C(2-)  =  ïtcotica-, 

Ann.de  Mathémat.,  3'série,  l.  XVI.  (Aoùc  1897.)  23 
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enfin  reaiplacernx  par  x.  On  retombe  ainsi  sur  les  no- 
tations ordinaires  des  fonctions    que    nous    étudions; 
mais  il  est  inutile  de  faire  un  tel  changement,  vu  qu'il 
n'oÛre  pas  un  grand  intérêt. 

ÉTUDE    DES    ÉQlliTIONS 

S(x)  =  S(xo),        C{x)  =  C(x,). 
De  la  formule  d'addition  pour  S(x)  ou  déduit 

■ou  bien  «i 

(33,  S(u)  +  S{^-)  =  iS~^S'ft^; 

de  là 

(34)  S(u)-S(c)  =  3SÎl^S'!i^. 

Si,  dans  la  relation 

S(ar+^)=S(^)S'(7)+S'(^)S(j') 
on  fait 

xr^i  et        y  =  ~x, 

on  déduit 

Or  S'(j)  =  o,ol  la  relalioii  S'"(l)  + -'S'(i)  =  ' 
donne 

Nous  prenons  le  signe  +,  vu  que,  d'après  la  formult: 
fondamentale(i),S(x)csl  positif  pour  a:=  -:  d'où 
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de  même 

(36)  S(a:)=— ii- L. 

Cela  posé,  considérons  l'équalion 

Sx-Sx^=o. 
D'après  {34)  on  a 

a  S  '^~^^  §■  ^"^"^«  _ 
ou  bien 

(37)  .,SÎ^'s(i-îii!)  =0. 
Alors  les  solutions  de  l'équation  (87)  sont 


n  et  n'  étant  deux  entiers  arbitraires. 

Pour  S'(x)  on  a  deux  formules  analogues  à  (33)  el 
à  (34) 

S'(«)+S'(i.)  =  aS'^  S'  '^, 

S' («)  -  S' W  =  -  a  r«  S  ii^i-^  S  *ll^  . 

De  là  on  déduitlcs  solutions  de  l'équation  S'(x)  =  S'(i|,), 
qui  sont 

a!  =  an±ar,. 

Passons  enfin  à  l'équation 


^  S(a:  +  x.) 
d'où 


G(^)+C(r,)=5 
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Les  solutions  de  l'équation  proposée  sont  donc  celles 
clcS{a;u  —  ar)^o.  D'où 

En  particulier,  si  Xo  ^  -j  les  fonctions  S'{.r)  et  C(jri 
s'annulent  pour  les  mêmes  valeurs  x^n  +  -■ 

L'étude  des  équations  précédentes  nous  permettrait 
d'aborder  maintenant  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  considérer. 

De  même  la  relation  d'Kulcr  (aS)  conduit  pour  m 
entier  à  la  formule  de  Moîvre  ;  ou  a,  en  ellel, 

d'où 

De  là  on  peut  déduire  les  expressions  de  S(f/u:)  et 
S'(nix)  en  fonction  des  puissances  successives  de  S{x) 
et  S'{x)  et  pareillement  celles  de  S'"(x)  et  S'(/nj:)  à 
l'aide  des  fonctions  S  et  S'  des  multiples  de  la  variable 
X.  Enfin,  étant  donnée  la  valeur  de  S(x)  ou  S'(x),  ou 
peut  étudier  les  équatious  qui  donnent  S  (  — j  et  S' f  —  1  ■ 
Ces  questions  sont  maintenant  faciles  à  aborder  et  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas.  De  mi^me,  en  imitant  les  pro- 
cédés classiques,  on  peut  suivre  les  variations  des  fonc- 
tions S(x),  S'(x)  et  C(:r)  quand  la  variable  est  réelle 
et  comprise  entre  o  et  3  ou  o  et  i . 

Entin  on  peut  introduire  et  étudier  les  trois  nouvelles 
fonciionH 
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FONCTIONS   CinCULAIIII 


Terminons  celte  étude  rapide  par  la  dcmonsiralion 
des  formules  qui  permeLtcnt  d'exprimer  une  fonction 
circulaire  quelconque,  et  par  l'examen  de  deux  de  leurs 
propriétés  essentielles. 

Nous  appellerons  yb/iciio/iCircu/otVe  ou  trigonomé- 
tritjue  une  fouclion  y(x)  rationuelle  en  C{x)  ou  eu 
S(2:t)  etS'(2jr). 

(Ou  a,  en  e(Ièi, 


S(^^)=,.lr,L.'         ^■(■^-)  = 


ces  formules  découlent  de  cellesici 

S'(aa!)=aS'Vaf)— r  =  i  -2Tc«S"(.r), 
lesquelles  proviennent  elles-mêmes  des  formules  d'addi- 
tion.) 

Une  fonction  circulaire  ainsi  définie  est  uniforme; 
elle  n'a  d'autres  points  singuliers  à  dislance  finie  que 
des  pèles;  elle  admet  pour  périodes  le  nombre  i  et  ses 
multiples  entiers.  On  dit  que  i  est  une  période  primi- 
tive. 

Toute  fonction  circulaire  peut  se  mettre  sous  deux 
formes  remarquables  rappelant  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  et  la  mise 
en  évidence  des  zéros  ei  des  pôles  de  ces  fonctions. 

i"  Formule  de  décomposition  en  éléments  simples. 
—  Soity[C(j:)]  une  fonction  circulaire  quelconque, 
/étant  rationnelle.  Posons  e''".=  z.  De  la  relation  (3 1) 
il  résulte 
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de  sorte  qu'on  a 

F,(«') 


/[C<^)]  = 


F  cl  F|  étant  des  polynômes  entiers  eu  z^. 

Cela  posé,  décomposous  ~  en  fractions  simples  et 
coDsidérom  l'une  d'elles  ,  .  *  .,:  posons  a  ^  c""", 
égalité  toujours  possible  sauf  pour  a  ^  o  ;  ou  a 


De  sorte  que  la  somme 

A,  A, 


devient  un  poij'nome  de  degré  n  en  C(x  —  a)  ;  mais  la 
relation 

dérivée  n  fois,  permet  d'exprimer  linéairement  les  puis- 
sances successives  de  G(x  —  œ)  au  moyen  des  dérivées 
successives  de  C(x  —  a)  jusqu'à  la(/i^i)"'"".  On  a 
donc 

les  constantes  H,  M,  M,,  . . .  dépendant  linéairement 
des  A. 

En  répétant  pour  les  diverses  racines  de  F(î*)  ce 
que  nous  venons  de  dire  pour  la  racine  a,  réunissant 
la  partie  entière  de  ^ .'  "^    avec  les  fractions  de  la  forme 
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-7^  et  appelant  E(z')  cet  cnseinLle,  on  a 

{h  est  le  plus  grand  des  nombres  tels  4jue  rt  et  certains 
coefficients  M/t  peuvent  être  nuls.)  £(2^)  est  de  la 
forme 

où  A:  peut  être  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif. 

C'est  là  l'expression  générale  de  toute  fonction  circu- 
laire. 

a"  Forme  d'un  quotient  de  deux  produits  de /onc- 
tions S.  —  On  pent  écrire 


/(C(x)]  . 


lG(;r)-^.][C(:r)-a,]...[C(:r)-«„] 
[G(^)-ft.]...[G(a:)-i„] 
Posons 


G(a-)-G(rrO  = 


Sraxt  ' 

d'où 

/lC(„|=M,s.,.|i-^;;;;;|;-g. 

Quelques  quantités  x*  ou  x^  peuvent  être  égales 
entie  elles. 

M  est  une  constante  et  m=/)  —  n. 

C'est  la  seconde  formule  annoncée  mettant  en  évi- 
dence les  zéros  et  les  pôles  de  la  fonction  considérée. 

Bemarifue.  —  Les  fonctions  précédentes  _/(x)  admet- 
tent la  période  1;  par  un  changomcnt  linéaire  de  va- 
riable on  peut  faire  en   sorte  qu'elles  admettent  une 
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période  quelconque  3cd  :  il  suFGt  de  poser 

"é..  ..  /.(-■)=/w=/(^)i   - 

on  a  alors 

Signalons  maintenant  les  deux  propriétés  essentielles 
d'une  fonction  circulaire  qui  font  l'objet  des  tliéorèmes 
suivants  : 

ThéObêhe  I.  —  Entre  deux  fondions  circulaires  aux 
mêmes  périodes  y  =/(x),  r  =/(  (x)  a  lieu  une  rela- 
tion algébrique. 

Il  sufSt  de  démontrer  le  tliéorèoie  dans  le  cas  où  la 
période  commune  est  i  :  alors  ^  etz  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  C{j;)  et  l'élimination  de  C(x)  donne 
une  relation  algébrique  entre^  et  z;  cette  relation  dé- 
(init  une  courbe  unicursale. 

Les  formules  (la),  (ac),  {a5),  (aS')  sont  des  cas  par- 
ticuliers de  ce  ibéorème. 

Théorème  II,  —  Une  fonction  circulaire  f{x)  admet 
un  théorème  d'addition  algébrique. 

Démontrons  encore  ce  résultat  pour  le  cas  où  /(x) 
admet  la  période  i  :  il  est  facile  de  passer  au  cas  d'une 
période  quelconque. 

Posons 

/(:r)=F[C(..)]  =  H, 

on  a  de  plus 


C{^)-i-C(j-) 
F   est  rationnelle    en   C,   l'éliminatioi 
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C(x},  C(jr)  et  C{x+y),  entre  les  quatre  relations 
précédentes,  conduit  à  une  équation  algébrique  entre 


[DSb] 

EXTENSION  Dli  THÉORÈME  DE  CAllCHY  ilX  FONCTIONS 
iUNE  VARIABLE  COMPLEXE  DE  LA  FORME  pe"""; 

Pab  m.  L.  RAVUT. 


Cauch^  a  démontré  le  premier,  dans  le  cas  d'une  va- 
riable complexe  de  la  forme  pC",  le  théorème  suivant 
qui  porte  son  nom  : 

Si  y(z)  est  une  fonction  de  la  variable  complexe 
z  ^  pe'",  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  S,  l'intégrale 


f/' 


prise  le  long  du  contour  de  cette  aire,  est  nulle. 

On  peut  étendre  ce  théorème  aux  courbes  fermées  de 
l'espace,  situées  sur  des  surfaces  coniques  a^atit  pour 
sommet  l'origine  des  coordonnées  ou  situées  sur  des 
plans  renfermant  cette  origine. 

Dans  ce  cas,  la  variable  complexe  z  est  égale  à  pe"  ", 
c'est-à-dire  à  p  (cosa  +  isinacosA  +  ilsinasinA). 
p  est  le  module  de  s;  l'angle  a  représente  le  déplace- 
ment de  p  dans  le  plan  et  l'angle  A  le  déplacement  du 
plan  lui-même.  Les  symboles  d'opérations  i,  1  satisfont 
d'ailleurs  aux  relations 


Si  l'on  a  A  =3  constante  ou  :=  o,  p  et  a  étant  variables, 
z  se  meut  dans  un  même  plan. 
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Théorèhe  de  Cadchï  GÉNéHALisÉ.  —  Sif(z)  est  une 
Jonction  de  la  variable  complexe  z  ■=  pe*'"",  uniforme 
et  continue  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  i/e  la  sur- 
face conique  OS  ou  de  la  surface  S'  faisant  partie 
de  OS,  les  intégrales 

prises  le  long  des  contours,  S,  S'  seront  nulles. 

Pour  démonirer  ce  tbeorème,  considérons  un  triangle 
inSniiésîmal  ayant  pour  sommet  l'extrëoiilé  de  2  et  pour 


côtés  les  vecteurs  A,  h,  ci  /t^.  Nous 
h  =  h,-i-  Al. 
Il  en  résulte  que  l'on  a  idcutîqui 


(1) 


/(3  +  ft)A-/(=  +  A)A,-/<a  +  A)A.= 


Toutes  les  fois  que  le  premier  membre  de  cette  iden- 
tité interviendra  comme  élément  dans  une  limite  il<' 
somme,  on  pourra,  en  négligeant  les  infiniment  petiu 
d'ordres  supérieurs  au  premier,  lui  substituer  l'une  ou 


DL|,-„zedb,G0OQlc 


(36;  ) 
l'autre  des  expressions  suivantes  : 
(a)  /(=)''-f(s)/n~fis  +  hO'i„ 

(3)  /(^  +  A)/.-/(sH-A,)A,-/{-  +  A)''>. 

et  cela  sans  ehaiiger  le  résultat  final. 

Les  expressions  (a)  et  (3)  nous  montrent  que,  lors- 
qu'on multiplie  la  fon('tîoiiy(a)  par  l'accroisse  ment  de 
la  van'able.onpcut,  dans  la  substilutioii  queuous  avons 
en  vue,  prendre  iudiiretemmcnt  pour  valeur  des  dans 
fis)  sa  valeur  initiale  ou  sa  valeur  finale. 

Cela  étant,  je  dis  que  l'on  aura 

Pour  l'établir,  coupons  la  surface  OS  à  l'aide  de  sur- 
faces sphcriques  inûnîment  voisines  ayant  pour  rentre 
comiDun  le  point  O,  et  traçons  sur  elle  des  rayons  vec- 
teurs infiniment  rapprocliés.  En  joignant  deux  à  deux 
par  des  droites  les  points  de  rencontre  consécutifs,  nous 
formerons  uncertaîn  nombre  de  polygones  élémentaires, 
que  nous  pourrons  décomposer  en  triangles. 

Si  l'on  applique  l'îdentité  (i)  à  chacun  de  ces 
triangles,  en  les  parcourant  tous  dans  le  sens  direct,  on 

S  [/(■<  +  A)  A -/(-î  +  A)  A, -/(^  +  A)  A.]  =  <•■ 
Mais  comme  l'on  peut,  sans  altérer  la  limite  de  la 
somme,  substituer  à  un  produit,  tel  qucj'(z  -\-li)h,  le 
produit  y(z)  A,  tous  les  produits  correspondant  aux 
lignes  intérieures  se  détruiront  deux  à  deuxj  car,  si 
dans  un  triangle  l'on  a  le  produity(3)  //,  dans  l'un  des 
triangles  contigus  l'on  aura  le  produit  — f(z  +  h)h, 
auquel  on  pourra  substituer  le  produit  —f{z)h.  Il  ne 
restera  donc  que  les  produits  se  rapportant  au  contour. 
Par  suite,  l'on  aura 


I/"" 
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[D6b] 

REPRÉSBNTATION  GfiONÉTRIOUE  BE  LA  FONCTION 

arcungs; 

P»a  M.  MAILLARD. 
Soil 

Intégra  ni 

,t,^Li  i±J.  +  c  ; 
mais  on  a 

/ .  —  /mod .  ■+■  (srg  — '■ ik-zi. 


Prenons  de  part  cld'autrc  de  M,  sur  une  perpcndicn- 
lairc  à  Ox, 

MD  =  MD'  =  K 

z  +  i        OD        MB' 


-,  -  D'On  =  BMB'  =  E  — CMB. 
,  MB'       r       tMB       ,  „ 
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Faisant  3  =  0,  nous  trouvons  C  =  -  et,  finalement, 


Si,  par  exemple,  z  décrit  uu  contour  fermé,  il  suffira 
de  calculer  la  variation  de  l'angle  CMB  pour  en  déduire 
celle  de  if. 


[Blo] 


SUR  UN  DETERHINANT  HEHARQUAILE; 

Pah  m.  c.  bourlet. 


On  sait,  depuis  longtemps,  que  si  dans  une  équation 
difTérentielle  linéaire  homogène,  d'ordre  m,  on  prend 
la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  comme  nouvelle 
inconnue,  on  obtient  une  nouvelle  équation  difTéren- 
tielle d'ordre  (m  —  i),  mais  qui  n'est  plus  linéaire.  J'ai 
pu  mettre  cette  équation  sous  forme  d'un  détermi- 
nant {')  et,  en  la  formant,  en  particulier,  pour  une 
équation  linéaire  à  coefficients  constants,  on  parvient  à 
l'égalité  intéressante  que  voici  : 
•a,'(n-,)<a,     (n-i)!, 


-(« 


(  '  )  Voir,  à  ce  sujet,  mon  récent  Mémoire  Sur  let  opérations  e 
général,  etc.  (Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  avril  1 
mai  .897,  p.  i(i7). 
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Or,  M,  Laisant  a  signalé  autrefois  (  '  )  l'exemple 
logue  suivant  : 


auquel  le  précëdeni  ue  se  ramène  pas  inimédialenienl. 
Ceci  m'a  amené  nalurellemeni  k  chercher  à  déterminer 
d'une  façon  générale  tous  les  déterminants,  du  type  pré- 
cédent, tels  que  leur  dcveloppcmcDl  soit,  à  un  facteur 
constant  près,  indépendant  des  coefficients  a*,!!,,..., 
a„,  identique  an  polynôme 

/(jT)  =  aoT''  +  a,ar''-'-h...-+-ij„. 
Soit  donc  le  déterminant 


et  proposons- nous  de  déterminer,  de  la  manière  la  plus 
générale,  les  coefficients  af  et  ^^  de  façou  que  l'on  ait, 
quels  que  soient  a^,  a,,  .. .,  a„  ctx,  l'identité 

|JL  étant  diil'ércnt  de  zéro  et  ne  dépendant  ni  dex,  iiî 


(  '  )  Voir  Laibant,  Sur  un  déterminant  remarquable  (  Bull,  de  la 
Société  math.,  1.  XVIt,  p.  lai);  el encore,  V.  Gunther,  Ueber  auf- 
ileigende  KettenbrUche  iZeiDcbri/l  fur  Math.  a.  Phyi.,  t.  X\I. 
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de  a,).  «Il  ■-■,  «H-  MuIlîpUoiis,  à  cet  effet,  la  première 
colonne  de  D  par  x",  lasecoudu  parx"~*,  la  troisième 
par  x""*,  ...  et  ajoutons  ù  la  dernière.  On  aura 


D  = 


en  posant 

Développons  D  par  rapport  à  la  dernière  colonne, 

et  l'identité  (i)  s'écrit 

(a)      A,<p,(x)  +  ...+  A,>p„(:r)=[,/_(-i)''i]/(a:). 

Je  dis  que  cette  dernière  identité  ne-peut  avoir  lieu, 
quels  que  soientx,  a^,  ^i,  .. .,  a„,  r^ue  si  l'on  a,  sépa- 
rément, 

Il  faut  d'abord,  en  cllel,  que  les  deux  membres  de 
cette  identité  soient  nuls-,  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le 
second  membre  étant  divisible  par  f{x),  le  premier 
membre  devrait  l'être  aussi,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il ne  contient  pas  <i„.  Je  dis,  en  second  lieu,  qu'on  ne 
peut  avoir,  identiquement, 

A,7i{37)+..,-i- A„i(>„{a;)  =  o, 

quels  que  soient  ag,  fi,,  ...,  (i„_,,  que  si  tous  les  poly- 
nômes f  a(^)  sont  tous  nuls.  Egalons  à  zéro  le  coefficient 
de  a,'_i  dans  ce  développement,  et  nous  a 

(3)  A',ç,(i)  +  A',ç,(.i:)-H...+  A^tf„f;j.)  = 

(pour  t  =  i,  a,  ...,  n). 
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A*  désignant  le  coefBcîent  de  rélëmeut  situé  dans  la 
k""'  ligne  et  la  i*''"  colonne  dans  le  développement  du 
déterminant 


Si  les  égalités  (3)  pouvaient  avoir  lieu  sans  que  tous 
les  polynômes  va(-^)  fussent  nuls,  il  faudrait  que  le  dé- 
terminant 

I  A{     A}     ...     Ai  I 
i'=      Aî    Aî     ...     A3 
I  Aî    Aï     ...     AS  1 

i'ùl  nul.  Or,  ceci  est  impossible,  car  A'  est  le  détermi- 
nant adjoint  de  A  ;  on  a  donc 

i'  =  A"-', 

et  A'  ne  pourrait  être  nul  que  si  A  t'était,  ce  qui  ne  peul 
avoir  lieu,  puisqu'on  doit  avoir 

(_l)-.A  =  f.^O. 

On  doit  donc  avoir,  identiquement, 

ç*(ar)=a*a.''+'  +  (p*-H»f)x«-t-OÎ+aî)^'-'+...+  P*  =  o; 
ce  qui  entraîne 

Ces  conditioDs  (4)  sont  donc  nécessaires;  elles  sont, 
d'ailleurs,  suflisantes.  Pour  le  vérifier,  il  suffit  de  prou- 
ver que,  lorsqu'elles  sont  remplies,  A  est  une  constante. 
Or  on  a 
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ce  qui,  par  dus  traitsformalions  faciloa,  donne 


En  résumé,  nous  arrivons  à  la  formule  générale  sui- 
vante qui  donne  tous  les  déierminants  de  la  forme  cher- 
chée : 


La  formule  que  j'ai  donnée  au  début  est  le  cas  parti- 
culier où  l'on  prend 


La  formule  de  M.  Laisant  est,  de  mûme,  le  cas  parti- 
culier où  l'on  a 


Ann.  de  Jlfaihémal.,  3*  série,  i.  XVl.(Aoûi  1897.) 
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[R4b] 
suit  L'BODILIBRK  l\DrPFÉREIVT  DWE  CHAINE  PESA\TE 
SUR  [IKE  COURBE; 

Par  m.  KARAGtANNiDÈS. 


Coitsidérons  une  courhe  parfaiteuicnl  polie  et  une 
cliaiiie  homogèue  pesanie  de  longueur  /  glissanl  sans 
froltcmenl  sur  la  courbe.  Quelle  doil  êire  la  forme  du 
1.1  courbe  pour  que  la  cliaiiie  soit  en  équilibre  dans 
toutes  ses  positions? 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  centre  de  gravité 
de  la  chaîne  reste  à  une  hauteur  constante,  quand  la 
chaîne  glisse  sur  la  courbe.  Prenons  uu  axeOj'  vertical 
et  appelons  s  l'arc  de  courbe  ;  on  devra  avoir 


(<) 


J^'^'yd.= 


quel  que  soit  s.  Soit,  le  long  de  la  courbe, 

y  =/{'). 

en  diirérenliant  IVquatiou  (i),  on  aura 
(,)  f{s^t)~/(s)=o. 

La  fonction  f{s)  doit  donc  admettre  la  période  l.  Il  v 
a  une  itiGnilé  de  courbes  planes  et  gauches  répondant 
à  la  question. 

Bomoos-nous  à  des  exemples  simples  de  courbes 
planes  dans  un  plan  vertical. 

Supposons 
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1  constante.  On  eii  tire 


vl  en  dîfrérentiant 


Posons  pour  abréger  —  =  A,  Nous  avons 


On  a  donc  x  en  fonction  de_r  par  une  intégrale  cUip- 
lîque. 

Dans  le  cas  parliculitrr  où  A  =  «,  l'intégration  est 
immédiate;  on  a 

d;t  =  — —   ' ,r  —  T„  =  —  /dl  _  yl  ; 

la  courbe  est  un  cercle  de  rayon  a,  et  de  circonférence 

solution  évidente. 

Supposons  maintenant  a  différent  de  è,  et  pour  lixer 
tes  idées  a<^b.  On  a  alors,  en  faisant 

<c)       d..dys/^^,,         .^£dyt^'^Ç^. 

Cette  courbe  est  aisée  à  construire  :  elle  n'a  pas  de 
tangente  verticale,  carène  s'annule  pas;  elle  a  des 
înllcxions  sur  Ox,  coiumc  une  sinusoïde. 
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En  intégrant  par  des  fonctions  elliptiques  avec  les 
notations  de  Jacobi,  on  obtiendra  {voyez,  par  exemple, 
le  Traité  de  MM.  Appell  elLacour): 

(*=)    ]u=    r^^jl^=='  argent      ("""■!)' 

Si  a  était  supérieur  à  b,  la  courbe  aurait  des  tan- 
gentes verticales  et  horizontales. 

On  pourrait  prendre  de  même,  au  lieu  de  la  solution 
simple 


f+B.sinlf^+A.cosif +B 


-t- A„c» 


l 


les  A  et  les  B  étant  des  constantes.  Il  serait  intéressant 
de  voir  si,  parmi  ces  courbes,  il  s'en  trouve  d'algé- 
briques autres  que  le  cercle. 

[C3] 

SUR  UN  CERTAIN  JACOBIBN; 

Pab  m.  automne. 

Soient 

I  Ooo       ...      Oon    I 
^\ ^      ^    àk 

'  °°        dan»  ' 

et  les  lelalions  (t, /  =  i ,  3,  ...,  n) 

(o)    ^/—  Ai  A;',     A/  =  a(„-t-\a/ya:y,     Xo^a^a-^-^a^jXj. 
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A  titre  d'exercice  sur  le  calcul  des  déterminanls,  je 
me  propose  de  détermiimr  le  jacobien 


La  dillércntiaiion  du  sjslèine  (u)  fournît  immédiate- 
ment 


"âj-. 


-  k^aij  —  Kja^j  =  pij. 


Le  déterminant  à  n*  éléments  P  des  pij  se  compose 
d'une  suite  de  déterminants  constitués  de  la  façou  sui- 
vante :  on  remplace  dans  &,,,  dans  a  colonnes,  les  élé- 
ments a  par  les  éléments  Agi/y;  dans  n  —  ix  colonnes, 
les  éléments  a  par  les  élémenls  —  A/a^j-  Tous  les  déter- 
minants à  quatre  éléments 

sont  nuls  ;  donc  il  suffira  de  preudrH  n  —  a  ;=;  u  ou  i  et 
a  ^  n  ou  n  —  i .  Bref 


'^^J^tj- 


Q/  =    "*. 


A( 


Dans  Q^  lelranclions  de  la  j'''^"  culotine  les  éléments 
des  autres,  multipliés  respectivement  par  x,,  . . .,  xy_,, 
-l'y+n  ...,x„.  Il  ne  restera  de  A,-que  a/jXy -f- a,-,. 

Q;  =  ■P/    a/1    ...    fl/. 


(tl.J-lO'O      "'./ 
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Le  premier  déterroÎDant  est  b^oj  le  second,  l'aïsaiit 
venir  la  f'"'  colonne  au  premier  rang  par  j  —  i  déran- 
gements d'indices,  est 


(_,)y-i    a/o(i/i     ...     aij-i    a/j+,     ...     a/o    - 

Le  coe&îcîeiit  de  ( — 'V"'  «si  { — ^Y^^j'i  l""*' 
Qy  =  bt„Xj  —  boj,      V  Obj  Q/  =  fcoi)(  Ao  —  «u*  )  —  (  A  —  tt«,  6m>- 

P  =  AïAo„-AS-'(A„ioo  — A)=  A;-'A; 
enfin 

Y  =  ■  I  expression  homogène  de  degré  zéro 

par  rapport  au\  a. 
Résolvons  les  équations  (o)  par  rapport  aux  x  : 

Il  viendra 


ft  étant  le  déterminant  des  b  (système  adjoint  des  a). 

Remplaçons  dans  Bj  les^  par  leur  expression  en  x- 1 
viendra 


-1^-{1">"^ 


Ap 
("op  Ao —  ôpp^J^yrt»/  +  A  —  (ipp 
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^      A 
XY  =  I ,  ce  qui  <levait  «Lie. 

LIGENCB  BS  SCIEKCES  MATHÉMATIQUES. 

SESSION    D'AVRIL   1897.   —   COMPOSITIONS, 


LiUe. 

Ahjlltse. —  1°  Définir  l'intégrale  d' une  fonction 
de  variable  complexe,  prise  te  long  d'un  contour 
tlonné.  La  fonction  f{^z)  étant  supposée  continue  f/ans 
une  aire  donnée  A,  à  quelles  conditions  doivent  satis- 
faire sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  pour  que 
l'intégrale  ait  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  con- 
tour fermé,  contenu  dans  cette  aire,  le  long  duquel  on  . 
effectue  l'intégration. 

2"  Définir  les  lignes  de  courbure  d'une  surjace  et 
former  leur  équation  différentielle  :  la  siiiface  étant 
supposée  réglée,  on  demande  de  la  déterminer  sac/tant 
que  tout  plan  parallèle  à  xOy  la  coupe  suivant  une 
ligne  de  courbure.  On  fera  voir  d'abord  que  ces 
lignes  de  courbure  sont  tiécessairement  des  cercles; 
on  en  déduira  que  la  surface  est  de  résolution. 

Mécaniqvb.  —  I.  Mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

On  traitera  seulement  les  questions  suivantes  : 
i"  Helations  entre  les  angles  d'Eider  et  les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée; 
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a"  Couple  résultant  des  forces  d'inertie; 

3"  Équations  du  mouvement,  intégrales  premières 

de  ces  équations  dans  le  cas  où  les  forces  extérieures 

admettent  une  résultante  tmique  passant  par  le  point 

II,  Un  triangle  isoscèle  rectangle  OAB,  homogène  et 
pesant,  est  mobile  sans  frottement  autour  d'un  axe 
fixe  horizontal  Os  perpendiculaire  à  sonplan  xOj  et 
passant  par  le  sommet  O  de  l'angle  droit.  Unjil  élas- 


tique DCA,  dont  une  extrémité  D  est  fixe,  soutient  à 
son  autre  extrémité  le  triangle  AOB  auquel  il  est  atta- 
ché en  A.  Ce  fil  passe  en  outre  dans  un  anneau  très 
petit  C  situé  sur  l'horizontale  Ox,  à  une  distance  OC 
du  point  O  égale  à  OA. 

Déterminer  la  position  d 'équilibre  du  triangle  AOB, 
le  mouvement  de  ce  triangle,  la  réaction  de  l'axe  Qz, 
et  en  particulier  la  durée  des  petites  oscillations. 

On  supposera  que  la  longueur  dujil,  dans  son  état 
naturel,  est  égale  à  DC,  et  que  OC  est  la  longueur 
dont  ce  fil  s' allonge  à  l'état  d'équilibre  sous  l'action 
d'un  poids  égal  à  celui  du  triangle  AOB. 

{On  rappelle  que  la  tension  d'un  fil  élastique  ett 
proportionnelle  à  l'allongement  de  ce  fil.) 
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Astronomie.  —  Déterminer  l'azimut  et  la  distance 
zénithale  que  l'on  devra  obtenir  pour  le  centre  du 
Soleil,  observé  en  un  lieu  A  de  longitude  o^  1 4"57')  >  (E) 
et  de  latitude  5o"46'34'',o  (B),  à  2''5"'ia*,o,  temps 
moyen  local,  pour  un  jour  donné. 

Le  jour  de  l'observation,  à  midi  moyen  de  Paris, 
la  déclinaison  du  Soleil  eji  +i  j^Si' i3",i,  et  elle  di- 
minue de  38" 29'  par  heure. 

Le  mémo  jour,  à  midi  moyen  de  Paris,  le  temps 
vrai  est  de  1 1''53"'55',74  el  le  lendemain,  à  midi 
moyen,  il  est  de  1  i''54"o',oa. 


SOLUTIONS  BK  QUBSTIOKS  PROPOSÉES. 


Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  aux  deux  tiers  du 
produit  des  section»  faites  par  deux  plans  médians  menés 
par  deux  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre,  multiplié  par  le 
sinus  de  l'angle  de  ces  deux  plant  et  divisé  par  la  mé- 
diane du  tétraèdre  suivant  laquelle  ils  se  coupent. 

(Gentï.) 


Par  M.  Duliubeut. 

Soient  SABC  le  tétraèdre;  SA  a,  «BC  les  dei 
dianes  qui  ^e  coupent  suivant  la   médiane  an;  10  le  dièdre  des 
plans  n«\.  <iaB. 

De  R  je  mène  la  perpendiculaire  BK  sur  la  droite  aa  et  la 
pcrpcndieulairc  BA  sur  le  plan  médian  SA  a.  BKA  est  l'angle 
plan  du  dièdre  dus  deu\  plani>  médians.  Donc  Mh^  BKsinu. 
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Cula  posé,  le  volume  ilu  tétraèdre  est  égal  h  deux,  fois  celui 
du  létraèdre  BASa,  c'cst-â-dire  à 

|.SAa.BA  =  f.SAa.BKsiniu. 


Or  la  surface  de  la  section  médiane  xBC  est  égale  à  a 


Donc  enfin  le  volui 


Antres  solutions  de  MM.  Brand  et  Tj^ratth. 


Soit  m  un  point  quelconque  d' une  conique  de  centreO'.  par 
Us  points  O  et  mon  mène  les  droitet  Op  et  mp,  également 
inclinées  sur  les  axes,  respectivement,  que  la  droite  Ont  et 
la  tangente  en  m.  La  perpendiculaire  élevée  à  mp  an 
point  p  passe  par  le  centre  de  courbure  en  m. 

(lî.   DuponcQ.) 
SOLUTION 
Par  M.  V.  Rrtali. 

Appelons   m,'  le   point  où   mp    va    couper    ultérieurement 
la  conique,  et  [i  le  symétrique  de  m  par  rapport 
la  courbe  :  mp  est  parallèle  à  la  tangente 
est  le  milieu  de  la  corde  n     ' 


a  le  centre  d 


par  suite  p 
irburt 
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ercle  mené  par  les  points  m  el  m';  donc,  etc. 
idiquéc  par  M.  Duporcq  coïncide  donc  avec 
celle  de  Steiner  (  Vorlesungen,  p,  3ra). 

Autresso]alioasdeMM.E.-N.  BmiaiGNiDiioz-FAnNï  et  E.Tahi.ttei 
un  anonyme  nous  a  aussi  envoyé  la  suivante  : 

Les  droites  ml,  mp,  également  inclinées  sur  les  a\es,  ont 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  également  inclinées  sur 
les  axes  ;  Om,  Op.  Si  /  est  le  point  où  mp  coupe  la  conique, 
le  point/)  est  alors  le  milieu  de  ml. 

On  sait  que  le  cercle  de  courbure  en  m  passe  par  /;  son 
centre  est  sur  la  perpendiculaire  à  ml  élevée  du  milieu  p  de 
cette  corde. 

Question  1753. 

Le  lieu  des  pôles  des  ipiraUi  logarithmiques  osculatrices 
aux  diverses  section»  ayant  mime  tangente  en  un  point 
d'une  sur/ace  est  un  cercle.  (A.  Pellbt,) 


aottiTio^ 
Par  M.  A.  AUnnueih. 

Par  la  droite  al,  tangente  en  a  à  la  surface  donnée,  menons 
un  plan.  Appelons  ot  le  centre  de  courbure,  pour  le  point  a, 
de  la  section  S  ainsi  obtenue,  et  y  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant de  la  développée  de  celle  courbe. 

La  spirale  logarithmique,  tangente  en  a  à  S,  et  dont  le 
centre  de  courbure  de  sa  développée  est  f ,  a  un  pAle  p  qu'on 
obtient  en  projetant  a  sur  ay. 

Lorsque  le  plan  sécant  tourne  autour  de  at  les  points  tels 
que  a  décrivent  un  cercle  C  et  la  droite  ay  reste  dans  un  plan 
(F)  (')  ;  les  pâles  tels  que  p  appartiennent  alors  au  petit 
cercle  tracé  sur  (?)  de  la  sphère  dont  C  est  un  grand 


(  '  )  Principes   el    développements  de  Géométrie   cinématiqm 

p.  333  et  334. 
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QnesUon  t7S7. 

Des  paraboles  ont  un  contact  du  teeonit  ordre  avec  um 
courbe  plane  donnée.,  en  un  mime  point  de  cette  courbe: 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  axes? Déterminer, pour  l'iùt 
de  ces  axes,  le  point  oà  il  touche  cette  enveloppe  et  con- 
struire le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant 
à  ce  point  de  contact  (■).  (Manmieih.; 

SOLUTION 
Par  M.  AL-DiBBnT. 

Plaçons  l'origine  au  point  fixe  de  contact  du  second  ordre. 
l'axe  des  x  sera  tangente  commune.  La  parabole 

(i)  (py-i-:ry-\--xqy  =  <,, 

qui  fait  partie  du  Taisceau,  n'a  que  le  paramètre^  de  variable. 

car,  à  l'origine,  sa  dérivée  seconde est  une  constante.  Le 

coefricient  angulaire  de  l'axe  de  (i)  est —  langa,  et  an 

correspondant  on  aura 

dy^  _     —(py-i-x)     _ 


équation  de  cet  axe. 

En  coinbinant(a)avec  sa  dérivée  relative  à/>,  on  a  les  coor- 
données du  point  de  contact  de  l'axe  avec  son  enveloppe, 


n  àcp  entre  (a)  et  <3)  donne  l'équatio: 
ii  l'article  de  M.  d'Ocagne,  page  ibi:  1N97. 
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Eq  substituant  à  p  sa  valeur —,  (s)  s'écrira 


«t  de  (3)  on  tire  la  relation 

Chacuoe  de  ces  droites  est  facile  à  construire,  et  leur  ren- 
contre déterminera  le  point  de  contact. 
La  normale  on  ce  point 

'■-p'-rij-^''"—'' 

rencontre  la  normale  infiniment  voisine  au  centre  de  courbure, 
dont  les  coordonnées  sont 

à  l'aide  de  (3)  on  a 

d'où  l'expression  du  rayon  de  courbure 

Autre  solatioa  de  M.  H.  Brocard. 


Étant  donnés  deux  faiteeaux,  l'un  d'ordre  m,  l'autre 
d'ordre  n,  le  lieu  géomèlrique  des  point*  oà  les  courbes 
des  deux  faisceaux  se  coupent  sous  un.  angle  constant  a 
est  une  courbe  d'ordre  a(wn-re  — i).  Quand  a  =  o,  celte 
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u.ne  courbe  d'ardre  v^m  ■+■  a)  — 
(E.  Dbwiuf.) 


Par  H.  G.  LBlltSEDOEL. 
léroDS,  en  elTet,  les  deux  faisceaux 

Cn{x,y)^  en<:r,^)  +  ^X"(^.r)  =  «: 


la  conditii 


D  poiat  (x,y),  les  deux  courbeç: 


/àCm  dCn       dCjn  dCn 
\    Oj-      dx  ày       dy 


L'élimination  de  X,  p.< 
à  l'équation  du  lieu 


nlre  les  équations  pré 


édcntes  conduit 


t<nga[(?imi^m-^;imom)(e^nX"-'ï''Xx«l 

^{o-^mifm-it-^mom){V^n-/^n--/:,nt>n) 


v,y)^"-'„r-' 


cE^o.  on  voit  nettement,  en  posant 
.+  Aa:*  -1-  iBay  -\-Cy*-i-  î  Da- +  5 

,+  a'x*  -¥ 


que  le  degré  du  premîe 


mbre  de  l'équation  c 


dans  le  second  membre,  t 
ralt,  et  si  les  équations  oi 
le  facteur  z  est  en  facteui 

à^{m+n)-3. 


le  terme  constant  dispa- 
»  homogènes  en  x,y,i. 
s'abaisse  au  cas  où  x=o 
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QUESTrONS. 


1773.  On  donne  un  point  0  et  une  droite  U  Hxes.  Une  ngure 
de  grandeur  invariable  formée  d'un  point  m  et  d'iine  droite  A 
se  déplace  de  façon  que  u  reste  sur  D  et  que  A,  s'appuyanl 
toujours  sur  cette  droite,  passe  toujours  par  O.  On  demande  le 
iieu  d'un  point  arbitraire  du  plan  de  la  ligure  mobile.  Exami- 
ner les  différentes  formes  de  ce  lieu,  lorsqu'on  fait  varier  les 
données.  (Mannheim.) 

)7T6.  Soit/(a:,^)  =  ax*-^vtbxy  -+-  cy'^  une  forme  positive 

et  iB(h)  =  \    'T', lia  somme  étant  étendue  A  tous  les 

systèmes  de  valeurs  entières  des   indéterminées  s:   et  y,   tels 

f(.T,r)  ■oii   <». 

Oa  excepte,  bien  entendu,  le  système  particulier  x  =  y  =  o, 
ce  que  nous  indiquons  en  alTectant  le  signeX  d'un  accent. 
Démontrer  que  la  différence 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand  k  augmente  indéfîni- 
meni.  (J.  Pbanel.  ) 

1777.  Soit,  plus  généralement, 

une  forme  positive  Att, p  variables  Xi,  . . .,  Xp,  D  =  { {an)  \  son 
déterminant  et 


,(— 2'- 


[/(a-„T„...,^^)|' 

étendue  à  tous  les  sysiùnies  de  valeur; 
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des 

variables  < 
Taisant  à  1 

a  l'e\ccplion  à 
Régalilc 

u  système  x,  = 

J- 

n^i,  '.. 

...,» 

)<h. 

Démontrer  que 

la  dilTérence 

=(*)-- 

J 

-logh 

ro'i^) 


tend  vers  uoe  limite  déterminée  quand   A  augmente  indéfini- 
ment. (J.  FllANKL.) 

1778.  Une  conique  rencontre  les  cAtés  6C,  CA,  AB  d'un 
triangle  en  D,  D',  E,  E',  F,  F'.  Les  tangentes  en  D,  D' itn- 
contrent  AB,  AC  en  K,  K'.  L  est  le  conjugué  harmonique 
de  B  par  rapport  aux  F,  F'.  M  est  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  E,  E'. 

Démontrer  que  D'L,  DM,  KK',  concourent  en  un  mitât 
point.  (W.-J.  Gbebfjstkbbt. ) 

1779.  La  ligne  OMN  rencontre  les  lignes  AB,  AC  en  M  et  N, 
de  telle  sorte  qu'on  e 

OM».AN.AG  =  ON'.AM.MB. 

Déterminer  O.  (W.-J.  Gbeensthekt. J 

1780.  On  projette  orlhogonalcmcnt  un  parallélogramme  dé- 
crivant un  carré.  Trouver  la  diagonale  du  carré  en  fonction 
des  c6lés  du  parallélogramme  et  de  l'angle  compris. 

(W.-J.  GBBENSrREET. ) 

1781.  Soient  donnés  trois  nombres  positifs  J:,y,  z  tel^  quf 


(I)  ys -\- xs -\- j:x  <  f^, 

(a)  a-i-H^i-i-i»>i39r/«, 

(3)  {x^  +  yi  +  zt)  —  (yz  -\-  xz  +  xy  }>  ^i- 

(JoBOR'F.  n'AviLLEz.  ) 
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[D8] 
BTDDK  SUR  LES  SUBSTITUTfONS  DU  SBCOND  BE6RÉ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 

I.  —  Préliminaires. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'étudier  les  pro- 
priétés des  substitutions  linéaires  du  second  degré  dont 
la  déterminant  est  un^  au  fond,  cette  élude  est  ideotiqui! 
à  celle  des  substitut  ions  de  la  forme 


Celte  étude  a  déjà  été  entreprise  et  menée  à  tonne 
fîii  par  M.  Poincaré;  mars  les  lignes  qui  suivent  n'ont 
rien  de  commun  avec  le  travail  de  M.  Poincaré,  et  je  me 
place  sur  un  tout  autre  terrain  que  l'illustre  géomètre. 

Les  substitutions  que  nous  allons  étudier  [)euvcnt  se 
mettre  sous  la  forme  symbolique 

a  4- {Jt -(- Y>  +  3i/"  =  OT,,  +  *Ti,-H  Cl,,  +  dt,,, 

I  cty  désignant  des  substitutions  de  la  forme 


alors  on  aura 

(.)    a  =  a-HT,         rf  =  a-Y.         *  =  P  -  S.         0  =  ^  +  5; 

(3)  ('=1,       y'  =  i,        ij=-ji. 

Si  l'on  suppose  le  déterminant  ad  —  hc  de  la  substitu- 
tion égal  à  I,  on  aura 

Ann.  de  Afatliémat.,  î'  sôric,  t.  XVI.  (Scplcmhrc  1897.)        a5 
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II.   —  SuBSTlTVTlOirS    SANS    PARTIE    NUMÉBEQTIE. 

Nous  considérerons  d'abord  te  cas  où  ac  =  o  :  la  sub- 
stitution considérée  est  de  la  forme 

^>=^i  +  ■sj  +  Zij, 

dans  le  cas  où  a  ^  u,  nous  supposerons  encore  que  le 
déierminant  peut  Être  —  i  ou  zéro,  en  sorte  que  l'on 
pourra  avoir 

P'  +  Y'-S'=i, 

soit  v^  une  autre  substitution  analogue  à  v 

r'=p'.--l--j7-HS'y, 

on  aura 

i.^'=pp'+n'~s3'+«(3r-ï5')+y(pî'-sr)-'y(T?'-?r). 

de  sorte  que  si  l'on  pose 


(I)  i...'+..V=H, 

et  dans  le  cas  où  c  :=  (^  on  a  c'  ;=  ±:  i  ou  zéi-o  en  sorw 
que  le  carré  de  v  sera  égal  à  ±  i  ou  à  zéro  suivant  les 
cas. 

III-  —  GrOCPF,    dérivé    d'une    seule   SUBSTITlITiOIÎ. 

Nous    disiiiigueroiis  trots  espèces   de   substitutions, 
dniis  lu  cas  où  X,  |3,  ^i  ^  sont  réels;  soit 

J  =  I  +  pt  +  Yy  +  ,y. 

1°  Si  ti'^ii  on  dit  que  la  subslituliou  5  est  ellip- 
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tique;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


car,  en  vertu  de 

les  radicaux  sont  réel§,  et  l'on  peut  poser 

a  =  cosfl        .,^    P'  +  ïZ  +  S'y 
Alors  s  prend  la  forme 


on  en  conclut,  si  m  est  entier, 

2"  Si  a=  ^  I ,  on  dit  que  la  substitution  est  lijpcrbo- 
)ique,  alors  on  écrit 


oi  si  l'on  pose  a  =  cliç  ou  —  cli,f  suivant  que  a  estposi 
lif  ou  négatif,  on  a 


=  ch  »  4-  f  sh  o 


(i 


Z"  Si  x^  =  1 ,  on  dit  que  la  substitution  est  parabo- 
liquc  ei  l'on  peut  poser 


1°  Si  la  substitution  s  est  elliptique,  le  groupe  dérivé 
(formé  des  puissances    de  s)   est  eu  général  d'oi^lrc 
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iufîni  ;  il  contient  une  substitution  infinitésimale 


car  on  peut  choisir  m  de  telle  sorte  que  cos  mO  soit  aussi 
voisin  que  l'on  veul  de  l'unité  (a  =  i ,  p  =  o,  "(  =  0, 
S  =  o  donne  a  =  tl^  i).  Cependant  si  0  est  commen- 
surable  avec  n  le  groupe  contiendra  un  nombre  fini  de 
substitutions  distinctes. 

2"  Si  la  substitution  s  est  hyperbolique,  s"*  est  de  l> 
forme  ±(cllm8-^*'shm6),  elle  n'est  jamais  infinilé- 
simale,  le  groupe  dérivé  de  s  est  discontinu.  Il  en  est 
évidemment  de  même  si  5  est  parabolique.  La  forme 
cosQ+csinQconvientà  toutes  les  substitutions  si  8  n'est 
pas  l'éel . 

IV.  —  GnotrpE  oÉnivË  de  substitutions  échingeables. 
Soit 

011  a 

(I)  ■   ^y(„f-  +  .r^'+ps'^Bp') 

(  4.y(B3'  +  3a'  +  Pï'--fp'); 

et  si  l'on  a  w'^  s'*,  il  faut  que 

(î)  «Y  ^  -(3'  =  ps'  -.  3?'  =  Pt'-  T?'  =  <•; 

doue  les  deux  substitutions  seront  de  la  forme 

a  ■+•  bv,        a'  -+•  b'  t>, 
a,  b,  a',  Â'désignaut  des  nombres;  car,  en  vertu  de  (3), 

±1  =  -,  =  -,■  Ces  deux  substitutions  seront  à  la  fois  el- 
f     _  T       « 

liptiques,  ou  à  la  fois  hyperboliques,  ou  à  la  fois  pari- 
boliques  (en  supposant  les  coefficients  réels)  : 
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1°  Si  elles  sonl  elliptiques  ou  peut  poser 

alors 

m'  =  cos( e  4-  B' )  -H  y  sin (9  +  9'). 

et  plus  généralement 

*"i''>  =  cos(me-i-/i9')  +  f  sin(m8  +  ne')  : 

telle  est  l'expression  de  la  substitution  la  plus  générale 
du  groupe;  elle  pourra  être  infinitésimale  pour  des  va- 
leurs convenables  de  m  et  n  et  le  groupe  sera  continu,  à 
moinsqne  0  et  0' soient  commensurables  avec  n:  le  groupe 
dérivé  de  i  et  j*  sera  alors  d'ordre  fini.  On  verrait  de 
même  que  le  groupe  dérivé  d'un  nombre  quelconque  de 
substitutions  elliptiques  échangeables  est  continu  ou 
d'ordre  fini. 

a"  Si  les  substitutions  i  et  s'  sont  hyperboliques  et 
toutes  deux  de  la  forme 

±  (chS  4-  «  she),        ±  (ch9'  -H  w  sh  6'), 

elles  donneront  lieu  à  un  groupe  d'ordre  infini,  discon- 
tinu si  Q  et  (K  sont  commensurables,  mais  continu  s'il 
n'en  est  pas  ainsi. 

V.  —  Groupe  dérivé  de  decx  substitotiobs 

SANS    MRTIE    NUMÉRIQUE. 

Considérons  deux  substitutions   sans  partie  numé- 
rique 

i.  =  p  t  4-  ï/  +  S  y,         »■  =  p' j  -  77  -H  S'y, 
OD  a 

-H/(p3'-S3')-Hy(p7'-YP'); 

ce  produit  est  tout  à  fait  quelconque,  en  sorte  que  toute 
sobstilutiou  est  le  produit  de  deux  autres  sans  partie 
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numérique  (el  de  délerminaiu  ±  i).  En   effet,  si 

•on 

pose 

«f-ï8--p-. 

a"  satisfaisant  à  la  relation 

.■■  +  f  *  T"  -  «•'  =  (  P'  -  Y'  -  S'  )  (  P"  -<-  ï''  -  8'' 

on  aura  la  première  équation  comme  conséquence  des 
trois  autres.  On  tire  de  celles-ci 


P'?'  +  7'/-S'S'  =  '>. 

cl  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  va- 
leurs admissibles  pour  P,  fl',  Yi  "{t  S,  3'. 

Le  produit  l'f'  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
cosQ  +  (vsin  8  ou  cli9  +  icsliQ:  or  le  groupe  dérivé  de 
V  cl  i^  a  pour  substitutions  les  expressions  de  la  Tonne 


ou  . .  .^  il  sera  donc  facile  de  se  décider  sur  la  nature 
du  groupe  en  question. 

Il  est  bon  d'observer  : 

l'Que  deux  substitutions  s  et  ^  étant  données,  il 
existera  toujours  trois  substitutious  sans  partie  numé- 
rique, 1',  f',  k^  telles  que 
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enCa,  a°  que  l'on  a 

Maintenant  proposons-nous  de  metp-e  le  produit 

Ci)  ï'i'Pfï  *'*... 

sous  la  forme 

sel  /  désignant  des  substitutions  de  la  forme  a-^-  hf  et 
a'+  fi(^.  Nous  supposerons  v-=  i,i''°^i,  vv'^  (i^i')"'. 
Le  produit  (i)  est  l'expression  générale  d'une  substitu- 
tion du  groupe  dérivé  de  s  et  s';  s"  est  de  la  forme 
chaEI-{- vsbix6,  si  l'on  suppose  ,î  =  clifl  +  f  sli  6,  en 
aorte  (juc  l'on  peut  supposer 

Iï  =  fl,  +  6,y,  !'?=«,  -i-fc,  t.', 

et  l'on  est  ramené  à  t'évaluailon  du  produit 

ce  produit  est  de  la  forme 

Zaaa^...ba-1'p-...vi^vv'... 

(et  cv/  =  cos(p +-(vsiny  ou  cha  -\-ws\if,  .,.,  alors 
i/f  ^costp —  wsintp). 

Le  but  que  nous  poursuivons  est  surtout  d'évaluer  la 
partie  numérîi;|ue  du  produit  (i),  ce  qui  doit  permettre 
de  découvrir  la  nature  du  groupe  dérivé  de  ^  et  s';  or 
cette  partie  numérique  est  la  même  que  dans  l'inverse 
du  produit  (i)  et  cet  inverse  n'en  dillëre  que  par  le 
signe  de  la  partie  symbolique.  Nous  pouvons  donc  né- 
gliger les  termes  qui  contiennent  un  nombre  impair  de 
facteurs  ^  ou  l>  et  qui,  en  ajoutant  le  produit  (i)  avec 
son  conjugué,  disparaîtraient. 

La  partie  numérique  du  produit  (i)  sera  alors  oontc- 
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nue  dans 

Sa„«p...6,.6{|....(»^')* 
ou 

ZaaO^.  ..ba-à^'.  ..coih-s. 

Le  terme  placé  sous  le  signe  S  contient  un  nombre 
pairdc  facteurs  h,  les  indices  a!,  ^',  ...  sont  croissants; 
les  a  contiennent  les  indices  autres  que  o/,  ^', ....  le 
nombre  h  s'obtient  comme  il  suit  :  on  parcourt  la  suite 
des  indices  a',  ^',  .  .  .,  etcbaque  fois  que  l'on  rencontre 
deux  indices  consécutirs  de  même  parité  on  les  sup- 
prime; la  moitié  du  nombre  des  indices  restants  est  le 
nombre  h. 

Groupes  de  substiimions  à  un  paramètre. 
Considérons  les  substitutions 

*'=»'+P't  +  T7  +  3'iy. 

Supposons  a,  p,  ^i  5  fonctions  d'un  paramètre  (  et  at',  P', 
y,  5'  égales  aux  mêmes  fonctions  d'un  autre  para- 
mètre t'.  Dans  le  produit 

*")  P"i  Y*'  ô"  seront,  en  général,  des  fonctions  de  t  ett'. 
On  peut  se  demander  la  condition  pour  que  a",  p',  -f. 
Z"  ne  dépendent  réellement  que  d'un  seul  paramètre  [*■ 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffît  que 

'■'''         àt  '  ài-  ~  01   '  Ot'  "  àt   '  dt'  ~  01   '  àt'  ' 

et  l'une  des  équations  précédentes  rentrera  dans  les 
autres   puisque  x"^  —  p^'~-f-^^  S""  =  i.  Or  ,1a  for- 
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mule  (i)  du  §  i  donne  a",  p",  -f,  S'  et  (a)  devient 


"5?  ^'5?  ^    ïf 

-<ïf 

or,  si  l'on  observe  que  le  déterminant  de  j'^  est  égal 
au  produit  des  déterminants  de  ^et  de^>  c'est-à-dire 
qu'il  est  égal  au  déterminant  de  ^  >  on  voit  que  la  suite 
des  rapports  précédents  est  égale  au  rapport  d'une  fonc- 
tion de  t  seul  à  une  fonction  de  t'  seul  ;  il  y  a  plus,  ce 

rapport  est  de  la  forme  ■Lr-r,  ou,  si  l'on  veut,  ^77-,i\  >  en 
*^r  fit)       ^  F(0 

sorte  que,  en  prenant  pour  variables  F(()  et  F(('),  on 

peut  supposer  les  rapports  précédents  égaux  à  l'unité, 

et  alors  -,-  =  -tjt,  ■■  ■  et  a",  p",  -f ,  S"  sont  forcément 

fonctions  de  I  -|-  l',  les  substitutions  s  et  i'  sont  alors 

échangeables.:  elles  sont  donc  de  ta  forme 


Groupes  à  deux  paramètres. 

Si  l'on  suppose  que  a  et  a'  soient  de  la  forme 
yC'ii  fj)  et  f{t\,  l', )  respectivement,  etc.,  a",  p",  y",  8" 
dépendront,  en  général,  de  quatre  paramètres;  pour 
qu'ils  ne  dépendent  que  de  deux  paramétres  seulement, 
il  faudra  que 
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et  que  les  mineurs  du  détermmant  qui  figure  <latis  le 
premier  membre  soient  nuls.  En  écrivant  ces  conditions 
on  arrive,  mais  assez  péniblemeni  à  former  les  groupes 
à  deux  paramètres.  Il  est  plus  simple  de  suivre  une 
autre  voie  el,  sans  se  préoccuper  de  trouver  les  groupes 
les  plus  généraux  à  deux  paramètres,  on  peut  essayer 
de  trouver  d'abord  des  groupes  à  deux  paramètres, 
ce  qui  est  assez  simple. 
Les  substitutions 


dans  lesquelles  a  ex  ^  sont  arbitraires,  forment  en- 
demment  un  groupe;  car  si  l'on  pose 


cl  le  déterminant  des  substitutions  considérées  est  un. 
Eu  sorte  que  si  s{a,  a')  est  une  substitution  du  groupt;, 


>,,  a\)=s{aa,,  aa\  ■>-  ^j 


î(o,a')ï<- 


Un  groupe  à  deux  paramètres  contient  une  infinité  de 
substitutions  infinitésimales  dont  les  puissances  sont 
autant  de  groupes  à  un  paramètre  ;  donc  uii  groupe  à 
deux  paramètres  doit  contenir  des  groupes  à  un  para- 
mètre. Soit  s  une  subslitiuion 
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d'un  groupe  â  deux  paramètres  dont  l'un  sera  Q  ;  p,  y,  S 
sont  des  fonctions  de  Q  et  d'un  autre  paramètre  que 
nous  appellerons  t.  Toul  groupe  h  un  paramètre  se 
composant  de  substitutions  échangeables  est  composé  de 
substitutions  qui  sont  des  fonctions  d'une  substitution 
de  la  forme 

cosB  +  ii  sinS         (^^i^^j-j  +  ijo). 

où  V  est  constant,  et  ce  groupe  contient  le  groupe  à  un 
paramètre  cos9 -H  l'sin 8,  où  6  est  variable  et  v  constant. 
Donc  le  groupe  des  substitutions  s  doit  contenir  le 
groupe  à  un  paramètre  obtenu  en  faisant  v  constant,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  •(  et  8  sont  fonctions  de  ^ 
(o  est  forcément  fonction  de  ^ctY,  car  P^  +  y*  —  S^^i). 
Ainsi,  un  groupe  à  deux  paramètres  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

cos(l  +  (pi+f/-S,>-)sir.e, 

OÙ  p,  Y,  5  sont  fonctions  d'un  paramètre  (  et  où 

Si  l'on  change  9  en  V,  £  en  f*,  s  devient  ^  et  l'on  a 

jï'=  cos(lcosO--i-sinOsinO'({ip'+-ïï'-SS') 


+  iOMnecosB'-t-p'sinO'cosO-i-sine 
■+■  ytïsinOcoaO'+f'sinfl'cosO-t-sinO 
+  y[3siiiOcosO'-t-3'5inO'co5((  +  siHO 

sinO'(3/-YÔ')] 
sin0'{p£'-3p-)j 

Si  l'on  pose  aussi 

,  =  <-os(C+  .■.înO-  =  eos9'+  (  ^U  -+-  f/ 

^fi/)sinO; 

il  faudra  déterminer  les  coefficients  de  s  et  s*  de  telle 
sorte  que  ^",  -f,  o"  soient  fonction  d'un  seul  paramètre 
ou  que  leurs  dérivées  soient  proportionnelles,  ou  même 
que  les  dérivées  de  leurs  rapports  soient  proportion- 
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Délies.  Quand  on  ëcrit  cette  eondilion,  on  trouve 

I  p  r  «ï'-T*'  I 

Y    y'    ps'-«?'    F(e, «'Iso, 

1 3  «■  pr-rr  I 

F(6,  d')  désignant  un  certun  déterminaut  qui  ne  con- 
tient que  Q  et  6',  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  II  reste 
alors  à  égaler  le  premier  facteur  à  zéro  ;  il  est  ^al  i 

'-(Pr+n'-S3')'  =  o. 

Si  l'on  différeniie  cette  formule,  on  a 

1^  d(        '  d(  ài         • 

et  si  l'on  diSiêrentie  ^*  +  y* —  S'  =  i 

■^  <K        '  dï  dl  ~    ' 

d'où  l'on  tire,  en  supposant  les  quantités  ^^ — 1^'<  ■- 
diflerentes  de  zéro, 

on  trouve  de  même 

f. <,«•-.■.=..., 

et,  par  suite, 

^ .  ^3'  _  *r .  ^  _  ^ .  ^' . 

df  '  5?"  "  rf(  ■  dl'  ~  d(  ■  dl" 
donc 

dg  di^_dg;  dj  _ 

àt    àl'         ùt'  dl  ~°' 

donc 

sont  respectivement  indépendants  de  f'  et  de  2  ;  donc 

Py'-tP',  -fS-Sf.   ps'-sp' 
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sont  de  la  forme  F{()+  ^'(f).  Mais  si  ^^  —  f-ipcsl 
independanl  de  t,  il  faut  qu'il  en  soit  ainsi  pour  des 
valeurs  particulières  de  t';  il  existe  alors  une  relation 
linéaire  entre  pet  y,  etc.;  on  a  donc  ainsi  trois  relations 
linéaires  à  coefGcients  constants  entre  /3,  y,  S;  ces  trois 
relations  ne  sont,  il  est  vrai,  pas  distinctes,  mais  on  a 
p*  +  y*  —  5*  =  1 ,  si  bien  que  P,  y,  S,  P',  y',  S'  se  ré- 
duisent à  des  constantes.  Or  ce  résultat  ne  fournît  évi- 
demment pas  de  solution.  Il  faut  donc  supposer  seule- 
ment un  des  déterminants  |3  y' —  yP'Ï^' — -^t'f  ^?' —  ^^' 
nul.  Soit 


ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  s  est  constant. 

Notre  groupe  aura  donc  ses  substitutions  de  la  forme 

et  comme  p' -|- y^ —  3^^  i,  y^=  i  —  ^^(i  —  A"),  k  dé- 
signant une  constante,  dans  la  substitution  ss"  le  coeffi- 
cient de  i/ doit  titre  égal  à  A  fois  celui  de  i;  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  A^^i  et  alors  y  =  ±i  et  l'on  peut 
Hupposery  =  i ,  eu  changeant,  s'il  le  faut,  le  signe  de  0. 
Une    discussion    semblable   permettrait    de   supposer 

°  ^  £,:  maison  aurait  alors  des  coefficients  imasinaires 
T       Y 

dans  la  substitution,  ce  qui  n'a  d'ailleurs  rien  d'inad- 
missible. 

Conclusion. 

Supposons  que  l'on  donne  deux  substitutions  s  et  i; 
il  sera  toujours  facile  de  trouver  une  substitution  t 
telle  que  tsi~*  ait  Je  coefficient  de  l'égal  à  celui  de  j'y  et 
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qu'il  en  soit  de  mÈme  du  t/t~^,  comme  nous  allons  le 
voir;  mais  au  groupe  dérivé  de  s  ul  /  correspond  un 
groupe  tst~\  l.f't~',  tss't~',  . .  .,car  si  s^f',  s",  ...  for- 
mentun  groupe  tst~',  ts' t~'^  ts"t~',  ...  en  forment  un 
aussi,  car 

lst-^xtt't-'=  tss't-'. 

Il  y  a  plus,  si  te  groupe  des  s  ne  contient  pas  de  substi- 
tution infinitésimale,  le  groupe  des  «("'  n'en  contiendra 
pas  non  plus  et  vice  versa. 

Or,  en  appelant  S  et  S'  les  transformées  des  s  et  5', 
elles  appartiennent  maintenant  à  un  groupe  continu; 
elles  sont  de  la  forme 

cos6-^sme(pi-i-Y^  +  p.y), 

et  l'on  peut  supposer  p  égal  à  une  fonction  quelconque 
de  r,  prenant  des  valeurs  données  pour  t  :=  î„el  t^  t,. 
Un  produit  de  la  forme  s'.iPst . . .  sera  de  la  forme 

cos[(a-Hï-i-...)e-i-(P  +  5+...)0']-i-  ..., 
et  il  contiendra  ou  ne  contiendra  pas  de  substitution 
infinitésimale,  suivant  que 

pourra  ou  non  devenir  inliniment  petit,  sans  s'annuler 
rigoureusement,  pour  des  valeurs  entières  de  m  et  m'. 
J'arrive  maintenant  à  la  démonstration  de  la  pi-opo- 
sition  que  nous  avons  admise.  D'abord,  on  peut  supposer 
le  déterminant  de  t  égal  à  un,  vu  que  dans  tsl"*  ou  peut 
diviser  t  et  f*  par  un  même  facteur  numérique  sans 
altérer  le  résultat.  Soit 
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donc,  comme  «~'  =  a' —  pi  —  y/  —  o'iy 

X(a'-[l'i  — -f7-3'y). 
En  écrivant  que  les  coetEcieats  de  p  el  S  soni  égaux  ou 
que  celui  de  y  est  nul,  on  a  une  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  et  en  plus  l'équation 

le  problème  que  nous  voulons  résoudre  admettra  donc 
en  général  des  solutions. 

Il  est  bon  d'ailleurs  d'observer  que  la  substitution 
/iï~'  et  s  out  même  partie  numérique. 

Note  sur  les  qvaternions. 
Considérons  la  substitution  de  détermioant  un 

<IT,l-+-6t|l-HC''tl-+-<^ÎIl=  s- 

Si  l'on  pose 

i  =  (T„  +  t„  }  /~.  /  =   (T„  -  T„)  l/=^, 

on  aura 

i»  =  — I,       y"'  =  -i,        ij  =  -Ji=k, 

et  la  substitution  se  mettra  sous  la  forme 

c  +  ?<  +  -fy  +  3x-  =  ï. 

Ou  aura 

si  a,  p,Y,  3  sont  réels  (a,  A,  c,  d  ne  le  seront  pas)  et  la 
substitution f  sera  rcprésenléo  par  uiiquaternion  unité. 
La  tliéorie  des  quatetnions  met  en  évidence  un  certain 
nombre  de  groupes  d'ordi-e  fini  et  remartjuables. 
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Si  l'on  se  rappelle  qu'un  quatemion 

B-t-  P("-H-fy'-'-8A-  =  cos9-t-f5Îne, 

où  a'  +  p^  +  y'  +  S^  ^  1 ,  peut  èlre  représenté  par  uo 
arc  de  grand  cercle  tracé,  sur  une  splière  de  ra^'on  on, 
perpendiculairement  au  vecteur  v  et  que  le  produit  de 
deux  quatcmîons  unités  est  représenté  parla  résultante 
des  arcs  qui  représentent  les  facteurs,  on  voit  que  des 
substitutions  de  la  nature  de  celles  que  nous  considé- 
rons ne  pourront  former  que  des  groupes  finis  ou  con- 
tinus. On  obtient  les  groupes  finis  remarquables  dont 
nous  venons  de  parler  en  considérant  les  polyèdres  ré- 
guliers inscrits  dans  la  sphère  unité.  Les  arcs  de  grand 
cercle  qui  joignent  les  sommets  d'un  même  polyèdre 
régulier  représentent  des  quaternions  ou  des  substitu- 
tions formant  un  groupe  fini. 


[K2b] 

Sim  LE  TRACÉ  DS  L'ANSB  DB  PANIER; 

Pab  m.  a.  mannheem. 


Dans  la  séance  du  i8  février  iSgS,  Resal  a  fait  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  une  Communication  ayant  pour 
titre  :  Sur  la  /orme  de  l'intrados  ('  )  des  voûtes  en 
anse  de  panier. 

L'anse  de  panier  est  une  ligne,  construite  au  moyen 
d'arcs  de  cercles  tangents,  dont  ta  forme  rappelle  celle 
de  l'ellipse,  et  que  l'on  prend  à  la  place  de  cette  courbe 

(  '  )  L'intradns  cCiiiic  voiUc  est  la  surface  visible  de  celle  voOle. 
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pour  la   section  droiie  de  la  surface  <;^lindri(]ue  qui 
forme  l'intrados  d'une  voûte. 

Resal  rappelle  que  Huygcns  paraît  ctre  le  premier  qui 
se  soit  occupé  du  tracé  de  l'anse.  On  peut  ensuite  citer  : 
Bossut,  Bérard,  Pcrronnel,  Gaulhey,  K.  Maingant, 
Montluisant,  Miclial,  Revvllat  ('),  cic. 

Je  vais  parler  seulement  de  l'anse  formée  par  la 
réunion  de  trois  arcs  de  cercles. 

Comme  on  le  voit  sur  la  figure,  l'anse  se  compose 
d'un  premier  arc,  dont  le  centre  est  c  et  qui  est  limité 


:4,«::; 


au  point  m,  puis  d'un  are  mbrr^,  dont  le  centre  e  est 
à  la  rencontre  de  me  et  de  la  perpendiculaire  élevée 
à  aaf  de  son  milieu»;  enfin  d'un  arc  a' m'  symétrique 
de  am  par  rapport  à  oe,  qui  aboutît  au  point  a'. 

Prenons  le  cercle  inscrit  au  triangle  oce.  Le  centre  u 
de  ce  cercle  est  à  égdes  distances  des  points  b  et  m, 
puisque  e&  et  em  sont  des  segments  égaux;  de  même, 

(')  En  1873,  dans  tes  Comptea  rendus,  M.  Rcvdlat  a  donné  la  loi 
de  formatioD  des  rayons  des  arcs  au  nombre  de  11,  employés  par 
PcrroDDet  pour  le  tracé  de  l'anse  que  cet  habile  ingénieur  adopta  pour 
les  ari:hes  du  pont  de  Neuilly. 

Ann.  de  Uathémat.,î-  série,  t.  XVI.  (SciUcmbrc  18^7.)      26 
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il  est  il  ôi;itlui>  dislaiiciïs  du  m  el  «le  rt,  |iuîsi|ue  cm  tl  ti 
ïoiil  éj^aux.  Il  rûsiiitu  (l<^  là  <]ul-  f>,  m,  a  apparlieiiiiciil 
à  une  cii'coiiféi'uiicc  de  cercle  ilt:  ci^nti'C  (ù.  Ce  ceiilrc 
i:Nt  alors  sur  la  |ii:i'|i<^iidicuUire  a  ab,  élevée  du  milieu 
de  ce  segment,  el  eonime  il  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  eue,  il  est  bien  determiiié,  et  par  suite  il  en  est  ile 
iiiÙJiiode  l'arc  m/iÂ.  Ainsi: 

1.  Le.s  points  de.  conlitcf,  ttflx  i/iia  m,  des  arcs  que 
l'on  f>eut  employer  pour  former  l'anse,  appartienneitt 
<i  r  arc  de  cercle  amb{'). 


lui-mèiHe  bien  déterniiné,  pac  suite  : 

2.  /^  droite  des  centres  ce  des  arcs  de  cercles  i/uc 
l'on  peut  tmiploj  ei  pour /armer  une  anse  est  tangente 

Parmi  les  tangentes  à  ce  cercle,  il  y  en  a  une  qui  est 
parallèle  à  ob.  11  lui  correspond  deux  arcs  dont  l'un  a 
un  rayuii  inliiii  c-t  l'autre  un  ra^oii  égal  à  ob.  H  résulte 
de  là  tpie  : 

H.  La  longueur  dit  diamètre  du  cercle  de  centre  w, 
(/(((  est  inscrit  dans  l'angle  coe,  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  segments  ou,  ob. 

Ce  cercle  est  donc  facile  à  construirez 


(  '  )  Ceci  n'est  qu'une  partie  d'un  ihéorème,  dont  j'ai  donoé  l'^nuncr 
cumplel  dans  le  bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France 
(séance  du  33  avril  1897),  ibi'un-me  n-latir  â  la  cuurbc  lieu  Aei  poial; 
■lù  se  luuclienl  les  cercles  itr  dru  x  séries  :  les  uns,  langenls  entre  eu\ 
en  a  cl  les  autres  tangents  entre  eux  en  b,  rommc  les  cercles  qui 

(')  M.  E.   lluuuliù  avait  «ignalé  i  Hesal   celte  propriété,  dont  il 
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Ci;s  propriélés  luODlrunt  <jiie  lors<juo  l'arc  de;  cercle 
de  centre  w,  et  ()ui  passe  par  a  ol  h,  est  tracé,  on  pcul 
choisir  le  point  de  raccoi-dement  »i.  On  mène  ensuite  do 
eu  point  une  tangente  met;  au  cercle  de  centre  <i>  et  in- 
scrit dans  l'angle  eoc,  de  façon  que  ce  cercle  soit  inscrit 
dans  le  triangle  cott;  cette  tangente  ctanl  déterminée, 
les  centres  c,  e  le  sont  aussi,  cl  les  arcs  de  l'anse  ont 
pour  rayons  cm,  em. 

\aK  tracé  d'une  anse  est  ainsi  très  simple. 

Sur  aa'  oonime  diamètre  décrivons  une  cicconrérenci? 
lie  cerele  ut  prenons  le  point  de  r<;nconire  n  de  cette 
courbe  avec  la  droite  am.  Menons  le  rayon  on.  Les  tri- 
angles mca,  noa  sont  isoscéles  :  la  dioite  tiic  est  alors 
parallèle  à  no.  Les  triangles  gont  hem  éiant  iso«cèles,  la 
droite  bm  est  parallèle  à  gn.  On  voit  done  <jue  : 

On  obtient  le  point  de  raccoitlement  m  sur  nntt 
droite  arbitraire  ant  en  prenant  le  point  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  la  parallèle  bm  à  gn.  De  ce  point  m 
on  mène  ensuite  In  droite  mce  parallèlement  à  no  et  ton 
obtient  sur  on  et  ob  les  centres  c,  «  des  arcs  de  rayons 
cm,  eni,  (/ni  forment  l'anse  (  *  ). 

'Je  vais  inonlrei'  (ju'il  est  facile  de  retrouver  les  pro- 
priétés précédcjites  eu  faisant  usage  de  ce  tracé. 

Lorsque  an  tourne  autour  de  a,  le  point  m  reste  sur 
un  cercla  )/ui  patse  par  a  et  ô,  puisipie  l'angle  bma  est 
égal  à  l'augle  gna  i|ni  est  constant.  On  a  ainsi  le 
tliéoi-èine  1. 

lorsque  la  droite  an  coïncide  avec  a^,  le  point  m 


:  inilii|ui!  ce  [racé  dans 
(in  cic  rhcxai^iinc  ronuli 
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lifiil  eu  g',  donc  le  centre  ta  du  cercle  ainh  est  sw  Ui 
hisiectiice  de.  l'angle  g'on. 

l.ot'S(|i)<:  an  coïnciJiï  avuc  aff  lu  poinl  m  lîiriiWii  i, 
à  une  disUiicc  ii  de  b  égale  ;'i  bff  :  done  ta  '/isfance  du 
centre  w  a  og  est  légale  a ; oit ; 

Los  cordes  Im,  ah,  élaiiL  égaleincnl  iuidinùes  sur  wn, 
soni  égales  ;  Aune ,  pour  nii  point  nrbîtraire  m  du  cwde 
anib  la  distance  de  (o  à  ml  est  constatile;  ceci  it'esl 
anLre  cliosc  r|iie  le  lliéoreiue  2. 

D'ai)rès  ce  i]iii  préci^de  cette  distance  consiaate  est 
égale  à  — ; ;  ceci  esi  le  iliéorèine  3, 

Ou  voit  quR  de  celle  iiiaiiîère,  ou  en  employant  le 
premier  uiodi;  de  détnoiisLraliou,  on  arrive  1res  simple- 
ment aux  propriétés  ^éoinélrI(|ues  relatives  à  l'anse  de 
panier  et  qui  en  i-endeiit  le  Iraeé  eotnmode. 


[06ad] 

BES  COIVDITfO?IS  HÉCESSIIRES  ET  SUFFISWTES  POVI 
QU'UniE  SURFACE  D'ORDRE  OLELCOKQUE  SOIT  DE  BB- 
YOllTION; 

Pa]i  m.  s.  mangeot, 


Je  suppose  que  l'on  veuille  avoir  Ies«onditions  néces- 
saires et  sulTisaules  pour  qu'une  surface  S,  autre  qu'uu 
syslèniede  plans  parallèles  oudesplières  conren triques, 
représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  ré(]ua- 
tion  entière  de  degré  m  cl  à  cocfficienls  réels 

/(T,y,s)  =  /,„(7^.,y.z)+/„.,(.r,y:z,  -, . -+/.(r,j.  ::,  =  o. 

m\f„{x,y,  z)  désigne  le  groupe  des  lenues  do  degré  «, 
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suit  uuc  surface  de  révoliiliuii,  ul,  quand  ces  coiidilioiis 
sont  rtni[>lies,  connaîtri;  la  posilioii  do  l'axe  de  révolu- 
lion  de  la  suiface. 

J'ai  déjà  donné  une  soluliou  du  cv  prolilèiiii;  (').  Je 
vais  en  donner  iei  une  aulie  solution,  qui  m'a  été  four- 
nie p«r  la  coni|iaraison  du  polynôme  /'(x,  j',  -)  avec 
la  fonction  cnuèi-u  (de  même  degré)  du  prcuiior  membre 
de  l'étjualion  d'un  plan  el  du  premier  niemlue  de 
l'équation  d'une  splière. 

Je  puis  admettre  que  le  premier  t;rOHpe/m(:i:, j,  z) 
du  polynomey(j:,^,  3)  n'est  pas  une  puissance  d'uni- 
forme linéaire  P,  puistpi'alors  si  le  premier,  /s,  des 
groupes  suivants  (|ui  n'est  pas,  à  un  faeleur  eonstanl 
près,  une  putssaneu  de  P,  était  mie  puissanec  d'une 
autre  forme  linéaire,  la  surfaee  S  ne  pourrait  pas  être  de 
révolution,  et,  dans  le  cas  contraire,  celte  surface  serait 
de  révolution  en  nième  temps  cl  autour  de  la  même 
droite  (droite  normale  au  plan  P^o)  que  la  surface 
représentée  par  l'équation 

/„+/„-,  +...+/.-0. 

Je  réserve,  pour  le  traiter  plus  loin,  le  cas  où 
y„(;c,_^',  3}  serait,  ù  un  facteur  constant  près,  une  puis- 
sance de  i^-t-j>^" +3". 

Soient  y(j,3)-t-X?, (/,=),  ^(3,  j)-)->"},(5,  J-), 
'/.{■*'^)-+-  =7j  i-^'y)  '•:*  sommes  formées  par  les  doux 
premiers  termes  du  polynôme  lidinogétie  Jm{x.y,  3) 
ordonné  suivant  les  puissances  (Tolssanles  de  x,  puis 
lie  j  ,  puis  de  3.  Si  deux  des  trois  formes  cp(^,  3), 
"{«(s,  i),  y  (x,  y)  sont  identiques  (^),  la  surface  S  n'est 


(')  Annales  de  l'École  Normale aupcrieure,  mai  1897. 

(')  J'enlcnils,  pariout,  le  mol  identique  daDit  Iohvus  de  identique 
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pas  (le  réviilutioii;  ot  si  une  seule  e*l  Kli;iili(|ue,  par 
exemple  la  pi-emière,  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
tion tju'autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x.  Je  sup- 
pose qu'aucune  de  ces  trois  formes  ne  soit  identique. 
I"  Lorsque  deux  des  trois  formes  y,  (y,  5),  ff\{^,x), 
■/i{x,  y)  sont  identiques,  la  surface  n'est  pas  de  révo- 
luiioii  quand  nt  est  impair,  et,  quand»! est  pair,  il  faut, 
pour  qu'elle  soit  de  révolution,  que  la  troisième  forme 
soit  identique  aussi,  et  que  l'une  des  trois  foni-iions 
ç(_j',  z),  '{'(3,  :r),  '/{x,  y),  et  une  seule,  la  pi%inière 
par  exemple,  soit,  à  un  factent'  constant  près,  une 
puissance  de  la  somme  des  carrés  des  deux  vaiiables 
qu'elle  renferme  :  alors  on  peut  affirmer  que,  si  la  sur- 
face est  de  révolution,  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  desx. 
■i"  Quand  deux  des  trois  formes  ?i(^,  =),  '{'1(5,  jr), 
/'  {■^■<y)  ""  **"'*  1'^*  identiques,  soient  (p,  (^,  z)  l'une 
de  celles  qui  ne  le  sont  pas;  f','"{i,  ')  la  première  des 
fonctions  de  ( 

?i'"ii,(i=o,(i,o.     T;(r,n,     ?;(',').     îT('-".    -■■ 

qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeui'I^i,  etç'7i(i,f'i 
la  pt-eniîèredes  fonctions 

?""('. ')  =  ?{'-0.       ?'(«.'),       ?•(!.'),       ç'd,').     ■■- 

qui  ne  s'annule  pas  pour  cette  même  valeur  t  =  t.  Si 
l'on  a  />  §  y,  la  surface  n'est  pas  de  révolution.  Si  /j  =  fl, 
on  peut  affirmer  que  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
tion qu'autour  d'une  parallèle  à  la  droite  réelle  du  plan 
imaginaire 

droite  qui  n'est  pas  confondue  avec  l'un  des  axes  de 
cooi-doiinées. 

Ainsi   les    six   fonctions  ^(y,z),   if{z,x),    7,(^i,ï')- 
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?iO'i  -)i  'r'i(--  ■')'  /i(*'i.'')i  li'aJLécs  commu  ju  viens 
de  le  iliru,  conduiront,  soit  i  «.'iinciuie  que  la  surface  S 
ne  peut  pas  être  de  révoIntiDii,  soil  à  la  connaissance 
d'unti  direction  -  =  -^  tt^  -■  letle  <]iie  la  surface  S  ne 
peutâlrede  révolu  tion  qu'autour  d'une  parallèle  à  cet  le 
dîrcclion. 

Dans  ce  dernier  cas,  et  supposant,  aiîn  de  fixer  les 
idées,  X  difTérent  de  zéro  (soïl  a  =  i),  pour  ([ue  la  sur- 
face S  soit  de  révolution  il  faudra  et  )l  suffira  : 

i"  Qu'aucune. des  deux  formes  y  (j;,  ^'),  6(z,x)  ne 
soit  identique  et  que  les  exposants  k  et  V  des  pins 
hautes  puissances  de  ;ix+  ^^  et  de  a  j: -4- y  î  (formes 
linéaires  connues)  (pii  entrent  respectivement  en  fac- 
teur dans  ces  deux  formes  soient  égaux  et  de  la  même 
parité  que  m,  en  étant  inférieurs  à  m  ; 

3°  Que,  si  k  n'est  pas  nul,  en  appelant  2»/  le  plus 
grand  nombre  pair  contenu  dans  m  et  posant 

lx'—'^')"<  "(ay-î- {)_>■)' 
les  fonctions  déllnies,  quand  k  est  pair,  par  les  syinliules 


et,  quand  A  est  impair,  par  les  Kyiid><>le< 

i  pn  -/,„-i(a-,^,o),     p,,      ?,,      . 

soient  des  polynômes  entiers  (  ')  ; 

(  '  }   Chacun  de<i  symbnlcs  p„  ^, u,.  u,.   ...  a 

différentes  suivant  qur  A  osl  pair  ou  impair. 
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3"  Que,  si  l'on  rcprcsfiite  par  U(x,  v),  V  (.t,  z)  les 

d«uxpolyiiomescnliers(ax+pjf-)pt      ,  {zx+ys)<<i^     , 

quand  k  est  pair  ou   nu),   cl  ceus-cî  (ax+  py)^i^.n 

(ocx  + V3)(i)(^_,,  quand  k  est  impair,  et  par  Xoi^t  y)t 

^ii{x,  z)  It's  deux  polynômes  entiers 


it.r 

,'fr>'-     uj-^Y^C 

les  coefficients  des 

ermes  de  la  fonction  entière 

'-»■  ;•-/  ---'■ 

^(a-.r.  s) 

-    .c     f,      n    , 

où  l'on  fail 

'<■       1 

y  =  o, 

^  -Mm-k)-,,\'f.-^y 

l>'  +  T)V(Y.--l 

n«.-/)4-o(r.  — ')' 

soient  tous  nuls  (  '  ). 

L'axe  de  révolution  de  la  surface  S  sera  la  droite  dé- 
fÏDÏe  par  les  équations 

l'—f-'--,-  (■>■ 

Quand  la  surface  S  est  d'ordre  pair,  on  peut,  en  cod- 

(')  Les  nombres  *,  fr'iXit?i-"'")j  'J'o(ïi  — ")i  dont  le»  deui  der- 
niers sont  (lilTéreDls  de  zéro,  peuvent  £trc  obtenus  sans  effectner  de 
dÎTJsioBs,  pat  remploi  des  dérivées  relatives  è  a;  de  chacone  des 
tarmes  ]((*,  J'),  '^{i,  x). 

(')  Pour  que  le  cbne  f^{x,y,  «)  =  o  soit  uoc  sartaee  de  rtndu- 
tion,  il  faut  el  ïl  suffit  que  l'on  ait 

X,  p,  T  étant  déterminés  comme   K  a  été  dit  ;  soa  aie  est  la  droite 

X  ^  y  ^s 

'         'fi"  t 


Dçiilizedbv  Google 


(4i3) 
aéqtieDce  de  en  qui  précèdti,  formuler  cette  proposi- 
tion : 

Lorsque,  ce  qui  est  le  cas  général,  la  coiisUnte 
?('>  0?<('i')  i^'esl  pas  nulle,  et  que,  en  représentant 
]es  deux  quantités  réelles 

mrou^)      ?{i,-oi        ^  r?(.,^>      ?(■■-.) -| 
■i  U.c.o    ?.t'.-'jJ      ■iU?i(i.o    ?i('.-')l 

par  A  et  B,  les  deux  constantes  x(^'  —  ')>  "K —  ''  ^) 
sont  elles-mêmes  différentes  de  zéro,  si  l'on  pose 

_  (A'-4-i)/,„-,(A.-.,o) 


m -/.(A,-!) 
(B'-Ki)  /,„-i(R.o.-i) 


les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution,  métanl  pair,  sont  que  les  coef- 
ficients de  tous  les  termes  du  polynôme  entier 


soient  nuls,  et  les  équations  de  l'axe  de  révolution  sont 
^  — C  =  A3r,       i  — D=Bi. 

Cas   où   le    groupe    fm{x,y,  z)    est  de   la  forme 

ai^x^+y*+  2')'-  —  Soient,  en  conservant  les  notations 
précédentes,  '^{y,z)-\-X'^i{y,  z),  -Ifiz,  x)+y  i(f[z,x), 
y^{x^y)  -t-  zy,  {x,y)  les  sommes  formées  par  les  deux 
premiers  termes  du  second  groupe  homogène, 

ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  puis 
de  y,  puis  de  z.  Je  suppose  d'abord  que  l'on  n'ait  pas  à  la 
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fois 

).,  [A,  y  éiant  des  conslanles  qui  peiivcitl  ùtn;  uulles. 
J'admets,   par   exemple,  que   ipi(/,2)  u'est  [>as  de  li 

forme  X(^*H-  z')'  .  En  définissant  la  dérivée  d'ordre  o 
d'une  fonction  comme  étant  cette  fonction  eDc-méme, 
soit  p  l'ordre  de  la  première  des  dérivées  de  la  fonction 
non  identique  3)|(i,  ')  qnt  ne  s'annule  pas  pour  t-^i. 
Si  le  polynôme  »(i ,  ()  est  identique,  ou  si  la  premièn; 
de  ses  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  pour  I  =  i  (y  com- 
pris celle  d'ordre  o)  est  d'ordre  diCTérent  de  p,  la  snr- 
face  S  n'est  pas  de  révolution.  Dans  l'hypothèse  contraire, 
la  surface  ne  peut  ètte  de  révolution  qu'autour  d'auc 
parallèle  à  la  droite  réelle  -  =  ^  =  ^  (a  =  i  )  du  plan 
imaginaire 

droite  qui  ne  coïncide  pas  avec  un  ave  de  coordonnées. 
Pour  qu'elk  soit  d'ailleurs  de  révolution,  il  faut  et  il 
sufGt  que  le  polynôme  P(x,j',  z)  soit  identiquement 
nul  quand  on  y  fait 


et  les  équations  de  l'axe  sont  --  ^  ■ — ^7^—  =  '— -  —  ■  anc 
ces  valeurs  de  j'  et  z'. 

]o  me  place  maintenant  dans  rhy|Hilhèsc  oii  les  iroîs 
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idenlités  (i)  auraiitiit  Iicu{').  Ici  la  surface  S  nu  peul 
éli'e  (le  révolution  i|u'au(oin-  d'uni-  droilt;  passant  par  le 
point  (  —  — 1 '"> 'j  ;  c'est  là  un  premier  résul- 
tat. Je  cousidèro  alors  les  Irois  formes 

j'_(:r,^-)-(X3^+;x^)(j-'-f-^)'"'. 

Si  aucune  d'elles  n'est  identicjue,  ou  (jue  deux  d'entre 
elles  soient  identi(|nes,  et  deux  seulement,  la  surface 
n'est  pas  de  révolution.  Quand  une  seule  est  identitjue, 
par  exemple  la  première,  la  surface  ne  peut  être  de 
révolution  iju'autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x,  la 
droite  maj+y-^^o,  ni(i3+vr=o;  et  la  condition 
pour  qu'elle  soU  de  révolution  est 

(may-i-  ]i.) /-'-=[  ma  s  +  v)/^.. 

Lorsque  les  trois  Comtes  sont  identiques,  je  puis,  pour 
l'objet  que  j'ai  en  vue,  substituer  au  polynôme  donné 
f{x,j,  z),  le  polynôme  suivant 

En  effet,  dans  les  conditions' actuel  les,  pour  que  la  sur- 
face S  soît  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  qne 
f{i){x,j,  z)  ait  son  degré  m,  inférieur  km  —  i,  el  que 
la  surface  S,  correspondant  à  réquationy"(ij(a:,_^,  z)^o 
soit  elle-même  de  révolution  autour  d'une  droite  passant 
par  le  point  I . —, -1;  et  lus  axes  de 

(')  Si  deux  de  cm  identités  sont  vérifiée»,  la  troisième  doit  l'£trc 
aussi  pour  que  la  snrrace  soit  de  révolution. 
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révolution  4les  deux  surfaces  S,  S,  seront  coufoiiilus.  Je 
suis  alors  conduit,  en  supposant  mi<Cm  —  i ,  à  appli- 
quer les  méthodes  procédenli-s  n  la  surface  S|. 

Je  prends,  à  cet  effet,  dans  le  polynôme  fi,^,  les  deux 
premiers  groupes  liomogènes  f„^^  fm,-it  ceux  formés 
par  les  termes  de  degrés  m,  et  wi|  —  i ,  J'admets  d'abonl 
que  ces  groupes  ne  satisfassent  pas  aux  conditions  par- 
ticulières que  je  suppose  actuellement  remplies  par  les 
deux  premiers  groupes  f„,  Jm-i  d*-'  fi  c'osi-à-dire  que 
l'on   ne  soit   pas  placé  dans  le  cas  où,y]„,   ayant  la 

forme  fl,(x^-+-,r'+  -")'  <  'es  coelïicienls  de  x,  de/, 
de  2,  dans  le  polynôme  _/)„,_,,  auraient  les  fonm-s 

tandis  que  les  parties  indépendantes  de  or,  de  y.,  de  :, 
dans  ce  polynôme /„^„,,  seraient  elles-mêmes 

(|j-i/-!-''is)0''-t-  ^'y'     - 

Je  fais  alors  sur  /^^y  les  mêmes  opérations  et  discussion 
que  celles  que  je  faisais  tout  à  l'iieure  sur  y,  en  me  dis- 
pensant, dans  tous  les  cas,  des  calculs  analogues  à  ceux 
oii  j'introduisais  les  iiouibrus  appelés  «,  p,  y  (').  Elles 


{')  C'csl-à-direquc:8i/m,  nVsl  pusdc  la  forme  a,  (*'-+.y'-(-i')  ' . 
je  discuta  et  traite  /m,  comnic  je  le  raisais  pour  /^  au  rioquiàne 
alinéa  de  cette  Nulc  ;  cl  si  /«,  csl  de  cette  tutoie,  je  discute  cl  Irulr 
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m'amèneront,  soit  à  reconnaître  ijue  la  surface 'S,  n'est 
pas  de  révolution,  et  alors  il  en  sera  de  intime  de  S;  soil 
à  trouver  une  direction  —  =  ^  =  -  telle  que  Si   ue 

"1  Pi  Tl  T  ' 

peut  être  de  rcvoluiion  ([u'aulour  d'une  parallèle  à  cette 
direction.  Alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de  révolu- 
tîon  qu'autour  de  la  droite 


et  le  problème  se  tiouvera  résolu,  les  conditions  pour 
(jn«  cette  surface  soit  de  révolution  étant  que  le  poly- 
nôme F{x,y,  z)  soit  identiquement  nul  quand  on  y 
remplace  les  lettres  a,  ^,  y  par  oc,,  pi,  v,    et  x'.,y',  z' 

>                :'               ^         .        ■    !■' 
par 1 —• 1  et,     si    Ion    veut    aussi, 

/f'fo,- 

Je  suppose  maintenant  que  l'on  soil  placé  dans  le  cas 
particulier  que  je  viens  de  réserver  au  sujet  deyjij.  Si 
les  trois  différences 


a  sont  pas  nulles  cnsctnbli-,  la  surface  S  ne  peut  fitre 
■  l'évolution  qu  autour   d'une  parallèle  à  la  direction 


et  la  question  sera  encore  terminée.  Si  ces  trois  diffé- 
rences sont  nulles,  je  puis   remplacer,  à  son  tour,  le 


/m,  —  i  fiommc  je  le  faisais  pour  /m-t  dans  Its  passages  suivants  de 
ecUc  Nolf  :  ciiNiùnip  alini'a  jusiju'auï  nmts  axe  de  coordonnée!  cl 
iinziOmc  alini^a  jusqu'aux  mois  l'axe  det  x. 
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(4.8) 
l>olyiioiiicy,,){.r,_j',  z)  par  lu  suivant 

Car,  pour  que  s  soit  de  révotulioii,  il  est  nécessaire  et 
suiHsuit  que  y)3,(x,_^,  z)  ait  son  degré  /Rj  iuréneur 


soit  de  révolution  autour  d'uue  droite  passant  par  \k 

point  ( ^1  —  — I j>  droite  qui  coïncidera 

av(K  l'axe  de  révoliilioii  de  S.  Si  hIj  est  plus  petit  que 
iji',  —  1 1  je  ftTai  sur  le  pol^iiotue  J'fjj  les  opérations  que 
j'indiquais  préi'édommciit  au  sujet  dej'(,f. 

Si  les  circonslanees  dans  lesquelles  j'ai  remplacéyj,, 
P^i'/fs)  venaient  encoi-e  à  se  pro<1nirc  |>our  lepoljiiomc 
fftj,  je  remplacerais  à  non  touiy,])  par  un  polyndnie /|}, 
déduit  de /(],  comme  y,,)  était  déduit  dey^tj,  et  ainsi  de 
suite.  En  continuant  de  la  sorte,  je  liniraî  par  obtenir 
un  polynôme  y^r)(x,^,  s),  qui,  traité  de  la  façon  que 
j'indiquais  tout  à  l'Iieure  poury,i),  conduira,  soit  à  cette 
conclusion  que  la  sniTace  S  n'rst  pas  <le  révolution,  soit 
à  la  connaissance  d'une  dti-eclion  -  ^  ^-  ^z=  ~  telle  que 
la  surface  S  ne  peut  être  de  révolnrioii  qu'autour  d'une 
droite  ayant  cçtlc  direction,  et,  par  eoiiséqueni, qu'au  tour 
delà  droite 


les  conditions  nécessaires  ei  suflisantes  pour  qu'elle  soit 
de  révolution  seront  d'ailleurs  que  les  coeflieienis  des 
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(  <I9  ) 
tvi'incs  ilu  polynonic 

I  mnx-HÏ.     niay  +  <x   'in/iz-i-i  ] 

^-        ^n        -y,.,    I 

I  0:r  ûy  'H 

soîuTit  tous  nuls. 

Reniarfjue  I.  —  Sacliaiit  que  la  surface  S  ne  peut 
eue  de  révolulîoii  qu'autour  d'une  droite  parallèle 
À  une  din.'ciiou  connue,  on  peut  résoudre  le  problème 
proposé  en  rapportani  la  surface  i  li-ois  axes  de  coor- 
données dont  l'un  coïni-ide  avec  celte  direction,  et  appli- 
quant la  proposition  suivante  : 

Pour  que,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  équa- 
tion euticre  SZ"  ^«(X,  Y  )  =  o  représente  une  surface 
de  révolution  autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  Z,  il 
est  nécessaire  <t  suffisant  que  MX*+NY*  +  ..  .  étant 
la  somme  des  termes  de  degré  lu  plus  élevé,  /i,  dans  l'un 
des  polyuoines  *m(X,  Y)  pris  n  volonté,  et 

la  somme  des  termes  de  degré  h  —  i  de  <'e  polynôme, 
chacune  des  expressions  *„fX-(-  '—,  Y  +  ^|  soit 
une  fonction  de  X'+  Y*;  et  l'axe  de  révolution  de  la 
surface  est  lu  droite 

I,  MX  +  M,  r^  «,        h  NV  -i-  N,  ■=  o. 

Jiemaff/ue  1 1 .  —  Sachant  que  la  surface  S  ne  peut  être 
de  révolution  qu'autour  d'une  droite  passant  par  un 
point  connu  (xo,_^or  z,),  on  peut  résoudre  la  question 
posée  en  o^iérant  comme  il  suit  : 

Ou  prend,  à  volonté,  l'un  des  groupes  homogènes 
'     "   '  est/(xH-.r(„_>--l- Vo,3 +  ï(i),  qui  ne 
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soit  pas,  à  un  facteur  constant  près,  une  puissance  par- 
faite de  x*+^^+2^-  L'équation  obtenue  en  annulant 
ce  groupe  définit.un  cAnequi,  si  la  surface  S  est  de 
révolution,  doit  être  de  révolution  autour  d'une  paral- 
lèle à  son  axe.  En  traitant. ce  groupe  comme  je  traitais 
fm{x,  jr,  z)  au  cinquième  alinéa  de  celte  Note,  on  sera 
conduit,  soit  à  conclure  que  le  cône  n'est  pas  de  révolu- 
tion, et  alors  il  en  sera  de  même  deS;.s(ritii  trouver  une 
droite  -  =  ^  =  -  telle  que  le  côue  ne  peut  être  de  révo- 
lution qu'autour  de  celte  droite  (ou  d'une  parallèle 
k  cette  droite),  et  alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de 
révolution  qu'autour  de  la  droite 

■r  — J-Q  _  y  —  Yn  _  J  — -Sq 
'^  1       ' 

les  conditions  pour  qu'elle  soit  de  révolution  éuut 
d'ailleurs  que  F(x,y^  z)  soit  identiquement  nul  potu* 

[Dans  les  deux  caÈ,J'„(x,y,  z)  peut  être  une  puis- 
sance d'une  forme  linéaire.  ] 

[Dld] 

SUR  LES  SVNIOLliS  3  A  PLUSIBiJRS  VARI4ILBS 
1NDÉPEND4NTBS; 

Pab  m.  Léon  AUTONNE. 

I,  —    PnËLI  MISAI  RES. 

Soit  X  une  fonction  de  x  qui,  i>our  x^o  par 
exemple,  prend  la  forme  -■  Pour  \x\  assez  petit,  on  a 
X  =  P,(:c);Po(a:)  avec  P.(o)  =  P„(oî  =  o.  On  con- 
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vient  qiiu  la  valeur  X^  Ai:  X  (n»iir  :r  =  p  rsl  la  liinilo 
vers  laijuvllti  tend  X  quand  x  iinid  vers  /.tiio.  Si  P|  cl 
1*0  pour  |:r|  i>ssez  [(clil  se  développent  eu  séries  de; 
Taylor,  des  règles  Itieii  cuniities  duiiiieiiL  X„.  Si  X  dé- 
pend de  /■  vai'iables  distinctes  a:,  y,  z,  ...  aveit 


Pif. 


'^^ffji'J  •">■("■"■  ■■■)  =  Po(o,  ...)- 


OH  pcul  encore  convenir  que  X^  est  la  limite  de  X 
quand  I  j?(,  |_>'|,  I  s],  .  . .  tendent  vers  zéru.  Seulvmenl 
Xo  n'est  [dus  unique  et  change  .Tvec  la  loi  de  décrois- 
sance simultanée  des  nimlnles.  Si  P,  et  P,,  sont  régu- 
lières, on  peut  (Weiersirass)  obtenir  pour  Xg  tout 
nombre  pris  arbitrairement  à  l'avance. 

Mais  considérons  N  fonctions  X,-^=  P,-  :  Pg,  <  ^^  i,  2, 
...,  N,  N>)-,  avec  P,(o,  ...)=[\{o,  ...)  =  o.  Les 
X/g  ne  sont  plus  simnllaitiiment  arbitraires.  Si  l'on 
s'en  donne  quelques-unes,  les  autres  s'en  déduisent.  Je 
pose  alors  le  problème  suivant  : 

Connaiire  toits  les  systèinex  de  valeurs-limites  vers 
lesquelles  tendent  sintullanément  lus  rapports  des  P, 
tjuand  les  r  variables  tendent  vers  zéro  do  foutes  les 
façons. 


Une  terminologie  géon 

éirique   ('sl  eonimode.  Uans 

un  espace  E^  à  N  diniensi 

uns,  pienons  les  I\  -+■  1  coor- 

données  homogènes  S  d'ui 

poinl  S,  y^  0,  1,  2,  . . .,  W; 

considérons  les  x,  y,  z, 

.  . .    coinn.e  les  coordonnées 

d'un  point  5  dans  un  E^. 

5  et  Ç  sont  liées  par  les  rela- 

lions 

?'ij  =  Pj{:r,y,z).        p- 

=  facteur  de  prnporiionn alité, 

Py(0.   O,    ...)=0. 

Quand  Ç  tend  vers  le  point  w  [x  ^y  =  s  =  . . .  =0] 
suivant  un  certain  itinéraire  vg)^^  ieiu\  vers  une  posi- 
Ann.  de  IHatliemat.,  î-  s*ric,  t.  XVI.  (Sepleiiibrp  1897.)      27 
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tiuii  liiiiito  ^,  (lu  ouordunitcKS  ^j^  fournie  par  ^'.  \x 
problt^inu  csl  aliit»  de  coiistruhn  la  jtgure  û^  //e  F^. 
tiftii  des  points  \ ,  fournis  par  tous  tes  iliiiéraires  pos- 
sibles. 

Grâce  aux  raagislrak-s  rc:<;lier<;lii's  d«  Wei'crsirass  sur 
tes  séries  entières  à  plusieurs  variables,  oii  peut  par- 
venir au  but  (').  La  solulidii  complète  exige  trop  d'ex- 
plications pi'élriiiiiiaïres  pour  ètie  exposée  ici;  mais, 
dans  te  cas  particulier  ci-après,  <jiii  se  laisse  traitir 
d'une  façon  directe  et  très  facile,  on  retrouve  la  méthode 
elles  principales  circonstauces  du  procédé  général. 

11.  —  Construction   d'umk  ficuhk  Û. 
Soîeiil,  pour  N  = /■^=  2, /^^  ij,  I,  2, 

;  ?\j=fAy)  =  cjj'^^ikjy+Mj, 

\  A;=  «j^>+  :r>-'(. . .),         »,  p  =  entiers, 

'       \ij=:  bjrP-t-  j;P"(. .  .1,        \j,  Bj=  holomorphes  en  x; 

I  lu»  neuf  confiantes  iij,  bj,  cj  sont  qur/conquet  «ans  aucune 

Quand  ^V  varie  seul,  Ç  décrit  dans  le  plan  E^  une 
('oiii<|Ue  r,  dont  réi|Ualion  s*ol>lieiit  en  éliminant  a  <'t_)'. 

(')  I.e  lecteur  ilësireuï  cl'apprurunilîr  la  inatidrc  peut  se  reporter 

Compte!  rendus  :  Sur  les  variétés  unicuriate*  à  deux  dimen- 
lions  (Il  Dorenibre  iM<,î). 

Sur  les  oariéléa  unieuraaies  à  trois  dimen$iont  {g  et  3o  dé- 
cembre idyj). 

Sur  tet  pôles  des  /onctions  unijormei  à  plusieurs  variables 
indépeudantea  (iS  janvier  i»i7). 

Jlendieonli  du  Cercle  mathe'matii/ue  de  Palerme,  iStfi. 

Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  deux  variables  indé- 
pendantes. 

Aclu  matkemntica  :  Sur  /es  pôles  des  fonctions  uni/ormes  a 
plusieurs  v/irîal/Us  iiidi/petidiinles  là  paraître). 
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Posons,  Ij,  rnj,  nj  élaiil  neuf  quantités  quelconques. 


)u  meilleur  procédé  d'élimination  (Clebsch,  Leçons  sur 
la  Géométrie,  traduction  A.  Benoist,  t.  III,  p.  aga)  est 
d'annuler  le  discriminant  I'(Ç«,  Ç|,  ï^)  du  polynôme 
quadratique  en  _^ 

d'oii  l'équatroo  de  V 

P  =  (ÏBc)»-4<i:Ac)(£BA)  =  o. 
Sous  le  bénéKce  de  P  =  o,  l'équation  U  (y)  =  o  a  une 
racine  doubley,  —  =ro,  d'oi'i 

{')  -y  = 


Pour  chaijue  valeur  de  x  et  de  y^  \  est  douiié  par 
rintiTsection  de  ta  conique  F  avec  une  des  droites  (i). 
Quand  x  est  îuliiiimeut  petit,  Ç  tend  vers  un  certain 
point  de  la  courbe  T  limite  de  F.  La  figure  Uj  est  située 
tout  entière  sur  la  courbe  F, 

Démontrons  la  réciproque  :  un  point  quelconque  y.. 
Je  coordonnées  ^j,  de  F  i;st  sur  Ù%. 

Supposons  tA  déterminé  par  l'intersection  de  F  avec 
la  droite  q,  q^îi  —  qiki,  =  o,  i/,  :  y„^  [i,  ;  [jig  =  quel- 
conque. Soit  y.  un  point  où  q  coupe  F  ;  l'équation  P{X)  =  o 
exprime  qu'il  existe  au  moins  une  racine  11  commune 
aux  deux  équations 
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OU  aux  trois  équations 

savoii- 

(X(e/— Xyc,)_y>-i-(ljAy—  'kj X/)jr  -h  "k/Bj—  XjBf  =  o. 

Pour  X  iiiGniuient  petit,  te  point  "k  étant  distinct  du 
point  c,  les  deux  rachies  de  [ly]  sont  inlînîinent  petiU'S 
et  r|  est  sûrement  înlitiiment  ])etil.  X  et  ïj  s'annulent  k 
la  fuis. 

Cela  posé,  construisons  un  itinéraire  i)P  qui  four- 
nisse [t.  Prenons  j'  ^  tj  (X,  x).  X  variant,  >,  varie,  mais 
sans  pouvoir  quitter  ni  la  conique  F  ni  la  droite  q.  A  la 
limite,  X,  qui  coïncide  avec  Ç,  vient  sur  T  sans  avoir  fu 
quitter  q;  donc  À  ou  Ç  vîeut  en  [x.  c.  q.  f.  d. 

Rref,  ûi  <-st  la  conique  T  . 
Ou  a 

(SAc)  =  a7«(£<ic)  +  3'«+i(...). 

Pour  obtcnirf,  il  sulTit  de  clierctier  la  limite  de  la 
conique,  après  départ  du  facteur  x^, 

{^)  3:P(Etc)'-4:rW(Sac)aa6)=o. 

Pour  _y,  il  vient 

(4) 
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rorinuIt^S(|ui  perm citent,  un  point ^  étant  pris  sur  T,  de 
Gonstruiie  un  itinéraire  fournissant  |. 

Hemarque.  —  Oii  a  expressément  exclu  de  la  dé- 
monstration précédente  le  cas  où  le  point  [X  coïncide 
avec  le  point  c,  de  eoordonnéos  Cj.  Mais  il  est  très  facile 
d«;  construire  un  iJP  f|uî  fournisse  c.  Posons  x^:=y, 
avec  3<'  +  ffacl2<;tf^;  alors  dans  y^- tous  les  termes 
sont  négligeables  devant  le  terme  cjy'.  Il  suffit  donc  de 
choisir  l'exposant  positifs-  assez  grand  pour  que  l'itiné- 
raire ^,  X  ^y°,  fournisse  c. 

On  construira  par  un  raisonnement  analogue  des  "^ 
fournissant  les  [wints  a  et  b. 


P  =  2  a.  —  r  est  la  conique 

(;ôc)'-(-4(£ac)(ïa6)  =  o, 

y  est  fourni  par  une  quelconque  des  relations  (3),  (4) 
ou  (5). 

^  <  aa.  —  r  est  la  droite  double 


(Jôc)i. 


y  est  fourni  par  la  rclalioti  (5). 
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y  est  fourni  par  (.H); 


y  esl  fourni  par  (4)- 


[R4aS] 


SUR  l'EQUILIIRB  DE  L4  VIS; 

Par  m.   C.  BOURLET. 


Pour  établir,  élémentaire  ment,  les  conditions  d'équi- 
libre de  la  vis,  sans  tenir  compte  du  frottement,  ou  faîl, 
d'ordinaire,  certaines  liypotlièses  restrictives  :  on  admet, 
par  exemple,  que  le  contact  n'a  lieu  tout  le  long  du  fi- 
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lui  que  suivant  une  liêlîce  iiioyoriiiu  cl  l'on  nu  traite 
que  k-s  cas  de  la  vis  à  filvt  carré  ou  à  filut  triangulaire. 
Toutes  ces  restrictions  ne  me  paraissent  pas  nécessainrs 
cl  voici  une  déinoustratîon,  aussi  simple  que  celles  qui 
ont  cours,  et  qui  s'en  alirancliit. 

Soit  A\IB  {Jig-  i)  la  section  du  filet  par  un  plan  mé- 


ridien du  cylindre  qui  sert  de  noyau  à  la  vis,  section 
que  je  suppose  de  forme  i|ueleonque.  Le  filet  de  la 
vis  esi  engendré  par  le  profit  AMB  (|ui  se  déplace  de 
façon  que  le  point  A  décrive  une  liélîce  tracée  sur  le 
noyau,  tandis  que  la  droite  AB  reste  parallèle  à  l'axe  du 
cylindre  et  que  le  plan  AMB  reste  normal  au  cylindre. 
Tout  point  M  de  ce  prolil  décrit  une  hélice  tracée  snr 
un  cylindre  dont  le  rayon  est  ditléi'unt  de  celui  du  noyau, 
mais  toutes  les  liélices  ainsi  engendrées  offrent  la  parti- 
cularité d'avoir  le  titème  pas  qui  est  le  pas  de  la  vis.  -le 
désigne  par  /i  ce  pas  commun,  par  a.  l'angle  que  fait  la 


tangente  en  un  point  quel 


>nque 


de  l'iiélice,  décrite  par 


le  point  M,  avec  le  plan  d'une  section  droite  du  < 
lindre  et  par  ;■  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  ce 
liéliee  est  tracée.  On  a  toujours  la  relation 
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le  [iroduit  rlaiiga  vsi  doue  le  nii^iiie   [lour  toutes  k-s 
liélices  Uacées  sur  la  surfacu  du  filei. 

Ceui  posO,  soit  M  un  poîiil  qu<:lcoii<)iie  de  celle  sur- 
face. Je  ligure  le  cyliudie  sut-  lequel  esl  tracée  l'Iié- 
lice  qui  passe  eu  M  {Jîg-  '-*)■  Soit  Mx  la  langeule  eu  M 


au  parallèle  dti  cylitidie  qui  passe  eu  M,  M2  la  généra- 
trice, ^\y  la  uoruiale  au  cyliudre,  ft[T  la  taugeiile  à 
riiéliee  de  M.  L'aiiglu  TiMx  est  égal  à  a.  Le  pla»  ta»- 
geut  au  poîut  M  à  la  surface  du  filet  coupe  le  plan  Mx= 
suivant  MX;  soit  MK  son  iiiterscciioii  avec  le  plaît  My« 
et  désignons  par  ^  l'angle  de  MK  avec  la  normale  MU. 
L'équation  du  plan  tangent  TMK,  i>ar  rapport  au 
li'ièdre  Mjt^z,  est,  inanifestenieni, 

3  —  X  tanga  +y  tangp  =  o. 
Soit  IV   la    réaction    normale   du    ûlet    sur   l'écrou  au 
point  M,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  réaction  sui- 
vant Mj7,  Mjk,  Mz;  la  réaction  N  étant  normale  au 
plan  KMT,  on  a 

X       _     V     _  z 

—  taiiga  ~  langfl         1 
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Le  moment  tie  oette  >t'ai.'tioii  par  rapport  n  l'axe  du  cv- 
liiiilrc  sera  doiii: 

(a)  rX=  —  rZ  tangs  = Z. 

Supposons  maiiiluiiaitt  (jue  la  vis  soit  soumise  à  ui)v  rc- 
sisUiii^c  P  dii'igt-u  suivant  l'axe  lia  ovliiidre  et  à  uiti; 
puissance  F  parallèle  au  plan  d'une  st^elion  droite  et 
agissant  sur  un  liras  (le  levier  de  longueur  it,  Eer 
les  deux  éfjuatiuns  d'é<|uilil>re  de 


s  projet 


sur  l'axe  du  cylindre  est  nulle, 

(3,  p-2^ 


s  de  toutes  les  forces 


t"  Que  la  sonnne  dos  nionienLs  de  toutes  ces  forces 
par-  rapport  à  ccl  axe  est  nulle, 

Coiuttie —  est  constant,  ceci  s'écrit  : 

Dans  les  deux  équations  (  J)  et  (4)  la  Eomme  V  est 
étendue  à  toutes  les  n'aclions  N  en  tons  les  points  du 
lilel  et  ^7à&\AaihmK  valeur  des  deux  côtés.  De  ces  deux 
éi]uations  on  conclut,  par  suite,  l'équation  d'équilibre 

„F  =  A.i., 

qui,  ainsi,  se  trouve  établie  dans  toute  sa  généralité. 
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DBNO^STRITfO^  GÉOVÉTRIQIIE  DUKE  PROPRIÉTÉ 
DE  U  CVCLOIDE  ; 

Pab  m.  André  VICAIRE. 


La  courbe  lelh  tfuc  la  distance  de  chacun  rf«  ses 
points  au  centre  de  courbure  correspondant  lie  la  dé- 
veloppée soit  constante  est  une  cycloïde. 

Culte  propriété  se  trouve  déinoriiréc  par  TAtialysi? 
dans  les  Exercices  de  Calcul  diffi'reitlicl  et  intégral 
de  Tisserand  (p.  u5i).  On  peut  y  arriver  géométrique- 
inciit  de  la  faoun  siiivanle  : 

Soient  o  le-  centre  de  courbure  de  la  courbe  (a). 
<d  celui  de  la  développée  (u).  Considérons  le  déplace- 


ment de  la  droite  de  grandeur  invariable  am.  Le  centre 
instantané  est  le  point  d'intersection  des  normales  à 
(fl)  en  n,  n  {ti>)en  w.  Il  est  donc  à  l'infini  et  au  se  dé- 
|>tace  parai lèleineiU  à  elle-méinc. 

D'autre    part,    on     sait,    d'après    un    tbéorème   dr 
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M.  Maonhiiini,  que  la  normale  en  m,  milieu  de  ne,  au 
lieu  décrit  par  re  point,  s'obtient  rn  joignant  m  à  [x  rai- 
lieu  de  ti)C.  Le  lieu  de  m  a  donc  sa  tangente  parallèle  à 
une  direction  fixe;  c'est  une  droite  mt  perpendiculaire 
à  au. 

Construisons  un  certie  tancent  en  m  à  mt  et  passant 
par  a.  Abaissons  de  son  centre  O  la  perpendiculaire  0/ 
sur  am.  Les  triangles  Oim,  acu>  sont  semblables;  et 
comme  im  est  le  quart  de  ne,  O"*  rayon  du  cercle  est 
donc  le  quart  de  la  longueur  constante  c<«i. 

Supposons  que  ce  cercle  de  rayon  coQstautse  déplace  ' 
en  restant  taugeutà  mt,  de  façon  que  a,  point  Gxc  de 
sa  circonférence,  décrive  la  courbe  (a),  ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Le  centre  instan- 
tané se  trouve  sur  la  normale  au  cercle,  en  m,  point  où 
ce  cercle  touclie  son  enveloppe,  et  sur  la  normale  am  à 
la  trajectoire  de  a.  C'est  donc  m. 

Le  cercle  étant  le  lieu  des  centres  de  rotation,  dans  la 
figure  mobile,  roule  sans  glisser,  sur  la  droite  mt,  lieu 
des  centres  de  rotation  dans  le  plan  fixe. 

a  décrit  donc  une  cycloïde. 


AGREGiTION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES. 
COKCOIJRS  DE  18»7. 


Malhématiques  élémentaires. 
1°  Les  (Imites  1  qui  sont  coupées  harmoniquemcnt  par  deux 
cercles  donnés  C  et  C  enveloppent  une  conique;  montrer  que 
cette  conique  reste  la  même  lorsqu'on  remplace  les  deux 
cercles  G  et  C  par  deux  autres  respectivement  eonccnlriques 
aux  précédents  et  tels  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  des 
deux  nouveaux  cercles  soîl  égale  à  la  somme  des  carrés  des 


jbv  Google 


(  <3a 

a"  Trouver 

el 

eu  âes 

centres  des  cercl 

sS 

qui  sont  coupés 

harmoniquem 

nt 

par  de 

jx  cerrles 

donnés 

C 

el  G 

et  qui  sonl 

orthogonaux 

a  u 

n   (rois 

ème  ccrcl 

donn 

r 

Ce  11 

eu  est  un* 

conique  S  do 

n  déle 

minera  les 

direc 

ion 

s    flsy 

iptotique» 

el  dont  on  liis 

eut 

era  le  g 

enre  en  ad 

nietUn 

tq 

elee 

entre  de  F 

se  déplare  d' 

ne 

Thcoh 

quelconqu 

dans 

le 

plan, 

tandis  que 

les  cercles  C  et  C  restent  llxes. 

On  montrera  que  la  direction  des  a\es  de  Z  ne  dépend  que 
des  positions  des  centres  des  trois  cercles  donnés  et  nullemem 
de  leurs  rayons. 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  £  dans  (es  deui 
hypothèses  suivantes  ;  i*  on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  Ten 
laissant  lixes  le  centre  de  ce  cercle  et  les  deux,  cercles  C  el  C; 
■i°  on  laisse  fixe  le  cercle  T,  ainsi  que  les  centres  de  CetdeC, 
et  l'on  /ail  varier  les  rayons  âc  ces  deui  derniers  cercles  de 
telle  sorte  que  la  somme  de  leurs  carrés  reste  constante. 

4°  Dëmonlrer  que  les  cercles  S  orlliogonaux  au  cercle  Tel 
coupés  harmoniquement  par  deux  cercles  C  et  C  sont  aus'i 
coupés  harmoniquement  par  une  infinité  de  couples  de  cercles 
que  l'on  cherchera  à  caractériser  géométriquemenl. 

Nota.  —  On  dit  qu'un  cercle  S  est  coupé  harmoniquement 
par  deux  cercles  C  cl  C,  lorsque  le  rapport  anharmonique  iti 
deux  points  de  rencontre  de  S  avec  C  et  des  deux  points  de 
rencontre  de  S  avec  C  est,  sur  le  cercle  S,  égal  à  —  i. 

Maihématiques  spéciales. 

On  considère  un  paraboloïdeéquilaière  ayant  pouréqualli>n. 
par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 

on  prend  sur  l'axe  Ox  un  segment 
O.M  =  \ 
et  sur  l'aïe  Oy  un  segment 

OM'  =  [1, 
CCS  deux  segments  étant  lié»  par  une  relation  de  la  forme 

ou  a.  b.  r.  rfdéHfînenr  des  cnnslanres  réelles. 
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1°  Trouver  la  courbe  1',  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
flénéralrice  rcrtiligne  MG  du  |>araboloïde  passant  par  le  point 
M  <Ie  Of  avec  le  plan  meoc  par  0^  perpendiculairement  à  la 
droite  MM'. 

3°  Combien  existe-t-il  de  surfaces  du  deuxième  ordre  qui 
passent  par  cette  courbe  T;  étudier  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection de  r  avec  les  f;énératriees  rectilignes  du  paraboloïde 
lionne;  discuter  la  réalité  de  ces  points. 

3°  Établir  la  relation  nécessaire  et  suflisante  qui  doit  lier  les 
abscis'es  xi,  or,,  ica,  x^  de  quatre  points  de  la  courbe  T,  pour 
que  CCS  quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Former 
l'équation  aux  abscisses  des  points  où  le  plan  osculatcur  coupe 
la  courbe  en  quatre  points  confondus;  résoudre  et  discuter 
celte  équation. 

Indiquer  le  nombre  de  plans  osculatcurs  qu'on  peut  mener 
(l'un  point  de  l'espace  à  la  courbe  T. 

^°  Comment  faul-it  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c.  d^ioar 
que  les  tangentes  à  la  courbe  T  fassent  partie  d'un  comple\e 

6"  On  désijfne  par  Ti  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  cor- 
respond à  cette  détermination  particulière  des  constantes  a, 
b,  c,  d.  Déterminer  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs 
menés  d'un  point  donne  P  de  l'espace  à  cette  courbe  T,;  dé- 
montrer qu«  ces  points  sont  dans  un  plan  passant  p:u-  I'. 

Nota.  —  On  dit  qu'une  droite  mobile 


î* 


,  quand   les  cocriicients 
>n  de  la  forme 


A.  B.  C.  L.  SI,  N  désiunant  des  constante:. 

Compoiilion  sur  t'Analyse  et  ses  appHcalions 

géonuHriques. 

On  donne  l'équation  au\  dérivées  partielles 

l^+.,x^(p,r  -  qy  -  =.'=  F  (■':1--^— -1  j , 
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OÙ  p,  g  désignent  les  dêrivt^es  partielles  <lu  premier  ordre  de  ; 
considéré  comme  fonction  de  x,y. 

1°  Former  les  équation;  des  caractéristiques  et  prouver  que 
CCS  équations  adrnctteru  Aca\  intégrales  qui  ne  dépendeol  pas 
de  la  forme  de  la  fonction  F. 

-i"  Déduire  du  résultat  obtenu  que  les  courbes  caracléris- 
tiques  sont  planes  el  que  les  développabics  caractéristiques 
sont  des  cônes.  Dire  quelle  relation  existe  entre  le  plan  d'une 
courbe  caractéristique  et  le  sommet  du  cAne  caractérïsliqne 
circonscrit  suivant  cette  courbe. 

3"  Indiquer  comment  l'on  pourra  utiliser  ces  résultats  pour 
intégrer  complètement  l'équation  proposée. 

4°  On  mènera  t'iutégrstion  jusqu'au  bout  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  fonction  F  a  la  form<; 


A,  R  désignant  deux  constantes. 

Montrer  que,  dans  ce  cas.  une  intc);rale  complète  est  fournie 
par  une  surface  du  second  de|;ré   dépendant  de   deux   para- 

Mécaniffue  rationnelle. 

Un  corps  solide  pesant,  mobile  autour  d'un  point  fixe  0. 
repose  par  deux  de  ses  points  R  el  ft'  sur  un  plan  lioriiontal 
lixe  [I  situé  au-dessous  de  0.  Soit  00,  la  perpendiculaire 
abaissée  de  0  sur  le  plan  H  :  on  suppose  que  l'angle  ORIt'  eH 
droit  et  que  l'on  a.  lorsque  le  corps  repose  sur  le  plan  n, 

00,  =  0,R  =  RIV  =  «. 

I.e  point  R  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  H,  le  point  R' 
glisse  sam  frotlemenl. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  en  supposant  qu'on  lai 
imprime  une  vitesse  initiale  Uo  (positive  ou  négative)  de  rota- 
tion autour  de  ta  verticale  ascendante  0,0. 

On  prendra  comme  axes  liés  au  corps  la  droite  Qs  dirigée 
suivant  OR,  la  droite  Oj^iparalléle  à  RR'  et  dirigée  dans  le 
sens  RR',  la  droite  Oy  perpendiculaire  au  plan  xOt  et  dirigée 
vers  le  haut.  On  supposera  que  les  droites  Ox,  O^,  Oa  sont 
les  axes  principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au   point  O.  el 
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l'on  appellera  \,  It,  C  la  moments  d'inertie  eorrc<:pon(laiil!:. 
Un  (li-ai^nera  par  J,  t„  ï  les  cnuiilonnées  du  centre  de  gravité  G 
(1  j  corps  par  rapport  aux  axc^i  O^,  0^,  0  s. 


On  se  bornera  à  écrire  les  équations  <lu  mouvement  Jans  le 
cas  général  où  les  coordonnées  J,  »],  î;  sont  quelconques. 
On  ilisculeru  le  problème  dans  les  deux  cas  particuliers  .«ui- 

i"  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positi^c  de 
l'axe  Oa; 

a"  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  Oj. 

S'il  arrive  que  l'un  des  points  K  et  R'  quitte  le  plan  II,  ou 
c|uc  ces  lieux  points  le  quittent  à  la  fois,  on  se  bornera  à  si- 
irnaler  ce  fait  sans  étudier  le  mouvement  ultérieur. 


BOURSES  DE  UCEACB  ES  SCIEKCES  HATHEMATIOVES. 
CONCOURS  DE  1897. 


i>  Dans  un  plan  rapporte   à  deux  axes  rectangulaires  Ux, 
0_y,  on  lionne  une  droite  (D)  dont  l'équation  est 
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(lûlerniiner  la  parabole  qui  a  son  sommet  en  O,  son  a^e  <liri<;r 
suivant  Or  et  qui  en  normale  à  la  droite  (D);  calculer  en 
fonction  île  a  cl  b  les  Coordonnées  du  point  P  où  cette  para- 
bole est  noimalc  &  la  droite  D  et  du  second  point  Q  où  elle 
rencontre  cette  même  droite. 

9"  Trouver  les  lieuTt  décrits  par  les  points  P  et  Q  en  sop- 
posaot  que  la  <lroile  (D)  tourne  autour  d'un  point  fixe  de 
coordonnées  ;pp,  yi,. 

On  fi^'urera  les  diverses  formes  que  peut  aiïcrtcr  re  dernier 
lieu. 


oresTioxs. 


1782.  Kl  a 

nlrf 

c'el 

équation 

ar 

- 

ftî-'-H 
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orfr»+  5  ex 

-/  =  o. 
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lii  conditio 

■in/ 

- 

ibd 
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B  une  ra 

cine  double. 

(P.   S()\IHT.  J 

La  question  17RI,  a 


■  insérée  par  erreur.  En  fais: 
:   lies  inégalités  indiquées   Ai 
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[H2e] 

SUR  Ll  CORRESPONDANCE  BIFORMR; 
EXTENSION    DES    POLYGONES    DE    PONCELET; 

P*B  M.  G.  FONTENÉ, 
Professeur  au  Collège  Rollio. 


i .  Itésultaate  rie  deux  correspondances  blfornies  ; 
cas  de  décomposition.  —  Soîeui  deux  variables  x  tuy 
liées  par  une  relation  doublemenl  quadratique 

elles  ont  une  correspondance  biforme.  II  existe  quatre 
valeurs  critiques  de  x,  c'est-à-dire  quatrf  valeurs  de  x 
donnant  pour_^  deux  valeurs  égales;  il  existe  de  niëtne 
quatre  râleurs  critiques  dey.  Les  valeurs  critiques  de 
X  et  celles  de  y  ne  sont  pas  indépendantes  ;  car ,  si  on  les 
représente  par  des  points-racines  a,  6,  c,  d  et  a,  ^,  y, 
0,  les  rapports  anbarinoniques  (û,  6,  c,  d)  et  (a,  p,  •(,  S) 
sont  égaux.  En  ell'et,  si  l'on  prend  des  coordonnées  car- 
tésiennes, l'équation  F(j;,  y)  =  o  représente  une  quar- 
Lique  binodale,  et  Je  fait  en  question  résulte  alors  d'un 
calcul  connu  (Silmov,  Courbes  planes,  n"  270;  on 
peut  encorç  consulter  :  Halphen,  Fonctions  ellip- 
tiques, H°  Partie,  p.  338)  ;  Les  deux  systèmes  de  valeurs 
cntitfues  sont  équi- anharinoniques ,  La  relation  F  ^  O, 
qui  dépend  de  huit  paramètres,  est  déterminée  par  ses 
éléments  critiques  et  par  une  dernière  donnée. 

2.  Cela  posé,  nous  démontrerons  ce  ibéorème  : 

Deux     correspondances     biformcs      ¥{x,y)  =  o, 
Ann.  de  Jtfathémat.,  3*  série,  t.  XVI.  (Octobre  1897.)  38 
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V(y^  z)^o  donneal  entre  x  et  z  une  correspon- 
dance <jai  se  décompose  en  deux  correspondances  bi- 
formes  F''(x,  z)  ^  o,  F"'(x,  s)  ^  o,  lorsque  tes  quatre 
valeurs  critiques  de  j  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
correspondances  données.  Les  valeurs  de  x  qui  sont 
critiques  pour  y  dans  F  ^  o  sont  aussi  les  valeurs  de  x 
critiques  pour  s  dans  F"  =  o  ef  dans  P"  =  o  ;  les  -va- 
leurs de  z  qui  sont  critiques  pour  y  dans  P  =  o  sont 
aussi  les  valeurs  de  z  critiques  pour  x  dans  F"  ^  o  et 
dans  F*"^  o. 

Soient  les  deux  correspondances  biformcs 

Ax^-h-iBx-hC  —o,        A'^»+aB'*-+-C'=o. 
A,  B,  C,  A',  B',  C  étant  des  polynômes  du  second  de-- 
gré  en  _y\  d'après  l'hypothèse  on  peut  supposer 

B<— \C  =  B'>-A'C'  =  i, 
et  l'on  a 

(Aa^  +  B)»— a  =  o,        (A'î-4-B')>— A  =  o; 

on  en  déduit,  pour  une  même  valeur  de  j', 

.\3-4-B±(\'3-i-B')  =  0, 

et  l'o 11  achève  fauileiueiit.  On  remarquera  (jue,  si  l'on 
prend,  par  exemple,  le  système  F  ^  o,  F*  =  o,  F*  =  o, 
à  des  valeurs  décret  dey  qui  vériHent  F^  o  corres- 
pond une  seule  valeur  de  z.  (En  coordonnées  carté- 
siennes dans  l'espace,  F  ^  o  et  P  =  o  représentent  les 
projections  d'une  courbe  gauche  qui  a  quatre  points 
doubles  â  distance  finie  el  qui  se  décompose  eu  deux 
courbes  gauches.  ) 

3.  On  a  ce  corollaire  : 

Trois  quantités  x,j--,  z  étant  liées  par  les  relations 
doublement  quadratiques  F(x,y)  ^  o,  /{y,  z)  =  o. 
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»(z,  x)  =  o,  pour  ijue  ces  trois  relations  admettent 
une  inanité  de  solutions,  il  faut  d'nbord  que  les  va- 
leurs de  chaque  variable  qui  sont  critiques  pour  l'une 
des  deux  autres  variables  le  soient  pour  la  troisième, 
ce  qui  fait  ii  conditions  et  non  la;  il  faut  de  plus 
une  autre  condition.  Si  l'on  se  donne  x,  on  a  à  choi- 
sir entre  deux  valeurs  pour  j',  et  ce  choix  détermine 
z  avec  une  valeur  unique. 

La  dùmonslratio»  est  facile  :  la  r«ductiou  de  12 
conditions  apparentes  à  11  conditions  eil'ectives  tient 
à  l'égalité  de  rapports  anharinouiques  dont  il  a  été 
parlé;  quand  on  a  pris  FT=o,y^O,  avec  mêmes  y 
critiques,  la  relation  ^  =  i>  est  déterminée:  c'est  l'une 
des  deux  relaxions  résultantes  des  deux  premières. 

4.  Nous  ajouterons  ceci  : 

ie5  N  quantités  p,,  p^,  ...,  p^  élaat  liées  par  les  2i 
relations  doublentent  quadratiques 

?i,»(Pi.  pi)  =  o,      <ipi,»(p»,  p.)  =  o,       . . .,       î.'(,i(ps,  pi  )  =  o, 

si  les  valeurs  de  p,-  qui  sont  critiques  pour  p,_,  le  sont 
aussi  pour-  p/+i.  l'indice  i  prenant  les  valeuis  2, 
3,  . . . ,  N,  I  {avec  les  conventions  p^+i  =  Pu  fo  =  Pn)' 
il  faut  encore  une  condition  pour  que  ces  relations 
admettent  une  infinité  de  solutions;  le  nombre  total 
des  conditions  .--upposées  est  4 IN.  Deux  quelconques 
des  N  quantités  p,-  et  pj,  sont  liéet  par  une  relation 
doublement  quadratique;  la  quantité  p/  a  quatre  va- 
leurs critiques  pour  pj,  les  mêmes  quel  que  soit  j.  Si 
l'on  se  donne  p,,  on  a  à  choisir  entre  deux  valeurs 
pourp^y  et  ce  choix  détermine  complètement  les  autres 
p.  Quand  on  a  pris  /as  N  —  i  premières  relations 
0  =  0,  sous  les  conditions  indiquées,  la  dernière  rela- 
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tion  ip  =  o  est  déterminée.-  c'est  l'une  des  relations 
résultantes  des  n  —  i  premières.  Pour  N  "^^  les  con- 
ditions ne  sont  pas  données  comme  des  conditions  né- 
cessaires pour  qu'il  y  ait  une  injimté  de  solutions.  On 
remarquera  encore  que,  pour  N  |>  3,  trois  quelconques 
des  quantités  p  ont  deux  à  deux  une  correspondance 
biforme. 

5.  Voici  une  intci-prétation  géométrique  de  la  corres- 
pondance biforme.  Lea  points  A  d'une  conique  S,  et 
ses  tangentes  a,  sont  données  en  fonction  d'uti  para- 
mètre p  par  les  formules 

3^       _       y       _  ^     J_  U       _        V_    _         iV 

X(p)       V(p)       Ztp)'         Utp)       V(p)       \V(p)* 

les  polynômes  X,  . . .  étant  du  second  degré.  Si  l'on 
prend  deux  coniques  S|  et  Si,  et  si  l'ou  assujettit  un 
point  de  l'une  et  un  point  de  l'autre  k  cette  condition 
que  le  point  Aj  de  la  seconde  soit  sur  la  droite  trans- 
formée du  point  A|  de  la  première  dans  une  corrélation 
générale,  auquel  cas  le  point  A|  est  sur  la  droite  pri- 
mitive du  poiut  Ag,  on  aura 

a-,(A*,-t-B/,-i-G5,) 

-l-^,(A'a:,  -i-  B>,  +  C'3i)-H  *,( A'*i  +  B>i  +  C'a,)  =  o, 
j:i  (  A  a^i -1- A.'_y, -H  A' j  1  ) 

-Hri(B^>-+-B>,+  B'3,)  +  s,(Ci,+  G>.-i-C'5,)  =  o; 

les  paramètres  p,  el  pi  seront  liés  par  une  relation  dou- 
blement quadratique,  dépendant  de  8  paramètres,  et 
par  suite  générale.  On  pourrait  considérer  les  tangentes 
a  au  lieu  des  points  A. 

6.  Cas  particulier.  —  Lorsque  la  relation  double- 
ment quadratique  V{x,jr)  =  o  est  symétrique  par  rap- 
port à  X  etj  (3  conditions),  les  valeurs  critiques  de  x 
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et  celles  de  y  sont  égales  (3  condUions,  et  non  4);  ia 
réciproque  est  vraie,  comme  on  peut  le  voir  au  moyen 
du  théorème  énoncé  dans  l'Ouvrage  d'Hulplien,  p.  338. 
Le  théorème  du  n"  2  s'énonce  alors  comme  >1  suit  : 

Deux  correspondances  ht  for  mes  symétriques 

donnent  entre  x  et  z  une  correspondance  qui  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  kiformes 

F'Car,  a)  =  o,         T'{^,z)  =  o, 

lorsqu'elles  ont  les  mêmes  valeurs  critiques.  Chacune 
des  correspondances  obtenues  admet  ces  mêmes  va- 
leurs critiques,  d'où  il  suit  que  ces  nouvelles  corres- 
pondances sont  également  symétriques.  ■ 

§"■ 

7.  Nous  considérerons  un  cas  plus  particulier,  qui 
est  l'objet  principal  de  ce  Mémoire.  L'équation 

AcosT+Bsio^  — C  =  o 

a  deux  solutions  quand  on  cherche  simplement  les 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  x  '.  elles  sont  confon- 
dues si  l'on  a  A* -h  B* —  C*=  o;  en  posant  tang  -  =  p, 
on  aurait  (  A  +  C)p"— aBp  4-  (A  —  C)  =  o.  Cela 
posé,  considérons  la  relation 
Acosacosa'-v-BsiiKïsiiia'—  G  =  o         ou         i((a,a')  =  a, 

A',  B',  C"  étant  inégaux  deux  à  deux  ;  nous  dirons 
que  tes  quatre  solutions 

(a,  a-).       (_a, -n'>.       (r-a,  iu-«'),       (7r  +  «,  7r  +  a') 
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on  aurait  enlre  p  et  p'  une  correspondance  biforme  st- 
métrique  et  l'on  verrait  que,  dans  l'hypothèse 

(  A>—  B»)  (A«—  C)  (  B>—  C»)  =  o, 
elle  se  décompose  en  deux  correspondances  uniformes, 
ce  que  nous  voulon.^  éviter. 

Les  angles  critiques  sont  les  valeurs  de  a  (ou  a')  qui 
donnent  pour  a' (ou  a)  deux  valeurs  égales:  ils  sont 
donnés  par  la  relation 

de  sorte  qnc  les  quatre  angles  critiques  sont  9,  —a, 
iz  —  f,-K-hf,  donnant  lieu  à  quatre  angles  associés  4. 
■ — 9,  K  —  8,  n  +  d;  la  relation  entre  a  et  a'  p'Ui 
s'écrire 


8.  Ou  a  ce  théorème  : 

Trois  angles  a,  a',  a'  étant  liés  par  les  deux  rela- 
tions Yi^i  "')  =  *>i  ^{'^\  a")i=  o,  pour  que  la  relation 
entre  a  et  a"  se  décompose  en  deux  relations  de  la 
forme  i(' {a,  a")  ==;  o,  il  faut  et  il  stiffit  que  les  deux  pre- 
mières relations  aient  les  mêmes  angles  critiques;  cha- 
cune des  deux  relations  obtenues  a  aussi  ces  angles 
critiques. 

Voici  une  démon stratiou  diccctc  qui  fait  counaiirv 
les  deux  relations  nouvelles.  D'abord  l'élimination  di' 
a'  donne 


jbv  Google 


(  AU  ) 
celte  relation  devant  être  symétrique  en  a  et  a",  les 
deux  premiers  facteurs  doivent  s'annuler  ensemble  et 
la  condition  est  nécessaire.  Pour  montrer  qu'elle  est 
suffisante,  on  écrit  les  relations  it-'^;  o,  4*  =  «i  "vec  o  et 
8",  f  et  8,  et  l'une  des  relations  clierchées  >{''=  o,  avec 
ç  et  6'.  Pour  déterminer  ô',  on  fait  at*  ^  y,  d'où  st"  =  8, 
x  =  8",  et  la  relation  <!<'==  o  donne 


avec  deux  valeurs  pour  6';  on  constate  alors  que  l'élîn 
nation  de  ti'  entre  les  deux  relations  données,  et  l'élim 
nation  de  Q'  entre  la  relation  ^'  =  o  et  la  relation  c 
dessus,  donnent  le  même  résultat.  On  su  rend  bien 
compte  de  la  démonstration  en  ionsidérant  les  relations 
des  six  angles  a,  a,  a",  9,  9',  6". 

9.  On  a  ce  corollaire  : 

Trois  angles  n,  ti*,  rt"  étant  liés  par  les  relations 
4'(fl,  a')  =  o,  4(a',  a-)  =  o,  +-(a-.  a)  =  o, 
pour  gue  ces  trots  relations  admettent  une  infinité  de 
solutions,  il  font  d'abord  qu'elles  aient  les  mêmes 
angles  critiques;  celte  condition  remplie,  il  faut  encore 
une  condition-  Si  les  trois  relations  sont  prises  sous 
la  forme 

on  a  les  trois  conditions  ohlenues  en  égalant  à  zéro  les 
déterminants  du  troisième  ordre  formés  en  pirnnnt 
trois  lignes  du  Tablenu  rectangulaire 


AAA"     mw     CCT,' 
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10-  Nous  ajouterons  ceci  : 

Lorsque  N  angles  Ox ,  a^,  .  . . ,  a^  sont  liés  par  les  Pf 
relations 

4't,»(ai,Oj)  =  o.  •|'i,»(at,  a,)  =  o,  ....  4ts.,  (a»,  a,  )  =  o, 
qui  ont  les  mêmes  angles  critiques,  il  faut  une  condi- 
tion poui'  que  ces  relations  admettent  une  inanité  de 
solutions.  Deux  quelconques  des  N  angles  sont  lies  /wir 
une  relation  analogue,  avec  les  mêmes  angles  cri- 
tiques. 

11.  Soîenl  deux  coniques  S,,  Sj  que  nous  rapporle- 
rons  au  triangle  conjugué  commun,  el  Su  une  conique 
conjuguée  au  même  triangle;  si  l'on  a  sur  S,  et  Sj  les 
points  À,  et  A]  conjugués  par  rapport  à  S,,,  les  tan- 
gentes a,  et  fli  sont  conjuguées  par  rapport  à  une  co- 
nique S|i,  et  les  deux  coniques  de  conjugaison  sont  po- 
laires réciproques  par  rapport  aux  mêmes  coniques  que 
les  deux  coniques  données;  les  points  critiques  A|  sont 
ceux  dont  la  polaire  par  rapport  à  Sis  touche  Sj,  les 
tangentes  critiques  a,  sont  celles  dont  le  pâle  par  rap- 
port à  Sia  est  sur  Si-  Les  points  des  coniques  S|,  .S 
étant  donnés  par  les  formules 

a:,  =  fl,  cosï,,       ^1  =  A,  sina,,        Sii=c,, 
a^i  =  aicoss],       ^i  =  *i  sinai,        a,  =  Cj, 
et  la  conique  So  ayant  pour  équation 
Aa:'-(-B^'— Cs»=o, 
la  relation  de  conjugaison  entre  A|  et  Ai  est 

Aaidt  cosi]  cosoi-i-Bôiôi  sinai  sinni  —  GciCi  =  o. 
là.  On  a  ce  ttéorème  : 
Étant  données  trois  coniques  Si,  S^,  Sj  conjuguées 
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à  un  même  triangle  OCVO",  et  deux  coniques  de  con- 
jugaison Sii,  S,,  également  conjuguées  à  ce  triangle, 
la  correspondance  entre  A,  et  At  se  décompose  en 
deux  correspondances  biformes  si  les  éléments  Aj  cri- 
tiques pour  K,  le  sont  aussi  /?our  Aj,  et  chacune  êtes 
correspondances  entre  A,  et  A3  est  donnée  par  une 
conique  de  conjugaison  Su  conjuguée  au  même 
triangle  Oiy  Cf. 

13.  Od  a  ce  corollaire  : 

Etant  données  trois  coniques  S),  Sa,  S3  conjuguées 
à  un  même  triangle  OO'O",  et  trois  coniques  de  con- 
jugaison S)î,  Sâ3,  Sai,  conjuguées  à  ce  même  triangle, 
pour  qu'un  triangle  mobile  A,  A^Aj  puisse  avoir  ses 
sommets  situés  respectivement  sui-  les  trois  premières 
coniques,  deux  sommets  quelconques  étant  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  intermédiaire,  il  est  néces- 
saire quun  point  de  Sa,  critique  pour  S,,  le  soit  aussi 
pour  Sj,  et  qu'un  point  de  Sj,  critique  pour  Sj,  le  soit 
aussi  pour  S, ,  auquel  cas  un  point  de  S,  critique  pour 
Sj  l'est  pour  Sî  ;  ces  conditions  remplies,  il  faut  encore 
une  condition.  Les  tangentes  a,,  a^,  par  exemple, 
sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  ^xe  ^,2 
conjuguée  au  triangle  00' O".  Si  l'on  se  donne  l'élé- 
ment (A|,  n,),  on  a  à  choisir  entre  deux  positions  pos- 
sibles pour  (A3,  rtj),  et  ce  choix  détermine  complète- 
ment (A),  (ïj).  Les  deux  coniques  Su,  Sjj  étant  choi- 
sies de  façon  que  Ai  critique  pour  A^  le  soit  pour  A^, 
ta  conique  Sgi  est  déterminée  avec  deux  solutions. 

H.  Noua  ajouterons  ceci  : 

£  tant  donnée  une  chaîne  de  N  coniques  S,,  S], ..., 
Sj,  conjuguées  à  un  même  triangleOOffy ,  et  N  coniques 
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tie  conjugaison  Su, Su,  ...,  S^^  conjuguées  à  cemétne 
triangle,  si  les  points  de  la  conique  Si  qui  sont  cri- 
tiquespow  Si_i  le  sont  aussi  pour  Si+n  l'indice  i  pre- 
nant les  ^  —  I  valeurs  a^  3,  ...,N  {auquel  cas  un  point 
de  S,  critique  pour  S^  l'est  aussi  pour  St),  H  faut  une 
condition  pour  qu  il  existe  un  contour  polygonal  itto- 
bile  A,  A] . . .  \f,  dont  les  sommets  soient  situés  res- 
pectivement sur  les  coniques  Sj,  et  dont  les  sommets 
consécutifs  A/,  ki^.,  soient  conjugués  par  rapporta  In 
conique  intermédiaire  S;^,^, .  Le  nombre  total  des  con- 
ditions est  N.  Deux  sommets  quelconques  A,-,  Ay  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  fixe  Sij  conju- 
guée par  rapport  an  triangle  00' O*  ;  en  même  temps, 
les  tangentes  ai,  aj  sont  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique  fixe  lij.  Si  l'on  se  donne  l'élément  (  A(,  ai  ), 
on  a  à  choisir  entre  deux  positions  possibles  pour 
(Aa,  flj),  et  ce  choix  détermine  complètement  le  con- 
tour, IjCS  N  —  I  premières  coniques  de  conjugaison  dé- 
terminent la  dernière. 

§111. 

lo.  Correspondance  uniesur  deuxconiques.  —  Plus 
particulièreiuenl,  la  conique  de  conjugaison  ponctuelle 
Si  1  peut  passer  par  lesc|uatre  points  communs  aux  déni 
coniques,  S,,  Sj,  auquel  cas  la  conique  de  conjugaison 
langentielIeSi]  touche  les  quatre  tangentes  communes  à 
ces  deux  coniques;  alors  les  quatre  points  communs 
sont  des  points  unis  de  ta  correspondance,  c'est-à-dire 
qu'uu  point  commun  se  correspond  à  lui-même,  et  de 
niânic  les  quatre  tangentes  communes  sont  des  tan- 
gentes unies.  Réciproquement,  si  la  correspondance 
entre  les  éléments  (A|,  ci|)(A3,  a,)  admet  comme  points 
unis  les  qualH!  points  communs  aux  deux  coniques  S| . 
Sj,  <^t  comme  tangentes  unies  lus  tangentes  communes  à 
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ces  deux  coniques  (sept  conditions,  et  non  buii),  cetie 
correspondaDcc  consiste  en  ce  que  les  points  Â|  et  A^ 
sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique  St]  passant 
par  les  quatre  points  communs  s  S,  et  Si,  ou  en  ce  que 
les  tangentes  a,  et  n,,  ....  Nous  donnerons  à  cetlecor- 
risspondancc  le  nom  de  coiTespondance  unie. 

16.  Nous  dirons  qu'il  -y  a  correspondaace  tangentiellu 
entre  uu  point  A,  d'une  conique  S,  et  une  tangente  a^ 
à  la  conique  St  lorsque  le  point  A|  doit  se  trouver  sur  la 
tangente  a^,  ou  encore  lorsque  la  tangente  a^  doit  pas- 
ser au  point  A|  :  cette  correspondance  tangenlielle  cet 
une  correspondance  biforme;  les  éléments  critiques  de 
Si  sont  donnés  par  les  tangentes  communes  aux  deux 
coniques,  ceux  de  S|  sont  donnés  par  les  points  com- 
muns. La  correspondance  tangentielle  est  une  corres- 
pondance unie.  La  conique  de  conjugaison  Sit  est  la 
conique  S3,  la  conique  Sta  est  S| . 

La  correspondance  unie  se  ramène  à  la  correspon- 
dance tangentielle  : 

1°  Considérons  trois  coniques  S,  jS^t S',  inscrites  à  un 
niénte  quadrilatère;  une  tangente  6  à  la  conique  înter- 
uiédiaire  rencontre  S',  en  deux  points  ±  A'  et  S',  en 
=ti  C  :  il  y  a  correspondance  biforme  entre  b  et  A', 
entre  b  et  C,  et  la  correspondance  entre  A'  et  C  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  biformes  dont  l'une 
associe  les  points  de  même  signe,  l'autre  associant  les 
points  de  signes  contraires.  Nous  supposerons  qu'on  a 
choisi  l'une  dus  deux  correspondances,  de  sorte  que  A 
et  b  déterminent  complètement  C;  le  passage  du 
couple  -H  A',  -i- C  au  couple  — A',  — C  se  fait  par 
une  tangente  commune,  d'où  la  nécessité  de  ces  tan- 
gentes communes  pour  la  décomposition  de  la  corres- 
pondance (  V.  C)  en  deux   correspondances  bîforme». 
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Cette  correspondance  entre  les   éléments    (A',  a')  et 
(C,  c')  est  une  correspondance  unie. 

2°  Pour  trois  coniques  S',,  S\,  S\  circomcrites  à  un 
même  quadrangîe  (système  de  quatre  points),  on  a  des 
faits  corrélatifs  en  partant  d'un  point  B"  de  la  coniqne 
intermédiaire. 

3°  Réciproquement,  si  les  éléments  {A! ,  (^)  et{C,d) 
de  deux  coniques  S', ,  Sj  ont  une  correspondance  unie, 
c'est-à-dire  une  correspondance  btforme  dans  laquelle 
les  points  communs  sont  unis,  et  les  tangentes  com- 
munes sont  unies  (sept  conditions),  l'enveloppe  de  la 
droite  A'C  ou  b  est  une  conique  Sg  touchant  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  premières,  et  le  Heu 
du  point  (n*»  c")  ou  B"  est  une  conique  SJ  passant  par 
les  quatre  points  communs  aux  deux  premières  ;  .les 
deux  coniques  Sj  et  S,  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  aux  mêmes  coniques  que  les  deux  coniques 
données.  Nous  rappellerons  que  les  points  A'  et  C  soDt 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  S\^  passant  aux 
points  communs  À  S',  et  S',,  et  que  l'on  a  un  fait  corrélatif, 
les  deux  coniques  de  conjugaison  S',,  et  ^,,  étant  po- 
laires réciproques  par  rapport  aux  mêmes  coniques  que 
S,  et  S',  ;  la  conique  enveloppe  S,  touclie  les  tangentes  à 
S',,  aux  points  communs  àS',etS^,  la  conique  lieu  Sî 
passe  aux  points  de  contact  avec  £',,  des  tangentes  com- 
munes à  S',  et  S'j. 

17.  Voici  une  démonstration  directe  des  faits  l'et  3°. 
Nous  indiquerons  d'abord  une  identité  :  étant  données 
ta  forme  quadratique  f{x,y,  z)  et  la  forme  adjointe 
F(u,  V,  iv),  on  a 

F[(yy~r/),(3y-a:^'),  (xy'-yx')] 
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f{x,x')  étant  a,, xx' -+-... +  <i,i{xj'  4-jy)-|-.  ..;  si 
le  point  M  est  sur  la  conique /=o,  on  a  pour  F  un 
carré  parfait 

Considérons  alors  les  trois  coniques  S',  ,Si,Sj  inscrites 
à  un  môuie  quadrilatère;  leurs  équations  tangentielles 
sont 

Fi(«,  V,  w)  =  o,        F,  —  *'Fj  =  o,        F,(w,  V,  w )  =  o; 

en  écrivant  qu'un  point  A'  de  S',,  et  nn  point  C  de  S', 
sont  sur  une  tangente  b  h  Si,  on  a 

F, [iy>  î,- s,^,).  . . .]  -  /-•  F,[(^,^,-  =,^, ;,...]  =  ■», 


ou 

18.  Contours  mobiles.  —  Reprenons  le  ihéorèmc  du 
n"  a,  avec  une  cliaine  de  an  coniques  S',,  Sa,  Sj,S|..., 
Sj„,conjuguéesànnmême  triangle 00' O",  et  supposons 
que  chaque  conique  d'indice  pair  est  conique  de  conju- 
gaison ponctuelle  entre  elle-même  et  cliacune  des  deux 
coniques  voisines,  auquel  cas  chaque  conique  d'indice 
impair  est  conique  de  conjugaison  tangentielle  entre 
elle-même  et  chacune  des  deux  coniques  voisines.  On  a 
ce  théorème. 

•Soif  une  chaîne  de  in  coni'fUe^S',  ,Si,  Si,Si,  ...,S]ni 
conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O",  chaque  co- 
nique d'indice  pairS  touche  les  quatre  tangentes  com- 
munes aux  deux  coniques  -voisines  S',  chaque  conique 
d'indice  impair  S' passant  aux  quatre  points  communs 
aux  deux  coniques  voisines  S  [ce  qui  fait  seulement 
2/1  —  1  conditions)  ;  il  faut  une  condition  pour  qu'il 
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existe  un  contour  poljgonal  mobile  de  n  côtés  dont  tes 
sommets  Â',,A',,A',,.--  soient  sur  la  conique  S',  et  dont 
les  côtés  ai,  a,,  ag,  ■■■  soient  tangents  aux  co- 
nitjues  S.  Si  l'on  se  donne  A',,  on  a  deux  positioiu 
possibles  pour  a»,  et  le  choix  de  a^  détermine  entière- 
ment  le  contour. 

Le  triaiigio  conjugué  étant  donné,  le  système  de  co- 
■iit|ucs  dépend  de  3  /j  paramètres.  En  considérant  la  co- 
nique Sjn  comme  une  enveloppe,  on  recionnait  «jue  la 
deiiiière  cundition  du  théorème  lie  généralement 
an — 1   quelconques  des  coniques  données. 

La  cliaine  de  3  n  coniques  du  théoi-ème  précédent  est 
)a  plus  générale  pour  laquelle  il  existe  un  contour  po- 
lygonal mobile...,  si  l'on  exige  que,  un  sommet  étant 
clioisi,  avec  l'un  des  côtés  qui  partent  de  ce  sommet,  le 
contour  soit  déterminé  complètement. 

19.  Les  points  A',  et  A',  ayant  une  correspondance 
unie,  le  lieu  du  point  {a\ ,  »',  )  ou  A^  est  une  conique  Sj 
passant  par  les  quatre  ^toînls  communs  à  S',  et  S,  ;  il 
suit  de  là  que  le  contour  variable  A',RiA',<I|...  donne 
un  contour  variable  analogue  a\  A'jtïjA\...  dont  les 
côtés  roulent  sur  la  conique  S',  dont  les  sommets  décri- 
vent des  coniques  S";  et  ainsi  de  suite  indéfini  m  eut.  En 
considérant  l'enveloppe  de  la  droite  A3A4,  on  prolon- 
gerait cette  suite  de  contours  en  sens  inverse. 

20.  Un  certain  nombre  des  coniques  précédentes 
peuvent  être  confondues.  On  doit  remart|uer  d'abord 
que  toute  correspondance  biforme  entre  deux  éléments 
d'une  même  conique  a  quatre  éléments  unis.  Si  cette 
correspondance  est  symétrique,  les  points  A,  et  Aj  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  Su  qui  passe  anx 
points  unis,  les  tangentes  ai  et  a^,   ...;   la  correspoii- 
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daDC«  symétrique  sur  une  conique  est  un  cas  limite  du 
la  correspondance  unie  sur  deux  coniques  S,  et  Sg  ;  les 
élémeols  unis  donnent  quatre  points  qui  jouent  le  r6le 
des  points  communs  aux  deux  coniques,  et  quatre  tan- 
geutes.... 

Reprenons  les  faits  du  n°  16  : 

i"  Etant  données  deux  coniques  S'  et  S^,  une  tan- 
gente 6  à  S]  rencontre  S'  en  deux  points  A'  et  C  :  il  y  a 
correspondance  biforme  entre  A'  et  C;  cette  correspon- 
dance est  symétrique,  et  les  points  critiques  sont  les 
points  communs  aux  deux  coniques. 

a"  Avec  deux  coniques  S'  et  SJ,  en  partant  d'un 
point  B*  de  cette  dernière,  on  a  des  faits  corrélatifs. 

3"  Réciproquement,  si  les  éléments  (A',  a')  et 
(C,  c')  d'une  conique  S'  ont  une  correspondance  bi- 
forme symétrique,  l'enveloppe  delà  droite  A'C  est  une 
conique  S}  passant  par  les  points  critiques,  le  lieu  du 
point  [a',  c')  est  une  conique  S,  qui  touche  les  tan- 
gentes critiques. 

La  conique  Si  touche  d'ailleurs  les  tangentes  unies, 
laconique  S,  passe  aux  points  unis.  La  conique  S',,, 
par  rapport  à  laquelle  A'  et  C'  sont  conjugués,  passe 
parles  pointa  unis;  la  conique  !!',,  touche  les  tangentes 
unies. 

Relativement  au  théorème  du  n"  18,  on  pourrait  voir 
ici  pourquoi  on  a  introduit  le  mot  généralement  dans 
la  remarque  concernant  la  dernière  condition. 

On  aurait  en  particulier  le  cas,  considéré  par  Pon- 
celet,  où  toutes  les  coniques  S' sont  confondues. 

§  IV. 

21.  Contours  triangulaires  mobiles;  deux  cas.  — 
Lorsqu'un  triangle  mobile  a  ses  sommets  sur  trois  conî- 
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ques  S', ,SÎ,Â',,  et  ses  côtés  tangents  â  trois  coniqaes 
S|,Sj,S3,d'une  part,  ce  triangle  peut  devenir  dvanouis- 
sant,  lescôlésA,  â,  celant  trois  ilioiteseoncourantcs,  ou 
les  sommets  A',  B',  C  étant  trois  points  en  ligne  droite; 
d'autre  part,  il  j>eut  devenir  bi-évanouissant,  deux  som- 
mets étant  confondus,  ainsi  que  les  c6 lés  opposés.  Les  six 
premières  conditions  relatives  aux  coniques  étant  suppo- 
sées remplies,  et  elles  se  réduisent  à  cinq,  une  tangente 
commune  à  S|  el  Sj  doit  loucher  Ss,  ou  passer  par  un 
pointcommun  à  S',  el  S,  ;  un  point  commun  à  S\  et  SI 
doit  appartenir  à  S',,  ou  se  trouver  sur  une  tangente  com- 
mune à  Si  et  Si-  Il  semble  donc  que  l'indétermination  du 
triangle  ait  lieu  dans  trois  cas;  mais  nous  allons  mon- 
trer que  ces  trois  cas  se  réduisent  à  deux,  attendu  que, 
si  les  coniques  S  ont  quatre  tangentes  communes,  les 
coniques  S'  sont  polaires  réciproques  des  coniques  S 
par  rapport  à  un  système  de  quatre  coniques  S,  de  sorte 
que  les  coniques  S'  ont  alors  quatre  points  communs. 
Les  équations  des  six  coniques  étant 


si  l'on  écrit  que  le  point  jc  =  a  coil,y  :=  balnl,  s  =  i 
est  sur  la  taugenlc  w'^a'cosX',  (^=:  p'sinV,  cp' = — i, 
ou  a 

as.'  coil cosV  +  b^'  s'in  l  s\n\'  ~  i  =  n, 

et  l'on  suppose 

(a»a'i  -  61  p't)  {„>,'.  -  ,)  (  6'  p"  -  ')  ?i  o, 

c'est-à-dire  S',  et  Si  non  biiangenles  ;  les  cinq  conditions, 
pour  que  les  six  relations  analogues  aient  les  t 
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angivs  critiques,  sont  (*) 


6.?'- 


«l  Mes  expriment  que  S',  passe  par  les  poînLs 
à  Sj  et  Sg, ....  Si  l'on  écrit  que  les  trois  coniques  S  sont 
inscrites  à  un  même  quadrilatère,  on  a  la  sixième  con- 
dition 


Remarquons  maintenant  que,  si  l'on  se  donne  a*,  p', 
a.'',  . . .  vérifiant  cette  condition,  et  a^  à  volonté,  l'une 
des  relations  ci-dessus  (rangées  i,  a,  7)  détermine  &*, 
deux  autres  relations  déterminent  o^'el  £"*,  deux  autres 
déterminent  ^'  et  h",  et  l'on  a  une  seule  solution  ;  or 
cette  solution  unique  est  facile  à  apercevoir  :  elle  est 
formée  par  les  relations 


(■)  Ce  qui  lignifie  qu'on  le»  obtient  ta  égalant  à  lëro  les  cinq 
délenniDaats  forniés  ao  moyen  de  trois  lignes  du  Tableau  rectangu- 
laire qui  coDstilue  le  premier  membre  de  l'égalité. 

A  nn.  de  Mathémat.,  î*  «érie,  t.  XVI.  (Octobre  1897.)  39 
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qui  donnent  successiveintint  «.V*,  »l!i*,  i',  —  On  jteui 
donc  rem|)Iaccr  tes  six  relations  entre  les  douze  quan- 
tités a',  &°,  ...  parles  liuït  relations  précëdeo  tes  entre 
les  quatorze  quantité»  a^,  b*, . ..,  A,^^  ili>'  :  les  six  pre- 
mières expriment  que  les  coniques  S'  sont  polaires  ré- 
ciproques des  coniques  S  par  rapport  aux  coniques 
(S)  ±=1,a:»±U!.^»  — s*  =  o; 

la  dernière  exprime  que  les  coniques  S  sont  inscrites  à 
un  même  quadrilatère,  cl  celle  qui  reste  est  une  rela- 
tion entre  A*  et  iili',  les  coniques  S  étant  supposées  con- 
nues (celte  dernière  relation  peut  aussi  bien  Être  raita- 
cKée  aux  coniques  S'). 

On  peut  donc  prévoir  ce  théorème,  qui  sera  démontré 
rigoureusemenl  : 

Etant    donnés    deux    systèmes   de   trois   coniques 
Si  SiSj,  S',  S!,Sj,  te/s  que  dans  la  chaîne  fermée 


chaque  conique  S  touche  les  tangentes  communes  aux 
deux  coniques  voisines,  et  chaque  conique  S  passe  par 
les  points  communs  aux  deux  coniques  l'oisines  (5  con' 
dilions)^  un  triangle  qui  doit  avoir  ses  cotés  a,  A,  c 
tangents  aux  coniques  S,  et  ses  sommets  A',  B',  C  sur 
les  coniques  S',  est  indéterminé  dans  deux  cas  : 

1°  Lorsque  les  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
quadrilatère,  auquel  cas  tes  coniques  S'  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadranglc,  les  coniques  S'  étant  po- 
laires réciproques  des  coniques  S  par  rapport  à  un  sj  s- 
tème  de  quatre  coniques  S  ; 

a"  Lorsque  les  quatre\tangentes  communes  à  S,  et 
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Sj  passent  re.t/jeclit'ement  aux  quatre  points  d'inter- 
section de  S',  et  Sj,  auquel  cas  tes  quatre  tangentes 
communes  à  Si  et  Sj,  .... 

Chacun  des  deux  svstème<i  de  coniques  dépend  de  l 'i 
paramètres;  pour  le  premier  système,  ou  peut  se 
donner  Ihs  coniques  S  inscrites  à  un  même  quadrila- 
tère, et  la  conique  S  avec  un  paramètre;  pour  le  second 
système,  on  peut  se  donner  les  coniques  S  conjuguées  à 
un  même  triangle,  et  les  coniques  S'  sont  alors  déter- 
minées, avec  quatre  solutions.  Dans  chacun  des  deux 
systèmes,  la  première  condition  lie  cinq  quelconques 
des  six  coniques. 

22.  Dans  le  premier  système  les  tangentes  «',  i',  (,■' 
en  A',  B',  C  sont  concourantes,  les  points  de  contact  A, 
B,  C  des  tangentes  a,  b,  c  sont  en  ligne  droite  ;  le  lieu 
des  points  de  concours  des  tangentes  a',  b',  d  est  une 
conique  S"  passant  par  les  points  conitnmis  aux  coni- 
ques S'  et  dont  l'équation  est 


l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par  les  poijits  de  con- 
tact A,  B,  Cest  une  cuni<|iie  polaire  réciproque  de  la 
précédente  par  rapport  aux  coniques  S.  A  priori^  si 
l'on  se  donne  les  coniques  S',,  S^,  S,  et  S",  avec  quatre 
points  communs,  et  si  d'un  point  do  S"  on  mène  aux 
coniques  S'  les  tangentes  ±  iV,  dz  i',  ±  c',  dont  les 
points  de  coniact  sont  ±:  A',  ±  B',  ±  C,  l'enveloppe 
des  droites  B'C  est  une  conique  S,,  .... 

^3.  Voici   la  démonstration  rigoureuse  dn  tltéorèiiie 
plus   haut.    Les  coniques  Sj,  5^,  S,    ont  pour 
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V(|ualJoiis 

les  coniques  S,,  Si,  Sj  onl  pour  équations 

(S,)  (È''c'«u>+c'>a'>f»—a'«6'>  «•■>)— A»  il>'*c''u*-i-. .  .)  =  a, 

(Si)  (6'*c'>u'H )  — Jt''(6ïc'  «>  +  ... )  =  o. 

(S,)  (6»  c»  u»+...  )— A-'»{6''c''B*  +  ...>  =  o, 

avec  deux  coiidiLions  que  nous  retrouverons  plus  loin, 
l't  qui  expriment  que  S\  passe  par  les  points  communs 
àS,  ctS„  .... 

Si  l'on  écrit  que  la  droite  joignant  les  deux  points  B* 
cl  C'donnés  parles  relations  a'x';=  cos/*, A'_j^^:siu/', 
c'3'=  I  et n":r''=:cosr,  ....  est  tangente  à  la  conique 
Si,  on  a  (q"  17)  la  relation 


(-x)« 


sic 


!r+ 


(-Ï)— -(-^)=". 


avec  A  ^  ~ii  ■•  ■  t  t^±i;  les  angles  critiques  sont 
donnés  par  une  équation  qui  se  réduit  à 

(t -"  Aï  j  ■^"^'î -^  U -^  W"-*?  -  (t -^  Cî  j  =  "• 

saus  E.  En  faisant  de  mèinu  pour  S)  et  pour  Sj,  on  voit 
que  les  trois  conditions  d'indétermination  du  problème 
que  l'on  étudie  sont 


(-^)(-ï^)(-^) 
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](^s  <Ivux  premières  conditions  cxprimeni  que  les  points 
de  S',  qui  sont  critiques  ponr  S^  le  sont  pour  5^,  . . . , 
c'est-à-dire  que  la  conique  S',  passe  par  les  points  com- 
muns à  Sj  et  Sj,  ...  ;  reste  la  dernière  condition.  Or, 
en  développant  les  éléments  de  la  dernière  rangée,  avec 
les  relations  AA'A"=  i ,  ■  -  .,  et  en  ii's  combinant  avec 
ceux  des  rangées  précédentes,  on  trouve  que  l'on  peut 
remplacer  cette  rangée  par  une  autre  dont  les  éléin<;nl5 


On  a  donc  une  première  solution  et'z''kk'k"=  i;  elle 
donne  la  condition  nécessaire  k^A'^A-"^  =  i,  qui  i!x- 
prîme  que  les  trois  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
(juadrilatère;  d'ailleurs  les  quatre  relations 

(a.+  *-)c...=  +...  =  . *.*'.*■.  =  ,, 

au  lieu  de  déterminer  f,  donnent  la  condition 

qui  exprime  que  les  coniques  S' ont  quatre  points  com- 
muas. 

On  a  une  seconde  solution  en  remplaçant  dans  la  ma- 
trice ci^essus  les  éléments  de  la  dernière  rangée  par  les 

éléments  — r — I — p 1 p —  t  -  ■  ■  ;    je   me  suis  assuré 

que  cette  seconde  solution  est  bien  celle  du  théorème 
énoncé. 

Les  points  B'  et  C  sont  conjugués  par  rapport  à  l'une 
des  coniquesSj  -f-  eAS',  ^  o  :  avec  la  première  solution, 
ces  coniques  passent  par  les  points  communs  aux  trois 
coniques  S'.  Ou  a  un  fait  corrélalif. 

2i.  Avec  la  première  solution,  le  système  de  coniques 
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étant  irulépendaiit  des  signes  g,  on  a  pour  les  mêmes 
coni<]ues  quatre  espèces  de  triangles  mobiles.  Avec  U 
deuxième  solution,  les  coniques  sont  liées  aur  s,  une 
tangente  commune  à  S,  et  Sg  pouvant  passer  par  l'un 
ou  l'autre  des  quatre  points  communs  aux  deux  coniques 
S',  et  S'j  ;  pour  de»  coniques  données,  on  a  deux  espèces 
de  ti-iaugles. 

23,  Cas  oit  le  triangle  est  conjugué  par  rapport  à 
une  coniifuejixe.  —  Le  svstème  de  coniques  peut  satis- 
faire à  la  fois  aux  conditions  i°  et  aux  conditions  s"  du 
théorème;  il  admet  alors  un  système  de  triangles  qui 
fait  partie  h  la  fois  des  deux  solutions,  trois  autres  svs- 
lèmes  de  triangles  qu!  font  partie  de  la  première  solu- 
tion, et  un  dernier  système  de  triangles  qui  fait 
partie  de  la  deuxième  solution:  ce  sont  ces  derniers 
triangles  que  nous  allons  considérer,  et  ils  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  conique  Cxe.  Les  six  coniques 
étant  dans  le  premier  cas  du  lliéorème,  supposons  que 
l'une  des  quatre  coniques  I  (par  rapport  auxquelles  les 
coniques  S'  sont  polaires  récipro<jues  des  coniques  S) 
touche  les  quatre  tangentes  communes  aux  coniques  S. 
auquel  cas  les  |)oints  de  contact  de  ces  tangentes  avec  S 
sont  les  points  communs  aux  coniques  8'  :  on  est  en 
même  temps  dans  le  second  cas  du  théorème,  et  la  figure 
dépend  de  ii  paramètres;  la  conique  S  ayant  pour 
équation  Xx^  4-  H!'^"  —  i  ^  o,  en  disposant  des  signes 
de  fl,  a',  a",  b,  b' ,  b",  on  peut  avoir  -:=:...=:—> 
T-^^...^—,  et  alors,  au  n"  21 ,  on  peut  prendre  l=:\ 
£:=V,  r^zziV:  en  clfct,  les  six  relations  entre  les 
angles  se  réduiront  n  trois  relations,  telles  que 
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et  si  l'on  écrit  que  ces  tt-ois  relations  adnieitcnl  une  inlî- 
nitë  <le  solutions,  la  première  condition  exprime  que  la 
conique  S  touche  les  tangentes  communes  aux  coniques 
S;  or  les  hypothèses  l  =  X,  /'=X',  l^  =V  montrent 
que  le  triangle  mobile  est  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique S,  qui  est  à  la  fois  S,,,  . . . ,  Su,  .... 

26.  Les    équations    des    coni(]ui:s    S'j,,     ...     étant 

s;  =— ea.s;,  s;  =  —  t'ws,,  s\  =— c'^t^s;,  l'équation 

du  la  conique  î!  peut  prendre  ces  trois  formes  :  on  a 
donc  en  multipliant  se' t" k/i' k"  =  —  i,  ce  qui  est  d'ac- 
cord avec  ce  fait  qu'on  est  dans  le  premier  cas  du  lliéo- 
rème;  on  voit  en  même  temps  que  le  système  de  triangles 
ne  fait  pas  partie  de  la  première  solution  :  c'est  l'un 
des  deux  systèmes  de  la  seconde  solution.  Soit  A'B'C 
un  triangle  de  l'espèce  de  ceux  que  l'on  considère  ici, 
avec  e:=-|-,  s'^-f-,  t''=+,  par  exemple;  la  polaire 
de  A'  par  rapport  à  2  coupe  S!,  en  deux  points  B'  et  Dl', 
S',  en  deux  points  C  et  S',  le  triangle  A'ifc'S'  est  dans 
les  mêmes  conditions  qne  le  triangle  A'B'C,  et  les  deux 
triangles  A'B'2'  et  AW!.'C'  répondent  aux  hypothèses 
e  ^:  — ,  e'^  -h,  £"=:+,  et  font  partie  des  triangles  de 
la  première  solution  ;  Ifs  trois  sommets  A',  B',C' donnent 
ainsi  trois  esj>èces  de  tiiaiigles.  Une  dernière  série  de 
triangles  se  rattache  à  la  fois  aux  deux  cas  du  théorème. 
Les  tangentes  en  A',  B',  C  forment  un  triangle 
A''B''C"  inscrit  à  une  coni(iue  lîxe  S";  les  points  de  con- 
tact des  côtés  fl,  l>,  c  avec  les  coniques  S  forment  un 
triangle  circonscrit  à  une  conique  fixe.  Le  triangle 
A'B'C"  est  dans  les  conditions  du  théorème  de  Poncelei. 

27.  Cas  où.  des  coniques  sont  confondues.  —  Si 
les  coniques  S',  et  S'j  se  confondent  en  une  même  co- 
nique S',  sans  que  S,,  se  confonde  avec  elles,  les  co- 
niques Si  et  Sa  doivent  se  confondre  en  une  même  co- 
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nique  S;  considérons  ce  cas.  Nous  appelleroDSIan^entej 
remarquables  de  la  conique  S  les  tangentes  à  celte  co- 
nique aux  points  d'intersection  avec  S',,  lesquels  points 
seront  des  points  C;  les  poinis  remarquables  de  la  co> 
nique  S'  seront  les  points  de  contact  avec  S'  des  tan- 
gentes communes  à  cette  conique  et  à  Si,  lesquelles 
tangentes  seront  des  droites  c.  On  a  deux  coniques  S  et 
S*;  les  sommets  A' et  B' d'un  triangle  décrivent  laco- 
nique S',  les  côtés  a  et  b  roulent  sur  la  conique  S  :  le 
côté  c  roulant  sur  une  conique  Sj  qui  passe  par  les 
points  communs  à  S  et  S',  on  cherche  le  lieu  du  som- 
met C;  ce  point  est  l'intersection  de  deux  tangentes  a 
et  £  à  la  conique  S,  lesquelles  ont  une  correspondance 
biforme  symétrique.  L'un  des  points  C  décrit  une  co- 
nique qui  est  dans  le  second  cas  du  théorème,  un  autre 
également,  et  ces  deux  coniques  ont  été  données,  je 
crois,  par  Salmon  (Sections  coniques,  a'  édition  fran- 
çaise, p.  599);  les  tangentes  communes  à  S  et  S)  pas- 
sent aux  points  communs  à  S'etS'j,  les  tangentes  re- 
marquables de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S', 
et  l'on  a  des  triangles  bi-évauouJssants.  Les  deux  autres 
points  C  décrivent  une  même  conique  S',  qui  est  dans 
le  premier  cas  du  théorème  ;  la  conique  S',  passe  aux 
points  remarquables  de  la  conique  S',  la  conique  S, 
Louche  les  tangentes  remarquables  de  la  conique  S,  et 
l'on  a  des  triangles  évanouissants,  Ibrmés  par  trois  droites 
concourantes  ou  par  trois  points  en  ligne  droite. 

28.  Dans  le  système  de  Poncelet,  les  trois  coniques 
S'  sont  confondues,  les  coniques  S  étant  distinctes;  on 
est  dans  le  second  cas  du  théorème  :  les  tangentes  com- 
munes à  S|  et  Si  passent  aux  points  remarquables  de 
la  conique  S',  ^  S'j  en  donnant  des  triangles  bî-éva- 
nouissants,  ....  On  a  un  système  corrélatif. 
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29.  Les  trois  coniques  S'  peuvftiil  être  confondues, 
les  deux  coniques  S,  et  S,  l'étant  aussi:  on  cherche 
l'enveloppe  du  côté  c.  On  peut  rattacher  ce  cas  à  celui 
du  n"  27,  ou  au  système  de  Poncelet, 

30.  l^i  coniques  S'  peuvent  être  confondues,  les  co- 
niques S  l'étant  également  :  les  tangentes  remarquables 
de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S';  l'exemple 
de  deux  cercles  vérifiant  la  relation  d'Euler 

tP=  R'-HaRr' 

montre  nettement  ce  que  doit  être  un  triangle  bi-éva- 
nouissant  dans  le  cas  de  deux  coniques  confondues  :  le 
côté  double  a  =  b  touche  $,  =  Sg  en  un  point  C  situé 
sur  S^.  le  sommet  double  A'  =  B'  est  sur  S',  =  S.,  en  un 
point  dont  la  tangente  c  touche  S,. 

§  V. 

31 .  Cas  où  les  coniques  Sp  sont  confondues  avec  tes 
coniques  S^^.,.  —  Étant  données  n  coniques  S, ,8,,  .... 
S'„,  conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O*,  si  l'on 
cherche  à  quelles  conditions  un  contour  polygonal  mo- 
bile peut  avoir  ses  ri  sommets  sur  ces  coniques,  le  côté 
A'B'  étant  tangent  en  A'  à  S',,  . .  -,  on  trouve  d'abord 
qu'une  tangente  commune  à  S^  et  S^  doit  avoir  son 
point  de  contact  avec  S!,  situé  sur  S,,  ■■  .,  et  ii  reste 
une  condition.  Dans  le  cas  n  =?  3  la  condition  d'indé- 
termination est  vérifiée  d'elle-même,  dans  le  cas  n  ^  4 
l'indétermination  ne  peut  pas  se  pixiduire. 

En  effet,  la  conique  S^^S^^,  ayant  pour  équations 
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i  ^=  A^,  . . . ,  oii  a  les  rulaiioiis 

Aicos/iCos/,-t-...  =  o, 
A,cos/,cos/,-(-...  =  o. 


avec   cettti   parùcularité  :    A,  A, =i,    B,  H;  . 

C,Cï...  =  «. 

Outre  les  conditions 


on  a  unu  duriiiùrc  condition  d'indctermi nation.  Ponr 
«  ^  3,  oïl  l'obtient  en  ajonlant  à  la  matrice  ci-dessus  la 


rangée   AiAjAa 
niiùre  rangée.    Pour  ) 


identique  à  la  pre- 
-  4,  si   l'on   met  les  relation» 


on  tronve  que  la  condition  d'indétermination  est 

(siii'o— sin^OtHsin'y  — sin'Oi)..-  _  /coaflicii8e)CO80if!osflt  '  î 

sin'  f  cus'ç  \  cos>ç  ■■■"')  " 

or.  à  cause  de  A|  Aj  Ag  A,  =;  i,  ...,  le  dernier  terme  csl 
nid,  et  la  relation  est  ijnpossible  dans  les  conditions  on 
l'on  s'est  placé  au  ii"  6  :  il  faudrait  aceejilor  des  eorres- 
l>ondance5  tangeiitielles  uniformes,  et  la  ifuesiion  serait 
très  diiréreule  de  celle  étudiée  ici. 

.NOTE. 

Mon  ami  R.  Brîcord,  dans  une  étude  sur  l'octaédn^ 
artii^ulé  qui  paraîtra  protliainement  dans  le  Journal  de 
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l'Ecole  Polytechnique,  a  rcncoiiiré  tie  son  vùiê.  le  théo- 
rènio  du  n'a.  Sa  «lûinoiistratioii,  (|ii'ii  m'a  cominujti- 
(|uée,  montre  que  les  conditious  énoncées  sont  néces- 
saires, chacune  des  relalions  F  =  o,  F'^  a  étaiii  sup- 
)>osée  iadé<:oin|K>sable. 

NOTR  SUR  LA  SYMÉTRIE  DANS  LES  SURFACES  ALGÉRRfQUES; 

Pa»  m.  dumont. 

Indépendamment  de  la  symétrie  par  rapport  à  nu 
pUn  étudié  précédemment  ici  (voir  Nouvelles  Annales, 
septembre  1896,  p.  4*>3)  par  M.  Mangeot,  et  de  la 
sj'métrie  par  rapport  à  un  centre,  on  peut  considérer  la 
symétrie  par  rapport  à  un  axe. 

JNous  donnerons  ici  au  mot  axe  de  symétrie  un  sens 
plus  général  (|ue  celui  qu'on  lui  attribue  ordinairement, 
savoir  le  sens  adopté  par  Bravais  et  par  la  Cristallo- 
grapliic.  • 

Une  droite  sera  dite  axe  de  symétrie  binaire,  ter- 
naire, quaternaire,  quinaire,  senaire  d'une  surface, 
suivant  que  la  surface  pourra  coïncider  avec  elle-même 
après  une  rotation  de  180°,  de  120°,  de  go",  de  ya", 
de  60°.  Un  axe  de  symétrie  quaternaire  ou  senaire 
est   évidemment  eu  m<ïmo  temjis  axe  binaire. 


I. 

-   SenFACBS    DO    T..01S,kME    OKOni 

L'équaii 

on  -générale  peut  s'écrire 

/ 

(A='+3B2«-i-3C=  +  D) 

-t-(aj~*  +  ibj:^y-t-irxy'A-d_y') 

1 

-i-33(mar'-H'^/>j-^  +  77^ 

-^U'i/ij-^ky) 

-î(/'j:'-^î«.rv-fy') 

-,-6;fH,I-^-.-,.-l--il/,.--i-^',    )r^< 
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Supposons  que  la  surface  art  un  axe  di;  svmélrie  et 
qu'on  ait  pris  cet  axe  pourOz. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  par  une  rotation 
autour  de  Oz  correspondant  k  l'indice  de  STmétrïe  de 
cet  axe,  il  faut  que  chacun  dea  sept  groupes  de  termes 
uiîs  en  évidence  dans  l'équation  (i)  se  reproduise  lui- 
même,  car  il  ne  peut  en  reproduire  aucun  auLre. 

Il  en  résulte  que  la  symétrie  quinaire  ne  peut  se  pré- 
senter, car  les  groupes 
a»'-l-3é^'j'-H3ca^^'-(-£fj'',    A:c-(-*_y,    ««-f-f/,  fx+gy, 

égalés  à  zéro,  représentant,  le  premier  trois  droites,  les 
trois  antres  une  droite,  nepeuventprésenterretiesjoié- 
trie.  Ces  groupes  doivent  donc  disparaître.  Quant  aux 
troisième  et  cinquième  groupes  qui,  égalés  à  des  con- 
stantes, représententdes  coniques,  ils  ne  peuvenlsubsis- 
ter  que  si  les  deux  couiqncs  sont  des  cercles.  L'équation 
de]asurrace(coordonnéesrertangulaires)  se  réduit  alors 
à  la  forme 
A*»-i- 3Ba«-i- 3C3 -t  D  M- 3mi(37>-(-^')-i- 3r(a;'-+-^«)  =  o. 

La  surface  est  de  révolution  et,  pour  une  telle  surface, 
on  peut  dire  que  l'indice  de  symétrie  est  indéterminé. 
Considérons  les  autres  symétries. 

i"  Oz  axe  binaire.  —  Une  rotation  de  i8o°  laisse 
intacts  les  premier,  troisième  et  cinquième  groupes, 
tandis  qu'elle  change  le  signe  des  quatre  autres;  donc 
tous  les  groupes  ne  peuvent  subsister  et  l'équation  doit 
se  réduire  à  l'une  des  deux  formes 
,  Aj!»+3B«»-i-3Ga-i-D 

/  ax*-¥^bx^y+.^cxY'^ 

(Pi)  ^dy^-^ii'-Khx^ky) 
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La  forme  (^i)  peut,  dans  cvrtaiiis  cas,  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétrie  passant  par  O  z,  savoir  lorsque 
par  une  rotation  des  axes  autour  de  Oz,  ou  peut  faire 
disparaître  à  la  fois  les  deux  termes  du  premier  degré 
enxou^.  Mais  ou  voit  qu'en  même  temps  l'équation 
est  privée  des  termes  du  premier  degré  en  y  ou  X,  de 
sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  plan  de  symétrie  sans  qu'il 
y  en  ait  uu  second  passant  aussi  par  Oz,  ce  que  l'on  pré- 
voit aisément. 

Les  deux  plans  dont  il  s'agit  sont  des  plans  de  symé- 
trie proprement  dite  si  les  axes  sont  rectangulaires,  des 
plans  de  symétrie  oblique  analogues  aux  plans  diamé- 
traux des  quadriques  si  les  axes  sont  obliques. 

La  forme  (pj)  ne  peut  au  contraire  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétrie  passant  par  Oz  saus  se  décom- 
poser. 

Mais  elle  peut  représenter  des  surfaces  ayant  z^o 
pour  plan  de  symétrie,  tandis  que  de  telles  surfaces  ne 
peuvent  ^trc  représentées  par  { ^i  ),  car  si  l'on  avait  à  la 
fois  A^C^o,  m  =  p  =  ç^ola  surface  ne  serait 
plus  du  troisième  degré. 

La  forme  (^a)  représente  une  surface  à  plan  de  symé- 
trie z  ^  o,  si  u  =  c  =  o,  et  l'on  voit  qu'alors  la  surface 
a  l'origine  pour  centre  de  symétrie. 

3°  Oz  axe  ternaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  lao" 
reproduise  l'équation  (i),  il  faut  que  les  quatrième, 
sixième  et  septième  groupes  de  termes  disparaissent; 
que,  de  plus,  les  groupes  mx'-i- 2p  xy  +  qy'  et 
^x'+  2sxy+ty',  égalés  à  des  constantes,  représentent 
des  cercles  et  enfin  que  le  deuxième  groupe  égalé  à  zéro 
représente  trois  droites  formant  entre  elles  des  angles 
de  60°.  Comme  on  peut  supposer  tes  axes  Oj:  et  Oy 
orientés  de  manière  que  l'une  de  ces  droites  ait  la  direc- 
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tioii  de  l'axe  des  x,  l'étjuaiion  se  réduit  à  U  rorme 

l  Aa'+SBa'+SC^-i-D-i-rfjf^'— 3a^") 

Ainsi,  l'on  voit  que  dans  le  cas  de  la  syméliîe  lemairc 
on  a  nécessati-emeiit  trois  plans  de  symétrie  passant 
par  Oz  (qui  sont  aotuelletnunlle  plan  zOj  et  deux  autres 
inclinés  de  60°  ontaOj-). 

Si  A  ^  C  ^  m  ^  o,  on  a  en  outre  le  plan  de  symétrie 
z=:  o. 

Si  c'est  le  paramétre  A  qui  est  nul,  on  a  fi'S  suiTacet 
de  révolution  et  il  aisé  de  voir  qu'on  les  a  toutes. 

Ainsi,  il  suflîl  d'ajouter  une  seule  louditiou  pour 
passer  des  surfaces  à  symétrie  ternaire  aux  surfaces  de 
l'évolution. 

Ou  peut  remarquer  immédialemeiit,  ici,  que  le  groupe 
y  {y^  —  ^-*"°)>  égalé  à  une  constante,  représentant  une 
eubique  plane  qui  a  la  symétrie  ternaire  et  non  U  sy- 
métrie senaire,  les  surfaces  du  troisième  ordre  u'ont 
jamais  la  symétrie  senaire,  à  moins  d'élre  de  révolution. 

Si  l'axe  de  symétrie  ternaire  est  la  droite  d'iutersec- 
tiou  des  plans  bissecteurs  du  trièdrc  Osrj  z,  l'équation 
de  la  surfaec  a  la  forme  (') 

A  (*•-*-■_>-> -H  ^>) -H  ih(3-*jr-\-jr*X-^-  8>a-) 

-»-  3  E  (xï-t- j'-i-  3»)  -H  6  F  i^y-i-ys  -t-  jx) 

-i-3G(n-^-;-;)-i-H  =  o. 

S"  O  z  axe  quaternaire.  —  On  trouve  par  des  rema- 


(')  Il  fsl  aisé  dn  voir  (jiie  cette  ^qualiuii  csl.  au  fond,  la  u 
nrlle  qui  rsl  dunnée  {JVouvtllet  Annales,  ili'_fi;  p.  4i'>)  ^ar 
iDiijiinrs  <l<r  l'étiuatinn  (_l)  fiiirc  disparaître  le  terme  3sB'. 

{-)  ()d  v^rilii  aiiiÛTnent  que  les  trois  plan;  t)i9Sect«UT9  » 
de  syiiuHric. 
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iiiKmeiits  aitulogues  i'équalion  dos  surfaces  de  révolu- 
lion.  AJDsi,  l'axe  de  syniétrlu  ne  |>cut  être  (|uaLeriiaii'e 
sans  èlm  de  révolution,  c'est-à-dire  d'indice  indéter- 
miné. 

Il,  —  Surfaces  nu   quatrième  ordiif.. 
L'éc|ualion  générale  peut  s'éci  in; 

((Aj!'+,1B;>-i-6Cï>-(- ilDs-t-  E) 
-i-(aj-^-i-  ibx'y-^fiG  a-*/»  h-  4  tlj-y^  +  ej'  ) 
+  1(4  /j-»  +12^  T'y  +  I  a  A  xy'  -+■  4  ty'  ) 

.      +(4'-*»-4-ia«ar«_x  +  i^txjr*-\-  ^uy*) 

I  +3(iaFa-»+34GJ7--i-  lallj') 

f     +,î»(iaLi+iaM^)-i-(iaN:ri  +  a4Pr^-i-iaQ^') 

Cliacun  des  onze  groupes  dont  se  compose  le  premier 
membre  de  celte  é(|uaiion  doit  se  reproduire  par  uii« 
rotation  autour  de  l'axe  de  symétrie,  s'il  y  en  a  un,  la 
rotation  ayant  la  valeur  îndicjuée  par  l'îndicc  de  l'axu. 

II  en  résulte,  comme  dans  le  cas  i>récédent,  que  la 
symétrie  quinaire  ne  peut  se  présenter  ici,  à  moins  que 
la  surface  ne  soit  de  révolution. 

Considérons  donc  les  autres  symétries,  Oz  étant 
encore  l'axe. 

I  ■■  Symétrie  binaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  1 8o° 
fasse  coïncider  la  surface  avec  elle-môinc,  l'équaiion 
doit  se  réduire  à 

/  A3'-h4Bj!"  +  6Gj*+4Dï  +  E 
I      -i-6-'('^'-'-a«ia-_f--(-«j'>) 

j       +.a-([-':r»+aG^^+nj") 

\  +  i-i[Sx'+:>l'3^y  +  C}y'=o 

OU  à 

^''"        I       +4«'(/'^  +  7^)+  ,-iz\L^  +  My) 

[  +6;:(Rx+Sj)-i-4(Tx  +  Vj)  =  ... 
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Cotnmc  dans  le  cas  des  surtaetis  du  IroUième  ordre, 
la  ibrine  (  p,)  ne  peut  rc préseiiier  des  surfaces  à  plan  de 
s^mélrif,  passant  par  Oz,  sans  se  décomposer.  Maïs 
elle  peut  en  représenter  qui  aient  e  ^  o  pour  plan  de 
symétrie,  savoir  s!  l'on  a 

/=g  =  h  =  /:=p  =  g  =  K  =  S=o. 

L'origine  est  alors  centre  de  symétrie. 

Mais,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troisième 
ordre,  la  forme  (^i)  peut  aussi  représenter,  sans  qu'il  y 
ait  dégénéreseencc,  des  surfaces  ayant  z^o  pour  plan 
de  symétrie.  Il  suftit  que  B=:D^F^G^A^o. 

La  surface  (p,)  aura  un  plan  de  symétrie  passant 
par  O  z,  si  l'on  a  (ou  si  l'on  peut  avoir  par  une  rotation 
convenable)  7ri  =  A^rf  =  G  =  P^0. 

On  a  encore  un  plan  de  symétrie  perpendiculaire  an 
premier  (particularité  indépendante  du  degré  de  la  sur- 
face et  qui  se  présente  pour  toute  figure  ayant  un  axe 
de  symétrie  binaire  et  un  plan  de  symétrie  passant  par 
cet  axe). 

a°  Symétrie  ternaire.  —  On  voit  que  les  cinquième, 
huitième,  dixième  et  onzième  groupes  de  termes  doi- 
vent disparaître,  que  de  plus  les  quatrième,  septième  et 
neuvième  groupes  doivent  représenter  des  cercles  nuls 
ainsi  que  le  second  qui  est  alors  de  la  forme  (x'+j-*). 
L'équation  se  réduit  alors  à 

[      +  4/-Y,Y,Y,+  i2F(3-'-t-^»)a  +  12  N(i>-t-^ï)  =  o. 

où  XiXiXj  =  o  et  Y|YiY»=o  représentent  deux 
groupes  de  trois  droites  passant  par  l'origine  et  faisant 
entre  elles  des  angles  de  tio",  mais  qui  ne  sont  pas  né- 
cessairement orientés  de  la  même  manière,  de  sorte  que 
l'on  ne  peut  pas,  en  général,  les  ramener  à  la  fois  à  la 
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formey(y'  —  3a:')  par  une  rotation  autour  de  Oz  des 
ases  lie  coordooiiées. 

Il  en  résulte,  les  droites  de  l'un  de  ces  groupes  pou- 
vant former  un  angle  quelconque  a  avec  les  droites  de 
l'autre,  cjue  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troi- 
sième ordre,  l'existence  d'un  axe  de  symétrie  ternaire 
n'eiitratne  ici  celle  d'aacun  plan  de  symétrie  passant 
jiar  cet  axe. 

Toute  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendicu- 
laire  à  Ozest  une  quartique  plane  ayant  O  pour  centre 
de  symétrie  ternaire  et  dont  l'équation  a  la  forme 
(a-i+_yi)i-)-7nll,0,U,+  n(a:>  +  ^')(/>  =  o. 

UiUaUg  représentant  (égalé  à  zéro)  trois  droites  passant 
par  l'origine  et  faisant  entre  elles  des  angles  de  60".  On 
voit  que  celte  courbe  a  aussi  trois  axes  de  symétrie  (qui 
sont  perpendiculaires  aux  droites  U,,  Ug  et  Uj). 

Mais  il  importe  ici  de  remarquer  que,  pour  les  degrés 
supérieurs,  l'existence,  pour  une  courbe  plane,  d'un 
centre  de  symétrie  ternaire  n'entraîne  pas  celles  d'axes 
de  symétrie,  de  même  que  dès  le  quatrième  ordre  nous 
voyons  que,  pour  les  surfaces,  l'axe  de  symétrie  ter- 
naire n'entraîne  pas  l'existence  de  plans  de  symétrie. 

3°  Symétrie  (/uaternaire.  —  Les  troisième,  cin- 
quième, sixième,  huitième,  dixième  et  onzième  groupes 
de  termes  doivent  disparaître  de  l'équation;  les  qua- 
trième, septième  et  neuvième  groupes  doivent,  égalés 
à  des  constantes  quelconques,  représenter  des  cercles  ; 
le  deuxième  doit,  égalé  à  une  constante,  représenter 
une  courbe  du  quatrième  ordre  à  centre  de  symétrie 
quaternaire,  c'est-à-dire  coïncidant  avec  elle-mâme  après 
une  rotation  de  90"  autour  de  ce  centre. 

Il  faut  donc  que  ce  groupe  se  reproduise  par  la  trans- 
formation j:  =—y,/  =  H- y, et  pour  cela  qu'il  ait  la 

Ann.  de  JHalltemal.,  3*  série,  l.  XVI.  (Octobre  1S97.)  3o 
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forme ax' +  ibx'j-  +  (îc:i*_^* —  4^-^J*  +  «^*'  Ainsi, 
l 'équation  se  réduit  â 

/  A«»  +  4B=>  +  6Cjï-h4Di  +  E 

La  surface  n'a  pas,  en  géniîral,  de  plan  île  sjmélrie 
passant  par  Os.  Elle  en  a  un  si  m  =  o.  Elle  est  de  ré- 
volution si  a=o.  Les  sections  pcipeudiculaires  à  Oz 
sont  des  courbes  de  la  forme 

qui  n'ont  pas  d'axe  de  symétrie  en  général,  maïs  sini- 
plemeiit  un  centre  dei  symétrie  quaternaire. 

Des  reinai'ques  aussi  simples  conduiraient  aux  for- 
mules des  surfaces  d'ordre  supérieur  au  quatrième,  pos- 
sédant des  axes  de  symétrie.  Avec  les  surfaces  du  cin- 
quième ordre  apparaît  pour  la  preiuièi-e  fois  la  symétrie 
quinaire. 

Dans  le  cas  des  surfaces  du  troisième  ordre,  la  symé- 
trie binaire  seule  donne  des  surfaces  pouvant  n'avoir  pas 
de  plan  de  symétrie  passant  par  Vixe;  mais,  dans  celui 
des  surfaces  duqualrième  ordre,  l'existence  des  symétries 
ternaire  et  quaiernaire  n'entraine  pas  plus  que  la  symé- 
trie binaire  l'existence  de  tels  plans  de  symétrie. 

Au  lieu  de  considérer  les  surfaces  d'ordres  supérieurs 
au  quatrième,  cherchons  les  équations  des  surfaces  du 
troisième  dei^ré,  présenlaul  plus  d'un  axe  de  symétrie. 

Eu  considérant  successivement  les  formules  (^,)  et 
(Pi),  groupant  dans  chacune,  relativement  à  x,  comme 
nous  avons  groupé  relativement  à  ;,  nous  déduirons  par 
des  raisonnements  analogues,  de  (^i)  les  formes 

(PiP'i)       6/)j-^J4-3/-a:'-^3/_j'>-t-3Bs»-i-D  =  o, 

(  3,  ?',)     A  ï'  -h  3  yîjï  -H  3  »tx'  ;  -(-  fi j j'/  -r-  î  Ca  =  o, 
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et  dt;  { ^3  )  les  formes 

(  p, pl )     a:r>  +  3  cajï  +  3  A:r 3»  +  6 i'j'3  -H  3/ar  =  o, 
{ Pi  PI)     rfr'  +  3X-/Î*  +  3  6i's  +  6  «ara  +  igy  =  o, 

represeatant  toutes  des  surfaces  ayant  aussi  Ox  pour 
axe  de  symétrie.  En  examinant  ces  quatie  formes,  on 
voit  que  les  trois  dernières  se  ramènent  à  un  même 
type,  qui  sera  par  exemple  (en  prenant  les  coefficients 
à  indices) 

(II)  Aii,«'+3A|May'-*-3A,itar^>-i-6A„i_ya-»-4A|nx  =  o. 
La  première  équation  peut  s'écrire 

(I)      6A|„»j'a  +  3A,,ia;'  +  3A,ii_y'  -+- 3  A,„s» -i- Atu  =  o. 

Pour  les  deux  formes,  le  troisième  axe  Oy  est  aussi 
axe  de  symétrie  binaire. 

Si  Aji,  =  o,  la  forme  (II)  représente  des  surfaces  à 
centre,  mais  la  forme  (I)  ne  peut  en  représenter  sans 
qu'il  y  ait  dégénérescence. 

Revenons  aux  formules  (P,),et  (p])et  cherchons  si 
l'axe  Ox  peut  être  axe  de  symétrie'  ternaire. 

La  première  représentera  des  surfaces  ayant  un  tel 
axe  si  l'on  a  p=:«i=j^C  =  o,  /  =  B,  ^^^ —  3A; 
elle  se  réduit  alors  à 

(III)  A,„j(*»— 3^»)  +  3A,n(^>-hii)-(-3A,n37>+Aui  =  o. 
Pour(^i),  les  condilîons  sont 

b  =  u  =  g  =  o,        h^c,        k  =  -3d 
et  l'équation  devient 

(IV) 


j  Aiiia:'-!- A,„^(^»— 33:') 

(       ^-3A,„a^(/'-^•)-+-6A„^73 


Les  surfaces  (III)  ou  (IV)  ue  peuvent  avoir  Oy  pour 
xc  de  symétrie  binaire  sans  se  décomposer. 
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Il  esl  iuulile  di;  clierchcr  si  le  second  axe  Ox  peut 
èlre  quaiernaîre,  car  nous  avons  déjà  vu  que  la  préscni-e 
d'un  seul  axe,  s'il  est  quaternaire,  entraiue  la  consé- 
quence que  la  surface  du  troisième  ordre  esl  de  révolu- 
tion. Nous  ii'aurious  doue  que  des  cas  particuliers  de 
surfaces  de  révolution,  savoir  des  cas  de  dégéné- 
rescence. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  des  sur- 
faces du  quatrième  ordre  ayant  deux  ou  trois  axes  de 
symétrie  de  même  espèce  ou  d'espèces  diSerentes. 


[Rie] 

Slili   L8  JOINT  BE  CARDAN; 


Par  m.  Th.  CARONNET. 


Le  joint  universel  de  Cardan  est  utilisé  pour  trao^ 
former  une  rotation  autour  de  OX  en  une  rotation  au- 
tour de  OY,  l'angle  XOi  étant  compris  entre  iSS'  et 


L'ai'bre  OX  est  terminé  par  une  fourchette  ÂKC 
dont  les  extrémités  sont  traversées  par  l'une  des  bran- 
ches AC  d'un  croisillon,  dont  l'autre  branche  BD,  per- 
pendiculaire à  la  première,  lui  est  invariablement  liée 
cnO. 
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Le  second  arfarc  OY  est  pareillement  terminé  par 
une  fourchette  BHD  qui  s'articule  de  la  même  façon 
avec  le  croisillon. 

La  théorie  de  ce  mécanisme  consiste  surtout  dans  le 
calcul  du  rapport  des  vitesses  angulaires  des  arbres  OX, 
OY,  et  nous  nous  proposons,  dans  cette  Note,  de  don- 
ner ua  procédé  simple,  et  nouveau,  croyons-nous,  pour 
arrivera  ce  résultat. 

Supposons  qu'on  elTectue  une  rotation  autour  de  OX  ; 
on  voit  sans  difSculté  qu'on  pourra  passer  d'une  posi- 
tion du  croisillon  à  une  autre  en  le  faisant  participer  à 
cette  rotation  et  en  lui  imprimant  une  seconde  rotation 
autour  de  AC. 

Par  suite  le  déplacement  infinitésimal  du  croisillon  est 
une  rotation  qui  résulte  de  la  composition  des  deux 
précédentes. 

En  vertu  de  la  transmission  du  mouvement,  cette  ro- 
tation devra  pouvoir  se  décomposer  eu  deux  autres, 
l'une  autour  de  BD,  la  seconde  autour  de  l'axe  OY. 

En  résumé,  si  to,,  i»',,  ui,  u^  sont  les  valeurs  algé- 
briques des  rotations  autour  des  directions  OX,  OA, 
OY,  OB,  nous  aurons,  en  projetant  sur  un  axe  quel- 
conque, 

(<u,)-t-(<o',)  =  (<u,)  +  ('-i)- 

Or,  projetons  sur  OX  et  sur  OB,  nous  aurons,  a  étant 
le  supplément  de  l'angle  XOY, 

tt.,  =  -  tu,  CM  f  -H  «>',  cos  Boi, 
(u,coséœï  =  <oi; 
d'où,  eu  éliminant  <o^, 
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La  direction  OB  balayant  le  plan  perpendicalaîrci 
OY  en  O,  noua  obtenons  le  Tableau  suivant  pour  la 
variation  de  ~  lorsque  l'arbre  OX  fait  un  tour  com- 
plet : 


«Si 

90' -<p 

go' 

90'+? 

no" 

90»— 0 

01, 

cosy 

^ 

cos? 

7^, 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  arbres 

oscille  donc  entre  cos«  et ■ 

'         cos» 


[08e] 

SUR  LB  »fiPL4CBMSST  BDK  TIIAXGLB  VARIABLE 
8BHBURLB  A  IN  TRIANCU  IWNNfi; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


Par  une  voie  indirecte,  M.  Tarry  a  clé  amené  au 
théorème  suivant  : 

Si  les  sommets  n  et  b  tfu  triangle  abc,  semblable  à 
un  triangle  Jixe,  décrivent  deux  droites  parallèles  ai^ 
et  bh',  tordre  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  c 
est  égal  à  la  classe  de  ta  courbe  enveloppe  du  côté  ab. 

J'ai  donné  de  ce  théorème  une  démonstraiion  par  les 
coordonnées  parallèles  d'où  j'ai  déduit,  en  OHtre,  quel- 
ques autres  remarques  { '  ).  Je  vais  l'établir  ici  par  une 
méthode  purement   géométrique,  en  observant  d'ail- 

(')  JVoHvellei  Annatts,  3-  Ainr.  1.  VllI,  p.  ."iiH,  et  t.  IX,  p.  kv- 
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leurs  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  sî  1c  càté  ab 
pivote  autour  d'un  point,  le  sommet  c  décrit  une  droite. 
Remarquons  d'abord  que  les  angles  a,  &  cl  c  étant 


constants,  les  normales  oa  et  «a  aux  enveloppes  des 
côtés  ni  et  oc  se  coupent  en  un  point  a  de  la  normale 
en  o  à  ta  courbe  que  décrit  ce  point,  c'est-à-dire  de  la 
perpendiculaire  aa.  à  an' .  De  même  les  normales  op  et 
m ^  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  b^h  bb',  et  la 
normale  c  Y  au  lieu  décrit  par  c  passe  par  le  point  de 
rencontre  v  des  normales  na.  et  m^. 

En  outre,  le  triangle  a.^y  ayant  ses  côtés  respective- 
ment perpendiculaires  à  ceux  du  triangle  nbc  est  sem- 
blable à  ce  triangle  (  <  ). 

En  raison  du  parallélisme  des  droites  a  a  et  6  p,  on  a 


H  ca  résulte  que  les  droites  oc  et  o y  sontliomologues 
dans  les  deux  triangles  et,  par  suite,  que  les  triangles 


(')  Cas  paniciilier  d'une  propriélé  donnée  par  M.  Mannheini  dan» 
ion  Cour*  de  Géomélrie  dticriptive.  i'  éditioD,  p,  171. 
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ocy  et  ob^  sont  semblables.  Donc,  l'angle  que  cy  fait 
avec  son  homologue  bp  est  égal  à  l'angle  cob,  et,  si 
nous  prenons  la  tangente  a'b',  eu  c,  à  la  courbe  que  dé- 
cm  ce  point,  c'est-à-dire  ta  perpendiculaire  à  cf,  nous 
voyons  que  l'angle  que  cette  tangente  fait  avec  bb',  per- 
pendiculaire à  &p,  est  égal  à  l'angle  cob. 
De  là  ce  théorème  : 

L'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  te 
point  c  fait  avec  la  direction  des  parallèles  ad  et  bb' 
est  égal  à  l'angle  que  la  droite  Joignant  le  point  c  au 
point  o,  où  le  côté  ab  touche  son  enveloppe,  fait  avec  ce 
côté. 

La  propriété  énoncée  plus  haut  résulte  immédiatement 
de  ce  dernier  théorème.  En  elTet,  si  le  côté  ab  pivote  au- 
tour du  point  o,  le  rapport  —p  étant  constant,  l'angle 
que  oc  Tait  avec  ab  l'est  aussi;  par  suite,  la  tangente  â 
la  courbe  que  décrit  le  point  c  a  une  direction  constante 
et  cette  courbe  est  une  droite. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  Ali  CONCOURS  GBNÉRIL 

DE  NiTHÉMATIOUES  SPÉCIALES  EN  11897; 

pAk  M.  RICHARD, 

ProteaeuT  aa  lycée  de  Tours. 


Soit  oabc  un  tétraèdre  T  trireciangle  au  sommet  o 
et  dont  les  arêtes  oa,  ob,  oc  ont  la  même  longueur  l. 
et  d  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 
On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rappoit 
à  un  trièdrc  trirectangle  fixeO\,0\ ,  OZ,  de. 
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que  les  points  A,  B,  C,  D  décrivent  respectivement  des 
plans  qui  ont  pour  équations  Y-f-Z^o,  Z-t-X^o, 
X4-Y  =  o,  X  +  Y  +  Z+^  =  o. 

1°  Démontrer  que  les  points  symétriques  de  k,^,  C, 
D,  par  rapport  aux  arêtes  du  tétraèdre,  décrivent 
également  des  plans. 

2°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S,  décrite  par 
le  sommet  o  du  tétraèdre  T.  S  est  du  quatrième  ordre 
avec  un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a.  d'une  droite  double  passent 
deux  droites  S  et  3'  qui  rencontrent  la  surface  S  en 
quatre  points  confondus.  Pour  quelles  positions  de  a., 
S  et  S'  coïncident-elles  ? 

4°  Tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  S  suivant 
deux  coniques.  Ces  deux  coniques  se  confondent  pour 
quatre  positions  particulières  du  plan  tangent. 

X,  Y,  Z,  X,  y,  S  étant  les  coordonnées  |d'un  même 
point  M  par  rapport  au  trîèdre  fixe  et  au  trièdrc  mobile, 
on  a  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 

I  Z  =  3„H-Ya:'-(-Yy-i-ï'î'. 

On  obtiendra  les  coordonnées  du  point  A,  par  exemple', 
en  faisant  x' ^  l,  y'=z'=^  o.  On  aura  donc,  pour  ce» 
coordonnées, 

Enexprimant  quecepoîut  estdansle  plan  Y  +  Z^o, 
on  aura  l'équation 

de  môme,  puisque  le  point  Best  dans  le  pianZ-i-X;=(i, 
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et,  puisque  le  point  C  est  dans  le  pUa  X  +  Y  ^  o, 

(4)  3:<,4-^,-.-(<l'H-p')/=0. 

Enfin,  le  point  D  (x'=  -.j)''=  -.  3*=:  -  j  étant  dans 
le  plan  X  +  Y  +  Z+7  =  o,  onala  relation 

Entre  (a),  (3),  (4),  (5),  éliminons  Xo,  J't,  3,;  on 
trouve,  par  un  calcul  facile,  la  relation 

(6)  a  +  p'  +  Y'=o. 

Les  formules  d'Olinde  Rodrigues  donnent  les  n<;af 
cosinus  en  fonction  de  trois  paramètres  À,  [x,  v,  ou 
mieux  en  fonction  de  quatre  paramètres  homogènes 
X,  (Ji,v,  p;en  posant  ponr  abréger  A  =  p*  +  X*-H[x"-i-v', 


Itl^H+^Pl  e-^  p'-X'+|/*-v*  arn--- 


1    '~  A  '  û  *~  A 

en  ayant  égard  à  ces  formules,  la  relation  (6)  devient 
p*^o;  ainsi  p  est  nul.  Dès  lors,  les  formules  (^)  se 
simplifient. 

Résolvons  maintenant  les  équations  (2),  (3),  (4)  P'^ 
rapport  à  x^,  y^,  z«,  puis  remplaçons-j'  les  cosinus  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (7);  on  trouve,  par  un  calcul 
facile, 

auv/  l'Ai  i\iil 

(8)   .,=_-f;_,     ^„=^— .     ..= — ^, 

où   i  :=  À'  +  Ll'  -I-  V^ . 
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Alors  les  formules  (i),  où  l'on  aura  remplacé  x^^yai 
Zn  et  les  neuf  cosinus  par  leurs  valeurs,  donneront  les 
coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  d'un  point  do  la 
surface  décrite  par  un  point  quelconque  de  la  figure 
mobile. 

Le  symétrique  de  A,  par  exemple,  a  pour  coordonnées 
^^  —  l,  y^o,  z'=o;  on  a  donc  pour  ce  point 

iX  =  -  2  nv  /  -  (  X>  -  ^'  -  v>  l/, 

AZ  =  — îXji/  — avX/; 

d'où  l'on  déduit  facilement  Y  —  Z  =  o.  C'est  l'équation 
d'un  plan  que  décrit  ce  point. 

Oe  mAme,  tes  symétriques  de  B  et  C  décrivent  respec- 
tivement les  plans  Z  —  X^o,  X  —  Y^^o. 

Le  symétrique  de  D,  par  rapport  à  Oz',  a  pour  coor- 
données jr'^ .  y^ 1  z' ■=.  -,  de  sorte  que  ses 

coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  sont  données 
par  les  formules 

iX  X'~H'-vt 


..._,.. ^±z4zii^; 


et  par  suite,  ce  point  décrit  le  plan 


de  même  les  deux  autres  symétriques  de  D  décrivent  les 
plans 
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a"  D'après  les  formules  (8),  on  a,  pour  les  coordon- 
nées du  sommet  du  tétraèdre  T, 

3|j.v/  avX/  iXfi.1 

3-  —,        y-         —,         s  ^. 

pour  trouver  l'ëquatîoa  du  lieu  de  ce  poiut,  remarquons 
que 

yt  _       aX'f  ix  _       aji'/  xy  _       av'i_ 

ajoutons  et  remplaçons  X'+  (x*-t-  v'  par  A;  on  a 

-f-Zf-H— +!^=—  ■*/ 

ou  bien 

C'est  l'équation  de  la  surface  cherchée. 

On  voit  immédiatement  que  l'origine  est  ua  point 
triple,  et  les  axes  de  coordonnées  des  lignes  doubles. 

3°  Une  droite  passant  par  un  point  de  l'un  des  aies, 
par  exemple  de  OX,  a  pour  équations 

i  =  a  +  X«,         y  =  \v,         z  =  \w. 

Substituant  dans  l'équation  de  la  surface  et  divisant 
par  X*,  on  a 

(a-+- Xu)'(p>-(- »'>)  +  i''w»X»-+-a^(ct-K  Xm)i'i»' =  o: 

pour  que  cette  équation  ait  encore  la  racine  double 
X  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  de  ),  cl  le 
terme  indépendant  soient  uuls;  ceci  donne 

a{pi-+.  «<i)  +  -ilvw  =  o, 
u[a{t>t -t- w') -h  l«w]  =  o; 

i:es  deux  équations  donnent  u^o,  et  l'équation  eu  - 
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on  a  donc  bien  dt^ux  solutions  à  h  question.  Les  dt^ux 
droites  obtenues  sont  confondues,  si  a  =  ±  /, 

4°  Un  plan  quelconque  coupe  la  surface  suivant  une 
quartique  ayant  trois  points  doubles  (un  sur  chaque 
axe).  Si  ce  plan  est  langeni,  il  y  a  en  outre  un  point 
double  au  point  de  contact.  La  courbe  ayant  plus  de 
trois  points  doubles  se  décompose;  elle  ne  se  décompose 
pas  en  une  droite  et  une  cubique,  car  trois  des  points 
doubles  seraient  en  ligne  droite  ;  elle  se  décompose  donc 
bien  en  deux  coniques. 

Considérons  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées 
trilinéaires  sont  X,  [Ji,  v  :  à  chaque  point  du  plan  corres- 
pond le  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont 

iliyl  _        l'Ai  aXfi/ 

un  plan  Ax-|- By  H- Cj -I- D^o  coupe  la  surface 
suivant  la  quartique  qui  a  pour  correspondante  la  courbe 

plane 

aA[ivf-t-'jBvX/-HaGX|ji/— DA  =  o, 

où  i  ^  ),'  +  (i'  +  V*. 

Cette  conique  se  décompose  en  deux  droites  si  le  plan 
est  ungcnt.  Ceci  fournit  sans  peine  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  surface. 

Si 

A  =  B  =  C=^. 

on  voit  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  co- 
nique est  le  carré  de  )>  +  [j.  +  v  ;  on  verra  de  même  que 
si  A=-B  =  -C=~  j  ou  si  -A  =  B=— C=-  ?- 
ou  si  — A^ — B=^C^ —  71  le  plan  coupe  la  surface 
suivant  des  coniques  confondues  ayant  pour  représenta- 
tions planes  les  droites  ).-|-v  —  f^^o,  v  —  X-|-ii^o, 
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Il  +  X  —  v^o;  ce  qui  achève  de  démontrer  la  dernière 
partie  de  l'énoncé. 

yoir,  au  sujet  de  ce  problème,  une  Note  de  M.  Dar- 
boux,  à  Ja  fin  de  la  Cinématique  de  M.  Koculgs. 


sourrioiiis  de  questions  pronsebs. 

QneattOB  17W. 

Soi(/(x)=D   une   équation   réciproque   de  degré  nm 
n'ayant  pat  de  racine  commune  aeec  x^~~i'=o. 

Si  l'on  pose  x  =  ^-y= ?  /  équation  en  y  est  de  degré  m 

Vy-i 

et  le  produit  de  ses  racinei  est  égala  (— i)'"'^7"V" 

Si  l'an  pote  X  A —  =  ai,  le  produit  des  racines  de  l'équa 
lion  Irans/ormée  est  égal  à 

■I-  /(o) 

Application  à  l'équation  binôme.  (A.  Pellet.) 
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I  mettant  des  jatlices  auit  lettres, 


En  donnant  à  p  les  valeurs  i,  -i,  3,  ...,  m  dans  ci 
mule,  oa  obtiendra  m  équations  qui,  étant  multiplié 
elles  membre  à  membre,  donneront 


(■ 


'^(i-'h-'<i-')-<^"-<i-) 


r  du  second  membre  est,  â  un  facteur  constant 
prés,  le  produit  des  racines  de  la  transformée  y(r  —  i)=o- 
c'est'à-dire  qu'il  est  égal  à  ^ — — ;  le  dénominateur  est  de 
même  le  produit  des  racines  de  la  transformée  /(x'  +  i)  =  o  : 
il  est  donc  égal  â  tj— ,*  car/(o)  est  égal  au  coefficient  dear"" 
puisque  l'équation /(;>;)=:  o  est  réciproque;  on  aura  donc 


y\y^yi---ym=\—^y 


:e  qu'il  fallait  démontrer. 

Deuxièmement,  la  relation  x -\ —  =  aï  peut  s'écrire 
'  X  "^ 

d'où,  avec  des  indices, 

„,=(0(«,-;)(i-.j, 

en  donnant,  dans  cette  dernière  formule,  i  p  les  valeurs 
'S,    ,..,  m,   et   mulliplianl   membre   à   membre    les  équa 
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,i  obtenues,  il  viendra 


ce  qui  peut  s'écrire,  d'après  ce  qui  précède, 

mais 

'-(-■)(- ■■)  =  (- 1)="^,        (.■)-  =  (-■)-<      ^, 

,  .  .       .    -  (-')-'~^  /('■) 

'■'•"■■■'— ^ /ÔT)' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Application  à  l'équation  binôme.  —  Une  équalion  binôme 
est  nécessairement  de  la  forme  ar'w  +  i  =  o,  m  étant  pair. 


yij'ty*---ym={—i)"' 


QUESTIONS. 


1783-  Étant  donnés  deuv  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont 
es  huit  points  communs  â  trois  quadriques,  on  leur  circon- 
icrit  deux,  quadriquea  tangentes  entre  elles  en  tous  les  points 
l'une  courbe  plane  :  enveloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

(K.  Dl-P0H(j.) 


Dçiilizedbv  Google 


{  -185  ) 


PREMR  CONCOURS  SES  "  NOUVELLES  ANNALES  ' 
POVR  1898. 


Sujet. 

Exposer,  en  les  résumant,  les  diverses  théories 
qui  ont  été  successivement  faites  dans  l'étude 
de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  eorps  flottants, 
depuis  la  théorie  du  métacentre  imaginée  par 
Bouguer  jusqu'aux  travaux  tout  récents  de 
M.  Duhem. 


Principaux  travaux  à  consulter  : 


BoEtGVBR.  —  Traitd  du  navire,  de  sa  construciion  et  de  ses 
mouvements;  Paris,  1746. 

DUHAHEL.  —  Mémoire  sur  la  stabilité  des  corps  flottants; 
Paris,  i83i.  —  Note  sur  divers  principes  de  Mécanique  (Jour- 
nal de  l'École  Polrtecknique,  XXIV  Cahier,  i835). 

Poisson-  —  Traîlé  de  Mécanique,  Tome  II. 

A.  Bravais.  —  Sur  l'équilibre  des  corps  flottants  (Thèse 
soutenue  à  Lyon,  5  octobre  1837). 

MoSBLBï.  —  On  the  dynamical  stability  and  on  the  oscilla- 
tions of  Hoating  bodics;  London,  i85o. 

Clbbscei.  —  Ucber  das  Gleichgewich  stchwimmcnderKIirper 
{Journal  de  Crelle,  1860). 

F.  Rbech.  —  Cours  de  l'École  du  Génie  maritime. 

C.  Jordan.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants (^nna/t  di  Matematica  pura  ed  applieala,  1887). 

e.  GiiYou.  —  Théorie  nouvelle  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
des  corps  flottants  (tSevue  maritime  et  coloniale,  1879). 

P.  DuilEU.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants (Journal  de  Mitthémaliquei  purei  et  appliquée*, 
V  série,  t.  1;  i8ij>). 

Ann.  de  Ualhémnl.,  3"  série,  t.  XVI.  (Ncivembrf  1897.)        3l 
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Oonditioiia. 


Le  concours  est  ouvert  exclusivttment  aux  abonnés 
des  Nouvelles  annales  île  Malhémaliques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i"  A  UH  ci'édit  de  loo'''  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MM.  Gauthier- Villars  et  fils; 
a"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i3  MAI  1898,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  mai 
et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égat,  tes  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  ics  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  éleiidu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
■  5  juillet  1898,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus 
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nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
j  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Alémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portas sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteurdu  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
«visé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaitres'îl  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  «ous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédicteubs. 


LES  CERTIFICATS  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENGSS. 


La  Licence  es  Sciences  a  été  profondément  modifiée 
par  le  décret  du  ^2  janvier  1 896.  La  Licence  es  Sciences 
mathématiques  n'existe  plus  ;  il  n'y  a  maintenant  qu'un 
grade  unique  de  licencié  es  Sciences;  pour  l'obtenir,  il 
faut  justifier  de  la  possession  de  trois  Certificats 
d'études  supérieures,  délivrés  par  les  Facultés  des 
Sciences  à  partir  de  juillet  1 897.  Les  matières  auxquelles 
correspond  cUacuu  des  certiiîcats  varient  suivant  les 
Facultés. 

Eu  ce  qui  concerne  les  Sciences  mathématiques, 
nous  croyons  utile  d'en  donner  ici  Je  Tableau  : 

Paris.  —  Calcul  différentiel  et  Calcul  inléffral.  —  Mé- 
canique rationnelle.    —   Astronomie.    ~    .-tnalyse  supé- 
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Heure.  —  Géométrie  supérieure.  —  Mécanique  célerle.  — 
Physique  matkématigue .  —  Mécanique  physique  et  expé- 
rimentale. 

Besançon.  ^  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —  Astronomie.  —  Chronomitrie  théo- 
rique et  pratique.  —  Mécanique  appliquée. 

Bordeaux.  —  Mathématiques  préparatoires  aux  ensei' 
gnementsde  Mathématiques  et  de  Physique  {Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral.  Mécanique,  Cosmographie).  —  Calcul 
différentiel  et  intégral.  ~  Mécanique  rationnelle.  —  Ai- 


Oaen.  —  Éléments  généraux  de  Mathématiques  (Géomé- 
trie analytique,  éléments  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
et  de  Mécanique,  Trigonométrie  tphérique  et  ses  applica- 
tions à  l'Astronomie).  —  Analyse  infinitésimale.  —  .Véca- 

Olermont.  —  Calcul  iftfférentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique. —  Astronomie. 

Dijon-  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  -—  Astronomie. 

Grenoble.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —  Astronomie.  —  Analyse  supérieure. 

Lille.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Géométrie  supérieure.  —  Astronomie.  — 
Mécanique  appliquée. 

Lyon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle  et  appliquée.  —  Astronomie. 

HarseUle.  —  Analyse  infinitésimale.  —  Mécanique.— 
Astronomie. 

Uontpellier.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  .Mé- 
canique   rationnelle.    —    Algèbre    supérieure    ou    Astro- 

Nancy.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie.  —  Analyse  supérieure.  —  Al- 
gèbre .supérieure.  —  Géométrie  supérieure. 

PoiUerB.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  .Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Rennes-  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  .Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie, 

Toulouse.  —    Calcul  différentiel   et   intégral.  —   Méea- 


jbv  Google 


(-189  ) 

nique  rationnelle.  —  Mécanique  appliquée,  —  Astronomie 
ou  Mécanique  céleste.  —  Géométrie  supérieure.  —  Algèbre 
et  Analyse  supérieure. 

Nos  lecteurs  comprendront  que,  dans  leur  propre  în- 
téréi  comme  dans  celui  du  journal,  il  nous  serait  impos- 
sible de  reproduire  désormais  tous  les  sujets  de  compo- 
siliou  proposées  en  vue  de  ces  cerliiicats  par  les  diverses 
Facultés,  ainsi  que  nous  le  faisions  pour  l'ancienne 
Licence. 

Les  Nouvelle.^  annales  se  transformeraient  alors  en 
un  simple  Recueil  d'énoncés. 

Mais  nous  sommes  tiès  éloignés  cependant  de  vou- 
loir nous  désintéresser  de  cet, enseignement,  bien  au 
contraire;  et  (quelques  explications  à  ce  sujet  paraissent 
indispensables.  IVous  prions  instamment  nos Correspon- 
dauts  appartenant  au\  facultés  de  vouloir  bien,  comme 
par  le  passé,  nous  envoyer  tous  les  sujets  de  composi- 
tions après  cbaque  session.  Mais  ils  nous  permettront 
d'opérer  une  sélection,  et  elle  aura  lieu  en  principe  sur 
les  bases  suivantes  :  nous  éliminerons  tous  les  sujets 
consistant  simplement  en  questions  de  cours,  ainsi  que 
les  exercices  identiques  à  des  sujets  récemment  insérés, 
ou  n'ollrant  avec  ceux-ci  que  de  légères  dillérciices. 

En  Astronomie,  particulièrement,  nous  ne  rappelle- 
rons que  de  loin  en  loin  les  énoncés  avec  données  nn- 
méi'iques. 

Si  le  résultat  de  cette  première  élimiuation  est  encore 
trop  abondant,  nous  accorderons  une  préférence  parti- 
culière aux  sujets  qui  nous  sembleront  présenter  un 
caractère  de  problèmes- tvpes,  et  en  évitant  les  doubles 
emplois.  Nous  insérerons  aussi  tons  les  énoncés  qui 
paraitraicnt  avoir  nne  orignialilé  particulière  et  un  ca- 
lactèrc  de  nouveauté. 

A  ce  propos,  nos  Correspondants  seront  assez  aimables 
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pour  nous  signaler  les  sujets  auxquels  ils  attachcraicnl 
un  iniérÉt  spécial,  ctdout  pour  ce  motif  ils  désireraient 
l'insertion.  Cet  avis  aura  pour  nous  le  plus  grand  prix, 
Cl  nous  nous  y  conformerons  scrupuleuseuieot,  dans 
toute  la  mesure  du  possible. 

Aucune  solution  détaillée,  bien  entendu,  ne  saurait, 
en  général,  suivre  les  énoncés.  Tout  au  plus,  parfois, 
donnerons- nous  les  indications  très  sommaires,  et  de 
nature  à  faciliter  les  solutions,  que  nos  Correspon- 
dants auraient  jugé  utile  de  nous  envoyer,  en  même 
temps  que  le  sujet. 

Mais  lorsqu'un  sujet  déterminé  aura,  par  sa  nature 
même,  un  intérêt  plus  ^evé  que  celui  d'un  exerciceor- 
dinaire,  ou  pourra  fournir  matière  à  des  remarques 
originales,  nous  en  publierons  volontiers,  ultérieure- 
ment, une  solution  détaillée  qui  nous  serait  adressée 
par  l'un  de  nos  lecteurs.  Il  est  pi'obable  que  sur  chacune 
des  matières  des  certificats  nous  aurons  ainsi,  chaque 
année,  un  certain  nombre  do  solutions  dont  la  pubhca- 
tion  sera  précieuse  pour  les  candidats.  Ce  seront,  en 
effet,  du  véritables  modèles  de  eomposiiîons,  propres  à 
les  guider  dans  leurs  futurs  examens. 

Les  Nouvelles  annales  seront  d'autant  plus  heu- 
reuses de  continuer  à  apporter  ainsi  un  concours  conti- 
nuel aux  candidats  des  Facultés  des  Sciences,  que  ces 
derniers  ne  sauraient  le  trouver  dans  aucun  autre  Re- 
cueil périodique.  Il  ^  a  en  ellet  un  grand  nombre  Je 
journaux  mathématiques  destinés  aux  élèvesde  Mathé- 
matiques spéciales;  il  y  en  a  d'autres  contenant  des 
Mémoires  importants  de  haute  Mathématique.  Mais  au- 
cun ne  pouvait,  sans  sortir  de  son  cadre,  entreprendre 
la  tàclie  que  nous  nous  sommes  imposée,  en  ce  qui  con- 
cerne l'enseignement  des  Facultés. 

En  dehors  des  insertions  dans  les  Nouvelles  annales, 
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les  étudiants  qui  se  préparent  aux  divers  ccrtiCcals 
peuvent  toujours  s'adresser  à  la  Rédaction  pour  les  con- 
seils ou  les  renseignements  scientifiques  qui  pourraient 
leur  être  utiles,  et  uous  serons  heureux  de  les  leur  don- 
ner, dans  les  limites  où  nous  le  pourrons. 

Nous  croyons  deToîr  profiter  de  cette  circonstance 
pour  remercier  nos  Correspondants  des  villes  où  siègent 
les  Facultés,  et  leur  demander  la  continuation  de  leur 
précieux  concours,  dont  la  régularité  décuplera  le 
prix. 

LbB   R6D*CT&UEtB. 


[BlOa] 
SUR  Lt  R£BI!CTI0\  DES  FORMES  «(IADRATI«(IGS  BINAIRES; 

Pab  m,  a.  HURWIT2,  de  Zurich. 


il  des  Congresa  malhematical  Papert,  t 
Exposition  de  Cbicago,  i8:>3. 


r  M.  L.  LAUGEL.) 


La  méthode  d'après  laquelle  j'établis,  dans  les  pages 
suivantes,  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  quadra- 
tiques à  deux  indéterminées  repose  sur  ce  principe  qui 
consiste  à  reclierchei-  les  formes  dégéiiéiées,  c'est-à-dtre 
les  formes  de  déterminant  évanouissant,  puis  de  celles-ci 
à  remonter  aux  formes  générales,  o'esi-à-dire  aux  formes 
de  déterminant  non  évanouissant.  Ce  principe  se  montre 
d'une  grande  fécondité;  non  seulement  il  conduit  au 
but  très  aisément  dans  le  cas  ici  traité  des  formes  binaires 
»  coefficients  réels,  mais  il  est  encore  applicable  aussi 
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aux  formes  à  nombre  quelconque  d'indéterminées,  que 
ks   coeilQcients   soient  supposés   réels  ou  bien  com- 
plexes. 

Pour  faii'e  ressortir  clairement  le  point  central  de  la 
recherche  et  pour  arriver  en  même  temps  à  l'ioluitioD 
la  plus  évidente  possible  je  donnerai  aux  considérations 
en  question  une  forme  géométrique  particulière.  Il  n'y 
a,  du  reste,  aucune  difficulté  à  rendre  plus  générale  la 
représentation  géométrique  (en  admettant  la  générali- 
sation projective)  ou  encore  à  remplacer  la  représenta- 
tion géométrique  par  le  traitement  purement  analj'lique. 

1 .  Soient  ABC  un  triangle  équilaléral,  K  le  cercle  in- 
scrit, auquel  sont  tangents  les  côtés  du  triangle  aux 
points  M,  N,  L  (voir  Jig.   i).  Ces  points  partagent  la 


circonférence  du  cercle  en  trois  arcs  égaux  MN,  KL, 
LM,  que  je  nommerai  les  aies  partiels  (Ttieilbogen). 
Je  choisis  maintenant  CNM  comme  triangle  de  réfé- 
rence et  le  point  L  comme  point  i.  Alors  le  point 

décrit  la  circonférence  deK.  lorsque  le  paramètre  X  par- 
court tous  les  nombres  i-éels.  Par  suite  de  ce  fait  je 
désignerai  chaque  poiutdela  circonférence  parla  valeur 
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correspondante  du  paramètre,  en  surte  «jue  les  points  M, 
j\,  L  par  exemple  prennent  alors  la  désignation  oo,  o,  t. 

Désignons  ensuite  par  T  cette  rotation  du  plan  autour 
du  point  O,  centre  du  ceiele  K,  pour  laquelle  le  point  o 
se  transforme  eu  i,  i  en  oo,  co  en  o,  et  T*  celte  rota- 
tion pour  la(|uelle  o  se  transforme  en  oo,  ce  en  i ,  i  en  o. 

Si  ^1,  X3,  Xj  désignent  des  points  situés  d'une 
manière  correspondante  sur  les  trois  arcs  partiels  NL, 
LM,  MN,  alors  pour  la  rotation  T,  ),|  se  transforme 
en  Xî,  Xî  en  X,  et  î.j  en  X, .  Comme  le  rapport  anliarmo- 
ni<:]ue.de  quatre  points  sur  la  cii-conférence  n'est  pas 
altéré  par  la  rotation  T,  l'on  trouve  aisément  que 

Dans  ce  qui  suit,  ce  sont  particulièrement  les  points 
à  paramètre  kation.nel  qui  jouent  un  rôle  important, 
et  ce  sont  à  ces  points  que  se  rapportent  les  propositions 
et  définitions  qui  suivent.  Une  corde  j  = /j^  du  cei-cle  K 
sera  dite  une  corde  élémentaire  lorsque  p  ^  ~,  q  ^  - 
sont  des  nombres  rationnels  entre  lesquels  a  lieu  l'équa- 


En  s'appujfant  sur  les  équations  (a)  l'on  démontre 
facilement  qu'une  corde  élémentaire  est  transformée  par 
la  rotation  T  (et  de  même  par  la  relation  ï*)  en  une 
corde  élémentaire. 

Maintenantle  ihéorèino  suivant  est  d'une  importance 
capitnle   : 

1.  Les  extrémités  p  at  q  d 'une  corde  élémentaire  s 
sont  toujours  situées  sur  le  même  nrc  partiel. 

Jedémoutrci'ai  que,  si  l'on  admet  par  hypothèse  t^w! p 
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et  q  sont  situés  sur  des  arcs  partiels  différents,  on  est 
alors  conduit  à  des  contradictions.  Dans  cette  hypothèse 
il  y  a  essentiellement  trois  cas  à  distinguer,  eas  qui  cor- 
respondent aux  trois  combinaisons  des  arcs  partiels  pris 
deux  À  deux.  Ou  peut  s'en  tenir  au  cas  où  l'on  sup- 
pose p  situé  sur  l'arc  MiV,  et  par  conséquent  où  le 
nombre  p  ^  o  et  où  y  est  si  tué  sur  l'arc  LM  et  par  consé- 
quent où  le  nombre  '/^i.  Eu  effet,  cbacnn  des  deux 
autres  cas  peut  être  ramené  au  prérëdent  au  moyen 
d'une  des  rotations  T  et  T^.  Maintenant,  lorsque  ^^o, 
f^i.  l'on  a,  par  suite,  i%q  —  p%ca.  Maïs  l'unique 
combinaison  ^  =  0,9=^1,  pour  laquelle  ou  ai  tp  —  7=>) 
doit  être  exclue;  en  effet,  pour  cette  combinaison  p  Kiq 
sont  situés  sur  le  niâme  arc,  ici  l'arc  LN.  On  ne  peut 
pas  davantage  avoir  q  —  p  ^as;  c'est-à-dire  qu'un  des 
deux  nombres  p  et  q  ne  peut  pas  être  égal  à  co,  car 
autrement  p  fii  q  seraient  tous  deux  situés  sur  l'arc  ML, 
ou  bien  le  seraient  de  même  sur  l'arc  MN.  Par  suite 
q  — /}=:±  —  est  situé  entre  1  et  00  et  par  conséqueui 
±  ay  l'est  entre  0  et  1.  IMais  ceci  est  absurde,  puisque 
a  et  Y  sont  des  nombres  entiers, 

Maîntenaut  uti  triangle,  inscrit  dans  le  cercle  K.  et 
dont  les  c6tés  sout  des  cordes  élémentaires,  je  le  nom- 
merai un  triangle  élémentaire.  D'après  cette  dé6nitioii 
le  triangle  oiso  est  un  triangle  élémentaire.  TouU 
corde  élémentaire  s  =  pç  est  coté  commun  de  deux 
triangles  élémentaires. 

En  effet  soient  u^-,  o  =  -  et  r=;  -  un  troisième 
nombre  rationnel  quelconque.  Alors,  si  l'on  détermine 
X,  y  au  moyen  des  équations 
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on  rcconnait  que  p,  ij,  r  forment  un  triangle  éléincii- 
taire  lorsque  l'on  a,  et  seulement  lorsque  l'on  ax=±i, 
jr  ^"àzi.  La  corde  s  est  par  conséquent  côté  commun 
(les  deux  triangles  élémentaîies 

a^-s  ,    3-6 

p.q,r=  t et  p,q,T'  ■=  t . 

Comme  les  points  p,  q  sont  séparés  harmoniquemcnt 
par  les  points  c,  l' le  triangle  pqi^  peut  Cire  obtenu  au 
moyen  d'une  construction  très  simple  lorsque  le  tri- 
angle pqr  est  donné  {fig.  a).  De  plus  ce  même  fait  nous 


montre  que  les  deux  triangles  élémentaires  que  l'on 
peut  construire  ayant  une  même  corde  élémentaire, 
s  =  pq,  comme  côté  commun,  sont  situés  de  part  et 
d'autre  de  cette  corde. 

En  verlu  du  lliéorème  I  les  sommets  d'un  triangle 
élémentaire  qui  n'est  pas  le  triangle  o  i  oo  sont  nécessai- 
rement situés  sur  le  même  arc  partiel.  Par  conséquent 
le  triangle  oioc  ne  peut  avoir  aucune  portion  de  sur- 
face en  commun  avec  un  autre  triangle  élémentaire. 
On  a,  par  conséquent,  le  tliéorème  : 

II.  Aucun  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle  o  i  oo 
ne  peut  être  situé  en  même  temps  à  l'intérieur  d'un 
autre  triangle  é.lémenlaire. 
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2.  Mainteaanl,  à  loutc  Tornio  quadratique 

(3)  f=au^-\-%bav  +  cv* 

peuvent  être  adjoints  ces  points  dont  les  coordonnées 
sont 

(4)  j::y:s  =  a:b-.c. 

Auneformeycorrespondalorsun  jraînt  à  l'intérieur, 
sur  la  circonféreDce,  ou  bien  à  l'extérieur  du  cercle  K, 
selon  que  l'on  a  respectivement 

(5)  D  =i>-ac|o. 

Réciproquement,  à  tout  point  a:b:c  correspond 
uue  induite  de  formes  f,  notamment  les  (ormes 

où  p  peut  prendre  chaque  valeur  réelle.  Maintenant, 
pour  rendre  uniforme  (eiudeuiig,  univoque),  la  rela- 
tion entre  les  points  du  plan  et  les  formes  J,  je  regar- 
derai deux  formes  où  les  coellicients  respectifs  sont 
pro|>ortioniiels  mitre  eux,  comme  n'étant  pas  distinctes 
entre  elles.  On  remartjuera  encore  qu'au  point  X  de  la 
cirironférence  du  cercle  K  correspond  la  forme 

(7)  /=p(«'+îl«i'-i-l'P')  =  p(«  +  Xt.)*. 

Je  considère  encore  unt;  transformation  linéaire 
qnetconque  à  cocfiicients  nombi'es  entiers 

Par  l'cH'ct  de  celle  transformations,  la  forme  (6) 
esl  transformée  en 

(9)  /'=p(«H'>^/i'«'p'+c'p'', 
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OÙ 

|ii'=  aa'  -f-  aiaf  ■+■  cy'. 

*'  =  a<x^  •+■  6(afi  -)-  Pf  )  +  cyB, 

A  la  transformation  S  correspond  par  consétjaent  une 
collineation  (transformation  hotnograpliique)  du  plan, 
définie  par  les  formules  (lo),  que  l'on  peut  également 
désigner  par  S. 

Le  cercle  R  se  transforme  en  lui-même  par  l'effet  de 
la  collineation  S.  En  clfet,  au  point  ).  de  la  circonfé- 
rence de  K  correspond  la  forme  (7)  qui,  par  l'elfet  de 
la  transformation  (8),  se  change  en 


p<-»v..(-|i|.r- 


en  soric  que  le  point  X,  par  l'effet  de  la  collineation  S, 
est  transformé  en  le  point 


(M)  r  = 


^\±i. 


Comme,  d'après  cela,  les  points  o,  00,  i,  se  trans- 
forment respectivement  en 

alors,  aux  points  qui  sont  silués  à  l'intérieur  du 
triangle  oiod,  correspondent  les  points  à  l'intérieur  du 
triangle  élémeulairc  pqr.  Par  conséquent,  si  l'on 
nomme  une  forme  f  de  déterminant  négatif  forme  ré- 
duite lorsque  le  point  qui  lui  correspond  est  situé  à 
l'intérieur  du  triangle  0100,  l'on  conclut  du  théorème  II 
du  n"  1  : 

Une  forme  réduite  puât  seulement  être  de  nouveau 
transformée  en  une  forme  réduite  au  moyen  de  la  trans- 
fornialion  S  lorsque  les  points  o,  i,  x  par  l'elfet  de  la 
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collînéaLÎon  correspondante  S  [on  par  l'effet  de  la  trans- 
formation (i  i)],  s'étliangent  seolemeat  cotre  eux. 

Evideinnieiit  alors,  abstraction  faite  de  la  uansfor- 
malioii  identique,  il  existe  deux  pareilles  transforma- 
tions S  :  ce  sojit  celles  qui  ont  pour  collinéations  cor- 
respondantes fijs  rotations  T  et  T*.  On  a  donc  le 
théorème  ; 

Deux  formes  rcdifites,  auxquelles  correspondent  les 
points  P  et  Q,  sont  équivalentes  lorsque,  et  seulement 
loJ'sque  le  point  P  est  transformé  en  te  point  Q  par 
l'une  des  rotations  T  6t  T*. 

Abstraction  faite  du  centre  O  du  cercle  K,  les  points 
du  triangle  oico,  et  de  même  tes  formes  réduites  qat 
leur  correspondent  se  groupent  trois  par  trois  par  l'effet 
des  rotations  T  et  T^,  et  cela  de  telle  sorte  que  les  trois 
formes  d'un  groupe  sont  équivalentes  entre  elles,  tandis 
qu'au  contraire  tout  couple  de  formes  prises  dans  des 
groupes  différents  sont  non  équivalentes. 

Si  l'on  établit  les  conditions  pour  que  le  point  a:h;  c 
soit  situé  à  l'intérieur  du  triangle  oiao,  on  reconnaît 
que  la  forme 

/=  au* -^  %buv  -i-  ce' 

est  réduite,  lorsque  tes  inégalités  suivantes 
6>o,        a  —  b>o,        c  — A>o 

sont  satisfaites  ('}. 

Quant    aux    formes    qui    sont   représentées    par  d«;s 


(')  La  déllnïtinn  de  la  forme  réduite,  i  laquelle  a  condait  ce 
traitement,  coïncide  duac  avec  celle  donnée  par  Selling  [Journal 
de  Crelle,  i.  77)  [Hubwitï].  Traduit  dans  ic  Journal  de  Afathéma- 
tigue*  pures  et  appliquée»  ( Liouvili.s,  Rksal,  Jordan),  3-  wrir, 
l,  ni.  L.  L. 
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points  sur  les  côlés  du  triangle  oioo,  cellcs-ct  doivent 
dès  lors  être  également  comptées  parmi  les  formes  ré- 
duites. On  démontre  facilement  que  ces  formes  sa  dis- 
tribuent en  groupes  six  par  six,  de  sorte  que  toute  forme 
ttst  équivalente  aux  formes  d'un  même  groupe,  mais  non 
équivalente  à  aucune  autre  forme  réduite. 

3.  Je  terminerai  ici  la  théorie  de  la  réduction  des 
formes  quadratiques  de  déterminant  négatif  vn  démon- 
trant que  toute  forme  de  déterminant  négatif  est  équiva- 
lente à  une  forme  réduite,  ou,  ce  qui  évidemment  re- 
vient au  même,  que  tout  point  quelconque  P,  pris  à 
l'intérieur  du  cercle  K,  est  situé  sur  un  côté  ou  Lien  à 
l'intérieur  d'un  triangle  élémentaire.  Pour  abréger  le 
langage,  je  dirai  ici  d'un  point  P  qu'il  est  situé  sur  le 
côté  pq  (l'un  triangle  pqr,  lorsque  les  points  P  et  r 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  pq.  Soit  alors  s^  ce 
côté  du  triangle  Ao  =  oioo  sur  lequel  est  situé  P.  On 
construira  sur  Sa  le  triangle  élémentaire  A,,  différent 
de  Ag.  Maintenant,  si  P  est  situé  en  dehors  du  triangle  A,, 
soit  Sf  ce  côté  de  A,  sur  lequel  est  situé  P.  On  con- 
struira alors  sur  s,  le  triangle  élémentaire  Aj  diirérent 
de  if,  ...,  et  ainsi  de  suite.  Cette  construction  doit  ué- 
cessairemenl  prendre  fin,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  né- 
cessairement arriver  finalement  à  un  triangle  élémen- 
taire A„,  sur  le  contour  ou  à  l'intérieur  duquel  est  situé 
le  point  P.  En  ellet,  s'il  eu  était  autrement,  aux  extré- 
mités des  côtés  Sa,  J) ,  .  - .  j  s,,  correspondrait  une  série 
illimitée  de  valeurs  rationnelles  r^,  ;j,  /■(,<■',,  .. .,  fn,  rj, 
(le  côté  s„  étant  ainsi  la  ligne  de  jonction  Vn''',,)- 

Maintenant  soit,   par  exemple,  »■„  ^=  °,    »■'  =  -;    on 
I   r  tr     '     "       a       "       ■( 

aurait  ;■'  —  /■„  :=  di  —  et  celle  diflérence,  pour  n  crois- 

.  '^\    .  . 

sant,  décroîtrait  sans  limites,  puisque  tes  dénominateurs 
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des  nombrils  /g,  r'^,  r,,  r\,  . . .  augmemeiit  continuel- 
lement. 

La  longueur  de  la  corde  s„=:  laf'nt  pour  m  croissant, 
décroîtrait  par  conséquent  sans  limites,  ce  qui  est  im- 
possible, puisque  le  point  P  est  toujours  situé  entre  x« 
et  la  circonférence  de  K,  et  à  une  distance  finie  de 
celte  dernière. 

i.  J'ajouterai  encore  quelques  observations  aux  con- 
sidérations précédentes.  Puisque  cliaque  point  situé 
sur  le  cercle  K  est  situé  à  l'intérieur  ou  bien  sur  un 
côté  d'un  triangle  élémentaire,  et  puisque  aucun  triangle 
élémentaire  n'a  de  portion  de  surface  en  comumn  avec 
le  triangle  oixi,  et  que,  par  suite,  de  luèmc  deux 
triangles  élémentaires  ne  peuvent  non  plus  avoir  de 
portion  de  surface  en  commun,  nous  en  concluons 
ceci  : 

Les  triangles  élémentaires  remplissent  exactement, 
par  leur  ensemble,  tout  l'intérieur  du  cercle  K,  qu'ils 
recouvrent  d'une  manière  simple,  sans  lacunes. 

Si  l'on  conçoit  efTectuée  la  construction  de  tous  les 
triangles  élémentaires,  on  s'imaginera  la  même  ligure 
que  M.  Klein  a  établie  à  l'occasion  de  la  subdivision 
connue  du  plan  des  graudcurs  complexes,  basée  sur  la 
théorie  des  fonctions  modulaires  (').  Et  réciproijUcmeuL, 
des  résultats  que  nous  avons  développés  ci-dessus  l'on 
peut  déduire  les  propriétés  essentielles  de  cette  subdivi- 
sion du  plan  (les  grandeurs  conipleices. 

Quant  à  la  réduction  des  formes  de  déterminant 
positif,  elle  peut,  grâce  à  une  idée  due  à  M.   liemiile, 


(')  Klein- FnicKK,  Leçont  sur  la  théorie  det  /onciiom   modu- 
laires ellijitiijiies,  l.  1,  p.  îSg-a^î;  Teiibner,  1890. 
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se  ramener  à  celle  des  formes  de  déterminaiit  négatiT. 
On  y  arrive  au  inoyu»  de  celle  définition  : 

«  Une  forme  de  déterminant  positif  est  dite  réduite 
lorsque  la  polaire  du  point  corres|randant  à  ta  forme 
traverse  l'intérieur  du  triangle  oicc.  » 

En  partant  de  cette  définition  l'on  peut  alors,  sujet 
<|ue  je  ne  poui-suivrai  pas  iu  davantage,  développer 
complètement  la  lliéorie  des  formes  de  déterminant 
positif  (étguation  de  Pell,  etc.).  On  voit  ici  aus»i  res- 
sortir  comme  principe  de  base  l'importance  des  suites 
de  Fare^,  dont  la  considération  a  été  primitivement 
pour  moi  le  point  de  départ  de  toute  cette  reclierchc. 


[DSd] 

!li01IVBM,E  DÉNONSTRATIOX  DV  THËORÈHB  lE  STOKES; 

Par  m.  R.   BLONDLOT. 


On  donne  communément  le  noiit  de  TItéorème  de 
Scohes  H  la  pi-oposition  qui  exprime  la  (ransfocmation 
d'une  intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  sur 
une  intégrale  prise  sur  une  surface  limitée  à  ce  conlour. 
M.  Em.  Picard  fait  toutefois  remarquer  avec  raison  que 
cette  pi-oposition  était  déjà  connue  d'Ampère,  du  moins 
dans  des  cas  pai-ticulîers. 

11  existe  plusieurs  démonstrations  irréprocliablcs  de 
ce  théorème;  si  je  propose  la  suivante,  c'est  parce 
qu'elle  me  semble  particulièrement  simple  et  qu'on  y 
voit  l'intégrale  superlicielle  naiti-e,  pour  sîusi  dire,  de 
l'intégrale  curviligne  : 

Étant  doQué  un  contour  fermé  quelconque  C,  qu'un 
mobile  parcourt  dans  un  sens  choisi  arbitrairement  et 
Arin.de  Mathémat.,  3- série,  l.  \VI.  {NoïcmLre  1897.)      33 
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uiie  surface  cjuelcc)nc|uc  S  liinitéu  à  ce  conlour,  uous 
appel I crû n s yhce  fiositive  lie  S  celle  <|ui  est  lelle  qu'un 
personnage  debout  sur  cette  face,  prés  du  contour,  voit 
le  mobile  qui  parcourt  C  aller  de  sa  droite  vers  m 
gauche. 

Soït  P  une  fonction  des  coorduniiées  x,y,  x  suppo- 
sées rectangulaires.  Considérons  l'inle'grale  /  PJx  prise 
dans  le  sens  de  la  circulation  dti  mobile,  et  étttnilue  à 
tout  le  contour  C.  Nous  nous  proposons  de  trAnsformcr 
celle  intégrale  curviligne  en  une  intégrale  supeHicîeilc 
prise  sur  S. 

Figurons  les  projections  de  C  d'après  les  conventions 
de  la  Géométrie  descriptive,  en  prenant  le  plan  XOZ 
pour  plan  vertical,  le  plan  XOlf  pour  plan  liorizunlal 
supposé  rabattu  sur  le  plan  vertical. 


Soit  A  le  point  de  C  le  plus  rapproché,  et  B  le  point 
de  C  le  plus  éloigné  du  plan  YOZ.  Par  <es  deux  jioiuls. 
traçons  sur  S  une  ligue  simple  (juelconque,  puis  imagi- 
nons <jue  cette  ligne  se  dédouble,  de  façon  à  former  un 
contour  fermé  limité  aux  points  A  et  lï  et  toujours  situé 
sur  ta  surface  S  et  que  ce  conlour  fermé  s'ouvrtî  progres- 
sivement de  façon  à  venir  finalentent  coïncider  avec  C. 
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Soient  maiiileiiant  C|  et  Cj  diiiix  étals  inûiiiini-'iit  voi- 
sins du  coi)  tour  vanalile;  nous  allons  évaluiT  la  vai'ialioii 
éprouvée  par  P  lorsque  le  contour  varialile  éprouve  celle 
transformation  inniiiinent  petite.  Pour  cela,  menons, 
parallèlement  à  YOZ,  une  série  de  plans  infiniment 
rapprochés;  à  chaque  éleineul  M|N|  ainsi  découpé 
sur  Cl  correspond  un  élément  M,. ^î  découpé  sue  Cj  el 
ayant  la  même  projecLioii  iJx.  Lorsqu'on  passe  du  C|  à  C3, 
1111  élément  P^x  d'inlégrale  se  transfnruic  eu  un  autre 
où  dx  est  le  même  <-t  où  P  seul  a  varié,  à  cause  de  la 
variation  de  1'/  et  de  Vx  du  milieu  de  réiémcut  de  con- 
tour; en  appelant  or  et  o:  ces  variaiioni,  celle  de  P  est 


'"/""'" 


Mais  Zydx  est  la  projection  sur  le  plan  xoy  du  qua- 
drilaière  inlinimenl  petit  M,  M^NiN,  ;  <1ésignons  cette 
piojuctîon  par  (i>j.  De  même,  î-'/x  e^t  la  projection 
prise  en  signe  contraire  du  même  quadrilatère  sur  te 
plan  .ros;  désignons- la  par  m^.  I.a  variation  préct^enle 
peut  alors  seirire 

J  ày'"'-'     i)z  '"■'■' 

elle  est  ainsi  exprimée  par  une  intégrale  de  surface 
s'élendanl  à  tons  les  éléments  de  la  bande  iiiliniment 
étroite  balayée  par  le  contour  vari.ihle. 

Ixirsque,  maintenant,  ce  contour  variable  passera 
d'uji  état  initial  dans  lequel  il  embrasse  sur  S  une  aire 
nulle  a  un  état  iinal  dans  lequel  il  coïncide  avec  C,  la 
somme  des  variations  éprouvées  par  /  Vdx  scia  préci- 
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sémcut  ta  valeur  do    /  Piix,  puîs<|iic,  dans  IViat  îinltal 

considéré,  l'intégrale  est    identii:|iieinent   nulle.    On  a 
donc 


Je  Jg  ày  àz 


t'ititégrale  du  second  membre  s'étendant  à  tous  lesélé- 
Dienls  de  toutes  les  bandes  surcessivenient  I>a)ajé«<, 
c'est-à-dire  à  tous  les  éléments  de  S. 

Remar({Uons  que,  cette  dernière  înlégrale  étant  indé- 
pendante du  mode  de  division  de  S  en  éléments  infini- 
ment petits,  il  s'ensuit  que  Wj-  et  (u,  peuvent  être  envi- 
sagées comme  les  projections  d'un  élément  de  surface 
de  forme  quelconque  |)ri3  sur  S. 

Si  l'on  désigne  par  P,  Q,  R  trois  fonctious  quel- 
conques de  xyz,  ou  a,  d'après  ce  qui  précède, 

X«''-Xë-'-ë- 

Jf.  J^  dx     '       dy 

Eu  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

(p.,.Q...n,.=jf{S-^-")„,.(: 


dx      dz) 


\dy       ùx)     ■ 

c'est  le  tbéorèmi;  de  Stokes;  w^,  u^,  w,  soûl  définis 
comme  les  produits  de  l'élément  u  pris  sur  la  surface  S 
par  les  cosinus  des  angli-s  ronucs  par  les  sens  positifs 
de^  trois  axes  avec  la  normale  à  S  menée  du  rôté  de  la 
face  positive,  définie  par  le  sens  de  l'intégration  le  long 
du  contour. 
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CBRTITIC4TS  It'ËTVDBS  SUPEKIEURES 
IBS  FACULTËS  DSS  SCIEKCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1897.    -    COMPOSITIONS. 


CbhTIPICAT  OIÎTI'DES  N'   1.  —  ËlÙHEHTS  GÉ.tlinAl'X 
DE  MitHÉHjITIQIIBS. 

I.  Un  point  P,  parlant  d'une  position  donnée  A, 
parcourt,  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 
montre,  une  circonférence  donnée,  de  centre  O  :  par 
une  quelconque  da  ses  positions,    on    mène  un  seg- 


ment PM,  ayant  mime  direction  et  même  sens  que  le 
rayon  OA,  et  même  longueur  que  l'arc  de  cercle  AP  : 

i"  Déterminer  la  trajectoire  décrite  par  le  point  M 
quand  le  point  P  parcourt  la  circonférence; 

2'  Calculer  la  longueur  de  cette  trajectoire; 

'i"  Évaluer  l'aire  balayée  par  le  segment  PM  quand 
P  parcourt  le  quadrant  AB; 

4'  Calculer  l'aire  balayée  dans  le  même  temps  par 
le  rayon  vecteur  OM. 
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II.    Un  point  pesant,    de  masse  m,   est  ahuniionnè 
sans  vitesse  à  l'action  de  son  poids  :  il  tombe  dans  un 
milieu  qui  oppose  une  résistance  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  vitesse  et  égale  au  produit  de  cette  vitesse 

par -^1  t  désignant  le  temps  écoulé  depuis  qu'on  a 

laissé  tomber  le  mobile.  Déterminer  In  loi  du  mouve- 
ment. Construire  et  étudier  la  courbe  propre  à  repré- 
senter la  loi  des  vitesses  en  fonction  du  temps. 

SOLUTIONS. 

I.  1°  Les  coordoDiiées  de  M  soiilde  la  forme 

a!  =  R(0-t-cos6),       ^=  RsinO; 
le  lieu  est  une  porliou  de  cyuloïde  ayaut  son  rebronssr- 
inent  sur  la  tangente  au  cercle  eu  B  ; 

3-,  4"  Les  deux  aiiiîs  sont  égales  à  (?  —  i\R'. 

II.  E<]uatioii  du  mouvement  :  -r  -\ -^  ^  g  : 

Cbhtikicat  n'  9.  —  Calcul  diffbiientibl  kt  iNTÉGniL. 
I.  Intégrer  le  système  des  équations  simultanées 


\  y'— 4k»— t  =  0 
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oit  u,  V  désignent  ileiix  fonctions  inconnues  dfs  va- 
riables indépendantes  x  et  y. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  0¥, 
OZ,  on  considère  les  surjaces  engendrées  par  une  pa- 
rabole mobile  de  grandeur  variable,  dont  le  plan 
reste  parallèle  à  X(^Z.  taxe  parallèle  à  OZ,  et  le  som- 
met situé  dans  YOZ  :  on  propose  de  rechercher  quelles 
sont,  parmi  ces  surjaces,  celles  oit  les  sections  par  des 
plans  parallèles  à  XOY  constituent  une  premiers  série 
de  lignes  asymptoliques. 


I.  De 

1  ecjnatiiin  finie  on  tii-c    v 

eu  fonction  de 

substituai 

Lit  (laits  les  deux  pretnièri;! 

.,  o„  .  Jeux  é,,, 

lions  d'oi 

,  |ontircJ^,3">cl,  pars.. 

j              -idx-i-'idy   f^^ 

ile, 

intégrant,  et  substituant  dans  f ,  on  trouve 

IT.  L'équation  générale  des  surfaces  S  est  de  la  forme 

la  condition  imposée  à  la  surface  cherchée  donne 

Remplaçons  les  dérivées  partielles />,f,  r^s,  f  parleurs 
valeurs  tirées  de  (i)  : 

+  -*l/(r)'?'(j)~/'(^)?'(.r)la^'+?''(7)=". 

Cette  équation  doit  avoir  lieu    identiquement  :  on  en 
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conclut 

la  sarfave  cherchée  est  un  conoïdp. 

Cbatificat  d'études  n"  3.  —  Mbcamque. 

I.  Démontrer  le  théorème  général  d' Ivory  sur  les 
attractions  de  deux  ellipsoïdes  homofocaux. 

II.  On  donne  une  sphère  pleine  d'une  substance 
homogène,  dont  chaque  élément  possède  un  pouvoir 
attractif  proportionnel  à  sa  /nasse  et  à  l'inverse  du 
cube  de  sa  distance  au  point  attiré.  Déterminer  l'at- 
traction de  la  sphèrn  sur  un  point  intérieur  et  en  dé- 
duire, par  le  théorime  d'Ivory,  l'attraction  stu-  un 
point  extérieur, 

III.  Un  disque  homogène  D,  infiniment  nûnce,  de 
poids  P,  a  informe  d'un  cercle  de  rayon  R  ;  il  s  appuie 
sur  une  droite  AR,  inclinée  de  io"  sur  l'horizon,  et  son 


plan  doit  coïncider  avec  le  plan  vertical  V  conduit 
par  AR,  Un  fil  très  mince,  inextensible  et  de  masse 
négligeable,  a  une  de  ses  extrémités  fixée  en  un  point 
de  la  circonférence  de  D  :  il  s'enroule  autour  du  disque, 
s'en  détache  en  suif  ont  une  direction  parallèle  à  AB. 
passe  dans  un  petit  anneau  C,  fixé  dans  le  plan  V  à 
une  dislance  i  H  de  la  droite  AB,  puis  se  termine  par 
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une  portion  verticale  CM  i]ui  supporte  à  son  extrèinilê 
un  poifts  P.  Le  système,  d'abord  maintenu  en  repos, 
est  abandonné  à  l'action  de  la  pesanteur  :  déterminer 
le  mouvement  qu'il  va  pi-endre.  en  supposant  </u'au- 
cnne  force  de  frottement  n'entre  en  jeu. 

SOLUTIONS. 

de  coonU 


(  =  ann  /     sine 


èrt: 


Pour  le  point  extérieur,  on  imagine  une  sphère  de 
rayon  x  exiirçant  sur  uu  point  (R,  o,  o)  une  attraclioii  X 
se  déduisant  Je  la  précédente  par  la  permutation  de  x 
et  R  :  on  en  conclu!,  par  la  règle  d'Ivorj, 


R»  +  ri ,      x  +  It 


III.  Soient  X  la  quantité  dont  s'est  déplacé  le  centre 
du  disque  dans  la  direction  AB,  S  l'angle  dont  D  a 
tourné,  z  la  quantité  dont  M  a  descendu  au  temps  t  : 
la  Cinématique  donne 


<0 


dt       dt  ■■ 


Soit  T  la  tension  du  fil  :  on  aura 

'i    dt*  ï"^'  2f  "^c         ''  g  dt^   ' 

Ces  équations,  combinées  avec  (i)  donnent 

S    '  dti  ~      8  *  ■         rfc  ~  (  R  '         di 
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Epreuve   pratique.  —  Sur    la    courbe    définii-  par 
t  et/ nation 


on  considère  l'arc  A.0  correspondant  aiix  valeurs  de^ 
comprises  entre  zéro  et  y  •  Calculer  la  distance  du  pôle 
au  centre  de  gravité  du  solide  lioinogène  cotnpiis  ii 
l'intérieur  de  la  surface  engendré))  par  la  révolution 
de  l'arc  AO  autour  de  l'axe  polaire. 


\  = 


CËnTI(']r\T   t>E   C\Lri*L  DlfFlinENTlEL  ET  INTEGHAL. 

I.  liMuciion  des  intégrales  de  la  forme  fV{x,y)às. 
oit  F  est  une  fonction  rationnelle,  où  y  ri'présenle  lu 
racine  carrée  d'un  polynôme  entier  en  .t. 

II.  Trouver  la  ligne  (/n'enveloppe  la  droite  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

"  /  y-hbs-t-ab  =  '., 

i/uand  on  y  réduit  les  deux  paramètres  a,  h  à  un  seul 
par  la  suOstitulion  à  b  d' une  fonction  de  a  convenable- 
ment choisie. 

Trouver  la  surface  cnvidoppèc  par  la  mcnir 
droite  (i)  (jiiand  on  y  laisse  au  contraire  les  para- 
métres a,  b  tout  à  fait  indépendants  l'un  de  l'autre. 
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iDEi;  Di:  LA  EOLLTIO»  D 


Pour  l'uxistL'iK^u  d'une  ligne  eiivc1o{i|iu  il  faut  (jue  ]iis 
écjualions  (i)  «l  celles-ci 


|ii-oveiiaiit  Je  leur  dilléieiilialîm)  par  rapport  à  a 
putstieiil  clic  résolues  par  rapport  à  x,  y,  3,  ce  qui  coii- 
iluii  d'abord  à  la  condition 


-(-ê)('-S=- 


se  décomposant  en 


'— i- 

La  deuxième  alte 


formules  représentant  une  infinité  de  points  ayant  pour 
lieu  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  la  direction  de 
niiïnie  nom  des  axes  des  x  eldcs_y  (cas  de  dégénérescence 
de  l'enveloppe). 

La  première  conduit  à 
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r  1  tiliniitiation  de  a,  k 


équations  représentant  une  famille  de  couiqucs,  au  pa- 
l'amètre  indéterminé  C,  dont  les  plans  fiassent  tous  par 
la  di'oîtelieu  des  points  (3). 

Pour  l'existence  d'une  surface-enveloppe,  dans  le  cas 
où  les  paramètres  a,  k  sont  laissés  indépendants,  il  faut 
que  les  équations  (i)  et  celle-ci 

obtenue  en  égalant  à  o  le  déterminant  diflereitlivl  di^ 
leurs  premiers  membres  pris  par  rapport  au  couple 
(a,  b),  puissent  être  résolues  par  rapport  à  x,  y^  x.  La 
décomposition  de  celle  dernière  équation  conduit  soit  à 

formules  représentant  la  droite  lieu  des  poinls  (3)  (cas 
de  dégénérescence  de  la  surface-eavcloppe),  soîl  à 


représentant  une  snrfaco  véritable,  pour  l'équation  or- 
dinaire de  laquelle  l'élimination  de  a,  b  entre  ces  trois 
dernières  formules  eouduit  à 


Cette  surface  est  précisément  celle  qu'engendre  la 
ligne  (4)  quand  on  y  fait  varier  indéfiniment  le  para- 
mètre C. 


jbv  Google 


(5,3) 

Certificat  de  MiicAMOtE. 

Phoblême.  —  Mouvement  relatif  dans  un  plan  d'un 
l'oint  pesant  assujetti  à  y  rester,  le  plan  étant  animé 
d'un  mouvement  hélicoïdal  uniforme  autour  d'un  axfi 

Grenoble. 
Certificat  d'Asthonomie. 

Composition.  —  i'  Développer  suivant  les  puis- 
sances de  l'excentricité,  et  en  fonction  des  multiples 
de  l'anomalie  mojenne  :  l'anomalie  excentrique,  le 
rayon  vecteur,  l'anomalie  vraie  et  la  longitude  du 
Soleil.  Equation  du  centre.  On  négligera  e*, 

2°  Coordonnées  èt/uatoriales  du  Holeil.  Équation 
du  temps  :  elle  s'annule  quatre  fois  par  an. 

Certificat  de  Calcul  diffébemtiel  et  intéghal. 

Composition.  —  On  considère  une  sphère  de  rayon 
constant  R  dont  le  centre  y.  ilécrit  une  hélice  2  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire  de  rayon  r. 

On  demande  de  déterminer  l'aréie  de  rebrousse- 
ment  de  lasurf<ice  enveloppe  de  celte  sphère.  On  mon- 
trera quelle  se  compose  de  deux  courbes  distinctes  S, 
S' jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1  "  La  sphère  mobile  a  constamment  un  contact  du 
second  ordre  avec  les  courbes  S,  S'j 

a"  Les  tangentes  aux  courbes  S,  S'  aux  points  M, 
M'  qui  correspondent  à  un  point  [i  rfe  S  sont  perpendi- 
culaires à  la  tangente  en  ;jl  «  S,  et,  respect ivetnent 
aussi,  aux  droites  M  [jl,  M'ul  ; 
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'S"  La  tphère  de  rayon  R  ilont  le  centre  décrit  l'une 
ou  l'autre  ries  courbes  S,  S'  a  un  vontact  du  second 
ordre  avec  la  combe  il. 

Cas  pariiculier  où  tu  rayon  11  de  la  s/j/ière  mobile 
est  celui  de  la  sphère  osculatrice  à  l'hélice. 

Solution. 
L'Itélice  «Lant  déiiiii.c  par 
(.)  i^rcos»,         7i  =  /-sin.-,         %  =  Ari; 

l'arùte  de  rebroussenicul  de  la  spliùre  sera  donnée  |>ar 

(4)       (a:-ï)'        +(7-1)'         +(*-;)'        =R', 

(3)  {rr-îr^ï  -i-ir-r,)  drj   -t-{a-;)  rfï   =  O, 

(4)  (x-i)d'l~i-{y-r,}d'ii-i-{s~'^)tfi=d„'; 


".=*v/5^^ 


\  s=z  Ri  M-  A-rV, 

étjualioDS  <|ui,  i>ar  une  l'olaiioii  des  axes  aiiloiir  Ji-  U:, 
se  ramènent  fl  la  forme  (i).  L'arâledu  rebrunsscment  se 
<:oni{)o.sc  doue  de  deux  lieliccs  circulaires  S,  S'. 

On  voil  iminédi allument  <|ue,  dans  le  cas  particulier 
où  II  est  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  à  S,  soit 

R  =  rfn-A'),         H,  =  o, 

et  les  deux  courbes  S,  S'  se  confuudinit  aveu  le  lieu  du 
contre  de  courbure  de  l'iiélice  2, 

Les  points  M,  M'  répondant  sur  5  o(  S'  à  un  point  ul 
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<le  S  sont,  d'api'Às  (3),  (4),  sur  la  droite  polaire  de  y.  : 
ces  deux  poiitls  sont  donc  sur  la  droite  polaire,  à  des 
distances  égales  du  centre  de  couiLure, 

Les  propriétés  énoncées  concernant  les  courbes  S,  S' 
se  vert  lient  iminédiatemeiil  à  raidedo(i)et  de  (5).  Elles 
sont  d'ailleurs  générales  et  subsistent  (jueile  (jue  soit  ta 
courbe  2- 

Aînsi,  les  étjualions  (a),  (3),  (4)  expriiunnt  que  la 
sphère  de  centre  M{:r,j^,  z)  a  nu  contactdusccondordre 
avec  la  courbe  S  au  point  jjl(£,t^,  Ç). 

En  dillércntiant  complètement  (3)  et  tenant  compte 
de  (4)i  on  a 
(G)  dx  dl -}- tfy  dr, -h  ds  d^  =  o, 

d'où  résulte  la  perpciidicularité  des  tangentes  en  u  et 
en  M  ou  M'. 

De  même,  dillerentiant  (a),  et  tenantcom|ile  de  (3), 

d'où  résulte  la  pcrpendiculariié  de  M[i  et  des  tangentes 
en  M  ou  M'. 

Ces  deux  théorèmes  s'étahlisEent  d'ailleurs  géoniétri- 
(|uement  en  remarquant  que  les  courbes  S,  S'  sont  dé- 
crites sur  la  surface  polaire  de  S,  et  que  la  dislance  ^M 
est  invariable. 

Enfin,  l'ordre  de  coiitaet  de  la  sphère  mobile  et  de 
l'artîle    de   nhroussemeiit   ré:?ulle   d'nii    lliéorcme   gé- 

Dans  le  cas  actuel,  si  l'on  dillerentie  (y)  en  tenant 
compte  de  (6),  on  a 

(a-  -  {)  d'w  +  ( 7  -  n)  rf'r  +  (-  -  ï?  d'=-<-  'l''  =  o, 

équation  qui,  jointe  à  (7  )  et  à  (  a  ),  exprime  préeisémeni 
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(]ue  la  sphère  a  un  contact  du  second  ordre  avec  l'arùle 
de  rebrousse  ment  de  sa  surface  envdojipe. 


Kprcdve  pnvTiyuE.  —    i"  Calculer   i  -^;    a"  en 

déduire  j        j;  3"  calculer  celte  intégrale  défi- 
nie par  la  méthode  de  Caucky. 

Certificat  db  MKCAMgi'R. 

iJn  tore  homogène  a  son  centre  O  /ixe.  Son  axe, 
qui  lui  est  invariablement  lié,  est  un  tube  à  section  in- 
Jîniment  petite,  dont  on  néglige  la  masse,  et  dans  le- 
quel peut  glisser  saris  frottement  un  point  matériel 
pesant  M.  Le  tube  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment entre  deux  cercles  horizontaux  ^xes  infiniment 
voisins  dont  le  centre  commun  est  sur  la  verticale  du 
point  de  suspension  du  tore,  au-dessus  de  ce  point.  On 
flemande  le  mouvement  du  système,  et  plus  particuliè- 
rement le  mouvement  relatif  du  point  M  dansle  tube. 

Données.  —  On  désignera  par  \  etC  les  moments 
d'inertie  du  tore  par  rapport  à  un  diamètre  de  son 
équateur  et  par  rapport  à  son  axe  et  par  m  la  masse 
du  point  M.  On  supposera,  au  début,  le  point  placé 
dans  le  tuhe,  sans  vitesse  relative,  à  une  distance  r*  du 
point  O  telle  que  l'on  ait 


te  tore  ayant  un  mouvement  initial  quelcont/ue  compa- 
tible avec  les  liaisons. 

Esquisse  d'ine  sui.ltion'  db  l'kpbklvb  kckitb  dk  Mkcamwe- 

Oii  prendra  puur  origine  le  point  O,  pour  axe  tixe 

des  ria  vt-rticale  Or,  en  sens  inverse  de  la  pesanteur, 
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pour axo  mobile  O/' la  direction  il<;  l'axe  tin  tube  qui  fait 
un  angle  aîgu  avec  Or.  En  appelant/},  q,  r  les  compo- 
santes de  la  i-otatiou  du  lore  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles, H,  -f  et  -J.  les  angles  d'Euler,  s' et  ^  les  dérivées  (le 
^  et  ilf  par  rapport  au  temps  {H  est  constant  et  aigu),  r 
la  coordonnée  de  M,  r'  sa  dérivée,  l'extrémité  C  du  vec- 
teur qui  représente  le  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement  de  tout  le  système  par  rapport  à  O  aura 
pour  coordonnées  par  rapport  aux  axes  mobiles 

{\  -\-  mr'ip,    (A-*-  mr^)<i,     Cr, 
et  l'on  a 

p  =  sin*  sinOil"',         q  =  cosç  sinOiJ/',         r  =  o'-i-  cobO')i'. 

Toutes  les  forces,  la  réaction  du  cercle  comprise,  ont 
tlesmoments  nuls  par  rapport  à  Or  et  O/'i  ;  on  aura  donc 
deux  intégrales  premières  en  écrivant  que  la  vitesse  ab- 
solue de  C  est  perpendiculaire  à  Or  et  à  On . 

On  trouve  ainsi 

(I)  '•='■0, 

f'o  et  k  étant  des  constantes.  On  pourrait  trouver  ces 
deux  intégrales  en  écrivant  les  équations  analogues  aux 
équations  d'Euler;  la  troisième  fournirait  l'intégrale (i); 
l'élimination  de  la  réaction  du  cercle  sur  le  tube  entre 
les  deux  premières  donnerait  (a). 

L' équation  des  forces  vives  fournit  une  troisième  inté- 
grale que  l'im  pourrait  du  reste  déduire  de  l'équation 
du  mouvement  relatif  de  M,  la  loi  de  rotation  du  tube 
en  fonction  de  r  étant  connue. 

L  intégrale  des  forces  vives  peut  s'écrire 

(A-t-mr»){/)'-1-  ?')-*-  iT'^  =  —  iinfrre»sfi  +  h, 

h  étant  une  troisième  constante.  Cette  ét|«atiou  se  ra- 
Ann.  de  lllatliëmat.,  -V  sùrl«,  l.  \VI.  (  Noïfnibro  1897.)     33 
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raine  à  la  suivante  : 


Or  a  une  quadrature  hyperellipiiquc  eu  général,  mais 
la  discussion  du  mouvement  dépend  seulement  d'un  po- 
lynôme du  troisième  degré 

/(/■)  =  (— 2mfrcose  + A)(  A-)- mr»)  —  /:ïsiD>0. 

(i)  et  (a)  donneront  du  reste  y  et  -j*  par  de  nouvelles 
(juad  rature  s. 

Dans  le  cas  particulier  indiqué,  si  l'eu  appelle  ta  la 
valeur  initiale  de  ^',  on  peut  écrire 

/(/■)  =  2m(r,-r)Aç(r), 
avec 

ç(,-)  s^cosO  (  i-i-  ^  ]  —  tu'sin»e(r-Hr,). 

Si»û>oct 

^cos6  — w'sin'9r„<o, 

r  variera  entre  rg  et  ri  >  r-f 
Si  rt'^o, 

f  cosO  — cu'sin'ero>i); 

deux  cas  peuvent  se  présenter  :  Si  f{i')  a  ses  racines 
réelles,  elles  sont  comprises  entre  o  et  r,,  et  r  variera 
entre  l'o  et  ta  plus  grande  des  deux.  Si  tes  racines  sont 
imaginaires,  r  varieria  indéfiniment  à  partir  de  r„,  autant 
du  moins  que  le  lui  permettra  la  longueur  du  tube. 
Si;-.>o, 

ffc,os6  —  [!)*  sin*6ro  =  o, 

Mo  est  une  position  d'équilibre  relatif,  r,  ip' et  A' ^onl 
constants. 

Si  ra<io,  le  point  descend  à  parlir  de  AI»  tant  que 
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le  lui  permet  la  longueur  du  tube.  Du  reste,  sî  le  point 
cjuitte  le  tube,  il  dëcrtra  une  parabole  déterminée  par 
sa  vitesse  au  moment  de  la  sortie  et  le  loie  tournera  de 
façon  qu»  <s'  et  '|<'  deuieiii-cnt  constants. 

Dans  le  cas  général,  il  est  facile  de  monirerqueles 
données  îniiialea  peuvent  être  choisies  de  façon  que 
f{i')  aient  trois  racines  données  l'i,  r^,  Tg,  sous  les  con- 
ditions et  restrictions  suivantes  : 

On  devra  d'abord  avoir 


Sî  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  une  seule  peut 
Être  uégalîve  et  elle  doit  être  inférieure  en  valeur  abso- 
lue aux  doux  autres.  Deux  peuvent  devenir  égales  n  con- 
dJLion  d'être  plus  grandes  que  o  et  supérieures  en  valeur 
absolue  n  la  troisième  si  elle  est  négative.  Enfin  elles 
peuvent  devenir  égales  toutes  les  trois  à  condition 
d'être  positives. 

Si  une  seule  racine  est  réelle,  elle  peut  être  positive 
ou  négative,  mais  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires 
doit  être  plus  grande  que  o.  La  discussion  du  mouve- 
ment se  ferait  du  reste  bien  simplement  dans  chaque  cas. 

Entin,  on  peut  remarquer  qu'il  eût  été  commode  de 
se  servir  des  équations  de  Lagrange  relatives  au.\  va- 
riables (0  et  ^  et  de  l'équation  des  forces  vives. 

ÉPHEUVe  PRATrQDK  SK  Mkuniobe. 

[Tae  roue  en  fer  homogène  a  pour  méridien  un  tri- 
angle isoscèleO  Ah  surmonté  d'un  rccifinffio  AUCD,  et 
lu  hauteur  OF.  du  triangle  OAB  est  perpendiculaire  à 
l'axe  00*  de  la  roue.  On  a 

av.  =  I".        Alt  =  o'",5o,        AD  =  o"-,2«. 
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Le  poids  spécifique  du  fer  dont  est  faite  la  roue  esi 
7,7.  On  prendra  de  plus  g^çj^^i  e/  tt  ^  3,i4i6- 


i"  On  demande  le  moment  d'inertie  de  la  roue  ptv 
rapport  à  son  axe. 

2"  L'axe  de  la  roue  étant  horizontal  et  fixe,  un 
cordon  qui  s'enroule  sur  la  roue  porte  à  son  extrémité 
un  poids  de  oo*^.  Le  cordon  est  vertical  et  la  roue  esl 
animée  à  un  instant  donné  d 'une  vitesse  de  trente  louis 
à  la  minute  qui  tend  à  soulever  le  poids.  On  demande 
à  quelle  hauteur  il  s'élèvera  si  l'on  abandonne  le  sys- 
tème à  lui-même.  On  néglige  les  résistances  passives  ei 
le  poids  du  cordon  que  l'on  suppose  tendu  à  l'instant 
considéré. 


AGRÉGATION  DES  SCISNCES  MATHÉMATIOl'ES. 
CONCOURS  DE  1895  ('). 

Mathématiques  iUmentaires. 
!)n  donne  un  triangle  T  et  l'on  considère  le  triangle  T'  qui 
lour  sommets  les  projections  orthogonalca  d'un  point  M  iw 
côté  du  triangle  T. 


(  '  )  Les  Aouvelies  Annales  de  MaClu-maiique 
sujets  ilu  connnura  d'Agrégation  en  iR()5.  \uus 
ilësir  d'un  |;rand  noml)rc  de  nos  icctcui>  rn  roi 


n'oDt  pas  publia  Wi 
bliDi  cette  Uconr. 

.    HEDACTKtllS.) 
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i"  Démontrer  que,  ^i  le  point  M  dccrîl  une  droite  A  dans  le 
plan  du  triangle  T,  les  cistes  du  triangle  T'  enveloppent  trois 
paraboles  P,  P„  P,. 

Ces  paraboles  sont  inscrites  dans  le  même  angle;  on  con- 
struira leurs  foyers  et  leurs  directrices. 

Quelle  position  doit  occuper  la  droite  A  pour  que  ces  trois 
paraboles  soient  tangentes  en  un  mdme  point? 

2°  Comment  faut-il  choisir  la  droite  &  pour  que  les  direc- 
trices des  trois  paraboles  P,  Pi,  Pt  concourent  en  un  mâme 
point  H  à  distance  Hnle? 

La  droite  A  se  déplaçant  de  manière  à  satisfaire  i  cette  con- 
dition, trouver  le  lieu  du  point  H. 

3°  Démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  A  autour 
d'uD  point  R\e  K,  la  directrice  de  la  parabole  F  passe  elle- 
même  par  un  point  lixe  I. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  Kl  lorsque  l'un  des  points  K 
ou  I  décrit  une  droite  donnée. 

4°  A  un  point  K  correspondent  trois  points:  1,  I|,  Jj,  rela- 
tifs aux  directrices  des  paraboles  P,  P,,  P,. 

On  demande  quelle  position  doit  occuper  le  point  K  pour 
que  les  trois  points  1,  Ij,  Ij  soient  en  ligne  droite,  et  l'on  pro- 
pose de  démontrer  que,  si  le  point  K  se  déplace  de  manière  à 
satisfaire  à  cette  condition,  la  droite  i,  1,,  1,  tourne  autour 
d'un  point  lixe. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  E  qui,  rapporté  à  ses  plans  princi- 
paux, a  pour  équation 


et  une  sphère  de  rayon  r  et  de  centre  A{Xo,  Jff,  So)- 

Oa  considère  les  quadriques  S  qui  sont  tangentes  à  tous  les 
plans  tangents  communs  à  la  splière  et  à  l'ellipsoïde  £;  du 
point  A  l'on  abaisse  une  normale  AP  sur  l'une  des  qua- 
driques S,  et  au  pied  P  de  cette  normale  on  mène  te  plan 
tangent  11  à  cette  quadrique. 

1°  Prouver  que  le  plan  U  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  a  une  surface  II,  homofucale  à  l'ellipsoïde  E,  repré- 
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scntéc  par  l'équation 

P        «'  —  p        il  —  p    '    c'  —  p 

■t*  Prouver  que  le  plan  II  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  à  l'une  des  quadriques  S;  prouver  qu'il  est  ançsi  ud 
plan  prineipal  pour  une  autre  de  ces  quadriques. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont-elles  vraies? 

3*  Par  tout  point  M  de  l'espace  i)  passe  Crois  plans  n  po- 
laires du  point  A  par  rapport  à  trois  quadriques  IIx.  H|j.,  Hv<l<i 
système  hotnofocal.  Ë:(primcr  les  coordonnées  du  point  M  (d 
fonction  des  paramètres  >,  jjt,  u. 

Déduire  des  expressions  ainsi  obtenues  le  lieu  des  points  M 
pour  lesquels  les  trois  plans  II  sont  rectangulaires. 

4°  Trouver  ce  que  deviennent  les  eiipressions  des  coordon- 
nées du  pointltl,  soit  quand  ce  point  est  sur  la  dévcloppable 
enveloppée  |iar  le  plan  n,  soit  quant  il  se  trouve  sur  l'arétc  d* 
rebroussement  de  zcttedéveloppablc.  En  conclure  le  degré  de 
la  développable  et  la  nature  de  son  arête  de  rebroussement. 

5°  Tout  plan  II  coupe  la  développable  suivant  ta  génératrice 
de  contact  et  suivant  une  conique.  De  quelle  espèce  est  ccltf 
conique?  En  connaît-on  des  tanfreotes  remavquables? 

C°  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  diverses  coniques. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  considère  la  courbe  C  représentée  par  l'équation 

(i«-t-^)  (x*  -h  aaiy +^')  -^xy  =  o, 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Le  paramètre  a  ayant  une  valeur  quelconque  : 

i"  Déterminer  le  {;enre  du  la  courbe  C. 

1"  Former  les  intégrales  abéliennes  de  première  es|>èc«  rela- 
tives à  cette  courbe. 

3"  Former  une  intégrale  de  troisième  espèce  devenant  in- 
finie au  point  double  de  la  courbe  C. 

4"  Écrire  ii  l'aide  de  cei  intégrales,  par  l'application  du  ihro- 
rémc  d'Abel,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  <|uf 
quatre  points  de  la  courbe  C  soient  en  ligne  Oroilc,  ainsi  que 
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les  conditions  nccessaires  el  sulTisantes  jiour  que  huit  points 
de  cette  courbe  soient  sur  la  même  conique. 

Enaminer  le  cas  particulier  où  la  droite  et  la  conique  pas- 
sent sur  le  point  double  de  la  courbe  C. 

5*  Trouver  combien  il  y  a  de  ajatèmes  de  coniques  touchant 
la  courbe  G  en  quatre  points  M,,  M„  Mj,  Mi. 

6°  Déterminer  les  valeurs  du  paramètre  A  pour  lesquelles  le 
genre  de  la  courbe  C  s'abaisse. 

On  étudiera  en  particulier  l'hypothèse  a  =  o  et  l'on  résou- 
dra les  problèmes  suivants  pour  la  courbe  particulifre  D  qui 
correspond  à  cette  hypothèse  : 

I.  Que  deviennent,  pour  la  courbe  D,  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  relatives  à  la  courbe  générale  C! 

II.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  quatre  points  de  la  courbe  D  soient  en  ligne  droite  et  les 
conditions  nécessaires   et  suffisantes  pour  que  huit  points  de 

lil.  Trouver  combien  11  y  a  de  systèmes  de  coniques  tou- 
chant la  courbe  D  en  quatre  points  Mi,  M,,  M],  M4. 

IV.  Déterminer  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  dou- 
bles de  la  courbe  D. 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un 
cilne  droit  dont  le  rayon  de  base  est  It.  Le  centre  de  gravité 
de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O  de  l'axe  de  révolution  du 
c6ae,  à  une  distance  R  de  sa  base. 

L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  0 
est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O, 
supposé  fixe,  et  la  circonférence  de  sa  base  est  tangente  à  un 
plan  horizontal  fine  II  situé  au-dessous  du  point  O  à  une  dis- 
tance R  de  ce  point. 

Étudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  cir- 
conférence de  base  du  cdne  glisse  avec  frottement  sur  le 
plan  n. 

Calculer  la  réaction  du  plan  n  et  celle  du  point  TixeO. 

Conditions   initiales.    —    Soient    00'    la    perpendiculaire 
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abaissée  du  point  O  sur  le  plan  n  et  OC  la  pnsilion  inîliale  àe 
la  iierpcndiculaiie  abaissiu  <lu  point  O  sur  la  ba«>!  du  cûnc: 

A  l'époque  t  ~  o,  l'axe  instantané  de  iDtatiun  est  situé  daih 
l'anglu  COO'  et  k  seus  de  la  roialion  initiale  est  choisi  de 
telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le  pian  U. 


CONCOURS  BMGREGATIOK  DE  1895. 
SOLUTIO^I  DE  U  QlESm»  DE  MATRÉMATIQUES  SPÉCIUES; 

Par  U.N  correspondant  ('). 


Prentière  et  deuxième  Partie.  —  Je  raiipcUc  la 
proposition  bien  comme  suivante  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes 
les  quadriques  d'un  faisceau  Langentiel  est  une  droite; 
chaque  point  de  cette  droite  est  le  pôle  du  plan  par  rap- 
port à  uue  surface  deLeruiinée  du  faisceau.  Eu  particu- 
lier, le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  homofocales  est  une  droite  perpendiculaire 
icopUn. 

Cela  posé,  je  considère  le  faisceau  tangentiel  des 
quailriques  S  inscrites  dans  la  développable  circonscrite 
il  uu  ellipsoïde  E  et  à  une  spliire  2  de  centre  A;  je  dis 
que  la  eouditîou  nécessaire  et  suUîsante  pour  qu'un 
plan  n  satisfasse  à  la  condition  indiquée  dans  l'énoncé, 
d'être  tangent  à  une  quadrique  S,  au  pied  V  d'une  nor- 
iitale  issue  de  A,  est  que  ce  plan  suit  perpendiculaire  à 
la  droite  joignant  le  point  A  h  son  pôle  p  par  rappoit  â 
.l'ellipsoïde  E. 
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La  condîlion  est  nécessaire,  car  si  j'appello  q  lu  jiôle 
du  plan  n  par  rapport  à  la  splièrc,  ce  point  est  sur  la 
pcrpendiciilaîre  abaissée  du  eenirc  A  sur  le  plan;  cette 
{lerpeitdiculairo,  contenant  les  pôles  P  et  ^  de  II  par 
rapport  à  S  et  ï),  passera  par  le  pôle  />  du  même  ptan  II 
par  rapport  à  rellipsoide  E,  et  Kp  sera  bien  perpendi- 
culaire à  II. 
,  La  condition  est  suffisante,  car  si  la  droite  A^  est  per- 
pendiculaire à  n,  elle  passe  par  le  pôle  q  de  ce  plan  par 
rapport  à  S;  comme  elle  passe  par  paX-ij,  elle  est  le  lieu 
des  pôles  du  mânie  plan  par  rapport  à  tontes  les  tjua- 
driques  S;  le  point  P,  commun  A  la  droite  et  au  plan, 
est  alors  le  point  de  contact  de  celle  dus  quadrîques  S 
qui  est  tangente  au  plan,  et  la  normale  à  cette  surface 
passe  bien  par  le  point  A. 

Les  plans  II  qui  satisfont  à  la  condition  précédente 
constituent  un  ensemble  bien  connu  de  plans;  les  points^ 
sont  les  points  de  la  cubique  des  pieds  des  normales 
abaissées  de  A  sur  l'ellipsoïde  E,  et  les  plans  H  sont  les 
plans  de  la  développable  de  troisième  classe,  polaire 
réciproque  de  celte  cubique  par  rapport  à  cet  ellipsoïde; 
cette  développable  est  insciile  dans  le  tétraèdre  formé 
par  les  plans  de  coordonnées  el  le  plan  de  J'infini.  La 
cubique  et  la  développable  précédentes  jouent  dans 
l'espace  le  môme  rôle  que  l'hyperbole  d'Apollonius  et 
la  parabole  de  Cbasles  dans  la  théorie  des  coniques. 

Étant  donné  un  plan  H,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rap- 
port aux  quadrîques  S  est  la  droite  A;j;  c'est  aussi  le 
lieu  (les  pôles  du  même  ))lan  par  rapport  aux  tjua- 
driques  H,  liomofocales  à  l'ellipsoïde,  d'apiès  la  pro- 
priété de  A/idc  passer  par/*  et  d'être  normale  au  plan  II. 
Le  point  A  de  «elle  droite  est  alors,  comme  on  le  sait, 
le  pôle  de  II  par  rapport  à  une  quadrique  S  et  aussi  par 
rapport  à  une  quadrique  11  ;  les  récipi'0(|ues  sont  exactes. 
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Si  A  est,  en  cllvt,  le-  pèle  «le  II  par  rapport  à  une  qua- 
(Irique  S,  A  y  est  lu  lieu  des  pôles  de  H  par  rapport  à  ces 
<]uadriques,  et  elle  est  perpendiculaire  à  ce  plan  II,  qui 
satisfait  dès  lors  aux  coudîlions  de  l'énoDcé',  si,  d'autre 
part,  A  est  le  p6le  de  n  par  rapport  à  une  quadricjue  H, 
le  lieu  des  pAles  de  II  par  rapport  aux  homofocales  H 
est  la  perpcndiculaîre  abaisisée  de  A  sur  le  plan  II,  et 
cette  droite  contient  le  pôle  p  par  rapport  à  l'ellip- 
soïde E;  Kp  est  donc  encore  perpendiculaire  au  planO. 
On  voit  ainsi  que  la  développable  coustituée  par  les 
plans  n  est  identique  à  la  développable  formée  par  les 
plans  polaires  de  A  par  rapport  aux  quadriques  H  liomo- 
ibcales  à  E. 

En  considérant  maintcnaDt  le  point  à  l'infini  sur  la 
droite  Xpq  normale  au  plan  II,  ce  point  e»t  le  pôle  du 
plan  n  par  rapport  n  une  quadrique  S;  cette  quadrique 
admet  alors  le  plan  II  comme  plan  principal.  Récipro- 
quement, si  un  plan  II  est  plan  principal  d'une  qua- 
drique  du  faisceau  S,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau  est  la  normale  au 
plan  menée  par  le  point  q,  qui  est  son  pôle  par  rapport 
à  la  sphère  £,  et  cette  normale  passe  par  A  ;  dès  lors  le 
plan  n  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé. 

Troisième  et  quatrième  Paitie.  —  Par  un  point  M 
de  l'espace  passent  trois  plans  de  la  développable;  clii- 
cuu  d'eux  est  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  une 
seule  surface  H  ;  on  peut  donc  considérer  comme  coor- 
données particulières  de  M  les  paramétres  déterminant 
les  trois  quadriques  Uomofocalea  corraspoudant  aoi 
tnns  plans  issus  de  ce  point. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  x,  ^,  sdupoiutM 
au  moyen  des  li-ois  paramètres  À,  j*,  v  des  quadriques 
précédentes,  nous   coiiaidererons   le  pian    poUiic  du 
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point  A{xo,j-f,  s„)  par  rapport  à  la  surface 


houiofocale  à  l'ellipsoïde;  les  coordonnées  de  ce  plun 
sont 

(il  —  a7o  _  .— .r»  _  — ^  . 

^-  '  a'  —  p'  6»  -  p '  c>  —  p ' 

ces  équations  iléfîiiîssent,  lorsque  p  varie,  Itfs  plans  suc- 
cessifs (le  la  développable. 

En  écrivant  qu'un  de  ces  plans  jiasse  par  lu  point 
(x,y,z)  on  a  une  équation  en  p  qui  est  du  troisième 
degré;  en  désignant  par  X,  [*,  v  ses  trois  racines,  ou  a 
idonttqucnieiit 

_£!£î_-i_  .-^ZK.      ..="°    _,_     (?— ,^)(p  — i*)[p  — y) 

„._p         i._p        C--P  (â'-p)(6«-p)(c»-p)' 

ut  la  métliuJe  classique  de  décomposition  du  second 
membre  en  fractions  simples  donne  les  valeurs  sui- 
vantes pour  jr.jK,  -  : 

(c»-X>(c'-|x)(ct_v) 

Si  l'on  suppose  dans  ces  formules  que  les  deux  nont- 
I>i-e3  lA  et  V  deviennent  égaux,  et  st  l'on  y  regarde  X  et  [a 
cxHnme  paramètres  variables,  elles  défini&sent  la  sur- 
face développalde  du  quatrième  ordre,  enveloppe  des 
plans  II  ;  lorsqu'on  y  laisse  ix  constani,  x,  y,  z  sont  les 
coordonnées  des  points  successifs  d'une  génératrice  de 
cctlc  surface;  au  coniraire,  lorsqu'on  y  laisse  À  con- 
stant, X,  j-,  s  sont  les  coordonnées  des  points  d'une 
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coiiK|uo;  celte  conique  est  située  dans  le  plan  polaire 
(le  A,  par  rapport  à  la  surface  Hx,  et  constitue  une  partie 
de  l'iniersectjon  de  la  surface  dé veloppabte  parce  plan; 
le  reste  de  l'intersection  est  constitué  par  la  génératrice 
de  contact  de  ce  même  plan  et  de  la  surface,  cette  gé- 
nératrice étant  comptée  comme  droite  double. 

Si  l'on  suppose  que  X,  (t.et  v  deviennent  égaux,  les 
formuliïs  donnant  x,  y,  z  déûnissent  alors,  quand  X 
varie,les  [wiiits  successifs  de  la  cubiquegauche  arèiede 
rebroussement  de  la  développable  ;  celle  cubique  admet 
comme  plans  osculateurs  particuliers  les  trois  plans  de 
coordonnées  et  le  plan  de  l'inGni. 

Je  vais  montrer  que  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels 
les  tixiis  plans  II  qui  y  passent  sont  rectangulaires  est  la 
droite  OA;  cette  droite  joue  jKtur  la  développable  le 
mâme  rôle  que  la  directrice  pour  une  parabole.  Pour 
cela,  je  remarque  d'aboi-d  que  les  plans  fl  sont  en  même 
temps  les  plans  principaux  des  quadriques  du  faisceau 
tangentiel  S  ;  les  centres  de  ces  quadriques  ont  précisé- 
ment pour  lieu  la  droite  OA,  et  de  chaque  point  de  celle 
droite  sont  issus  trois  plans  n  rectangulaires,  savoir  les 
plans  principaux  de  la  quadrïque  S  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

11  reste  à  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  d'auires 
systèmes  de  plans  II  formant  un  trièdrc  trirectangle  que 
ceux  que  nous  venons  de  mentionner;  supposons  en 
cffel  qu'il  en  existe,  considérons  l'un  d'eux,  et  désignons 
par  n,  l'un  des  trois  plans  qui  le  constituent,  par  Hj  et 
Ils  les  deux  autres  et  par  U|  l'intersection  de  ces  derniers. 
Le  plan  II,  est  pian  principal  pour  une  quadrique  que 
nous  appellerons  S|  et  dont  nous  désignerons  le  centre 
par  M,  ;  ce  point  M,  est  le  sommet  d'un  trîèdre  trirec- 
tangle cDuslilué  par  les  plans  jirincipaux  dcS|,  et  dont 
les  faces  appaniennent  à  la  développable  des  plans  n; 


jbv  Google 


(  5^9  ) 
l'une  cli;  CCS  faces  esL  le  planll,,  et  lus  deux  autres  vont 
passer  par  le  point  d,  situé  à  l'infini  dans  la  direction  D, 
qui  cKt  normale  h  U,, 

Or  par  ce  point  ^i  ne  passent,  outre  le  plan  de  l'tn- 
ftni,  que  deux  plans  de  la  déveluppable;  on  on  conclnt 
que  les  plans  Dj  et  D,  ne  pituvent  différer  des  deux  autres 
plans  principaux  de  S, ,  et  que  le  sommet  du  trièdrc  pri- 
mitif doit  se  confondre  avec  M,. 

Nous  avons  ainsi  montré  que  les  systèmes  de  trîèdres 
trirectangles  formés  de  plans  de  la  déveioppablu  sont 
identiques  aux  systèmes  de  plans  principaux  des  qua- 
driques  S  successives. 

Cinquième  et  sixième  Partie.  —  La  section  de  la 
surface  enveloppe  des  plans  II  par  un  de  ces  plans  se  com- 
pose, avons-nous  dit,  de  la  génératrice  de  contact  comptée 
comme  droite  double,  et  d'une  conique  enveloppe  des 
traces  des  autres  plans  de  la  développable  sur  le  premier. 
Cette  conique  est  complètement  déterminée,  car  elle  est 
tangente  à  la  génératrice  de  contact  de  son  plan,  et  aussi 
aux  traces  de  ce  plan  sur  les  plans  de  coordonnées  et  sur 
le  plan  de  l'inlîni  ;  elle  est  donc  une  parabole. 

Nous  déterminerons  par  le  calcul  le  lieu  des  foyers  de 
ces  paraboles,  en  cherchant  les  coordonnéesdu  foyer  de 
celle  de  ces  courbes  qui  est  située  dans  un  plan  donné 
de  la  développable.  Si  nous  nous  reportons  aux  équa- 
tions (a)  et  si  nous  y  supposons  X  fixe,  (*  et  v  variables, 
elles  fournissent  les  coordonnées  des  points  du  plan 
représenté  par  l'équation 

et  ce  plan,  que  nous  appellerons  II),,  appartient  à  la  dé- 
veloppable. A  chaque  système  de  valeurs  données  à  |a 
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uL  »  V  Gorrespotiilent  deux  «atrcs  plana  Up_  ut  Ilv  rcpn 
senlés  par  les  équations 


et  les  traces  de  ces  deux  ptaus  sur  le  premier  sont  deux 
laiigentes  à  la  |>ai'abole  qui  y  est  conteuue;  eiiGu,  les 
valeurs  de  X,  j',  z  fournies  par  les  équations  (9)  sont 
précisément  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
ces  deux  tangentes. 

Pour  que  eu  point  soit  lu  foyer  de  la  parabole  do 
plan  II),,  il  faut  et  it  sufGl  qoe  les  droites  d'intersection 
de  ce  plan  avec  les  plans  11^  et  11,  soieui  deux  droites  iio- 
tropKS,  c'est-à-dire  rencontrent  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini. 

Ces  conditions  sont  exprimées  pu-  ia  relation  facile  à 
obtenir 

*(fi)  =  2rJ*»(6»-c»)«(«*- !)'(«'- f«)»  =  o 

et  par  la  relation  analogue  *(v)  =  o  obtenue  en  rem- 
plaçant u  par  v;  autrement  dit,  les  deux  paramètres  ^etv 
doivent  être  les  deux  racines  de  l'équalion  4>()i)^u, 
où  \  est  fixe,  ei  où  iji  est  l'inconnue. 

Il  sulfit  du  transporter  les  valeurs  de  ces  racines  à  U 
place  de  [jl  et  v  dans  les  formules  (a)  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  foyer  j  la  valeur  de  x  est 


=  ar,(6»-a')(ci-«')'- 


'-X)r(fc'--X)'j|-t-(c'-X)'j-ïl 
£(«•— i)»(6*— c»)VÎ'*!        ' 


et  celles  de^  et  de  z  sont  analogues. 

On  voit  que,    lorsque  ).   varie,   le  foyer    décrit  une 
cubique  gauche. 


jbv  Google 


(  53i  ) 


PDBUUTIOIIS  lÉCINTIS. 


Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  fuhVii  par  les 
Secrétaires;  l.  \\V.  Paris,  1897. 

MathemaliKhen  Annalen,  publié  par  P.  Kleln,  W.  Dtck  el 
A.  Mateii;  B.  19.  L«iptiK.  <S();. 

American  Journal  0/  Matiiemaliet,  publié  par  Th.  Cntio  cl 
S.  Newcomb;  V.  13.  Baltimore,  18117. 

Aevue  de  Matkématiquet  tpéciale*,  rédigée  par  IIuudeiit  el  P\- 
PBLlER;  7'  année.  Paris,  Nony,  1H97. 
Il  Bitagora,  pablic  par  G,  t-'AZZARi;  3*  aonée.  Avclliao,  1897. 

L'Intermédiaire  des  Mathématicieiu ,  publié  par  C-A.  LAI3ANT 
et  E.  LsHaiHE;  t.  IV.  Paris.  Gauthier-Villars  et  fils,  1897. 

Wiikundige  o/ifawn.  Amsterdam,  Delsmann  et  iSolthcniut,  1897. 

Nieuw  Arcliief  voor  Wiikunde,  rédigé  par  J.-C.  Klotvkb,  D.-J. 
KonTEiTEQ  et  P. -11.  ScaouTE.  Amslentun,  Delsmtoa  et  Nolthenius, 
.B97. 

Bulletin  de  Matkimatiquêt.  spéciale),  dirigé  par  B.  ^|EWE^- 
QLOWSKt;  3'  aonée.  Paria,  Société  d'éditions  scientiCques,  1897. 

Bulletin  de  Mathématiques  élémentaires,  dirigé  par  U.  ^IEWE^- 
OL0W8KI;  V  année.  Paris,  Société  d'éditions  scientifiqaes,  iKg7. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  desséances  de  l'Académie  des 
Sciences;  1S97,  a*  semestre,  t.  CXXV.  Parît,  Giulhiec-Villars  el  fils. 
.897. 

D.-A.  Gravé.  —  Sur  la  coostruction  de»  Cartes  géograpliïqucs 
(Elirait  da  Journal  de  Math,  purei  et  appliquées,  iSifi). 

D.-A.  GhavÉ.  —  De  la  meilleure  représentation  d'une  contrée 
(tonnée  (Extrait  des  Comptes  rendus  de  t'A.  F.,  A.  S.,  Cungrcs 
de  CarthaRC,  iHrifî). 

E.  Laskeh.  —  An  Essaj  on  the  geometrical  Calculus  (Extrait  des 
Proc.  de  la  Soc.  Math,  de  Loodres,  Vol.  XXVIII). 

A.  BouLANOEii.  —  Coniribulion  â  l'étude  des  équations  dinërcn- 
lielles  linéaires  et  homogènes  iniéj^ables  algébriquement  (Thèfte); 
Paris,  Gauthier-Villars,  1397. 

D'  A.  GuiLiEMJs.  —  Sur  la  généralion  de  la  ïoik  et  du  timbre. 
Paris,  Société  d'études  scieniiliqucs,  1897. 

Euo,  CoasEHAT.  —  Sur  la  délormalinn  de  certains  parabaloïdes  cl 
sur  le  théorème  de  M,  Weinoaiiien  (Extrait  des  Comptes  rendus, 
Paris,  .R97). 

Euii.  CoHSERAl.  —  Sur  l'emploi  de  l'espace  à. quatre   dimcnsiuns 


jbv  Google 


(  530 

dans  l'étude  des  surfaces  algébriques  admettant  plusicars  sjrinik 
coniques  (Extrait  des  Comptes  rendus-,  Paris,  1*17 ). 

D'  G.  C.innasa-LtjYNES.  —  Le  cubidie  piiioc  razionali  circolarî. 
Liïourne,  >»Tr 

P.  PAtsLHVÉ.  —  Leçons  sur  la  Uirâno  analvlique  des  équation* 
dilTércniiclles,  profesKcs  ii  SinckhoJm.  Paris,  IlenitaDa,  189;. 

P.  Pa;m,eve.  —  Sur  les  intégrales  premières  des  systèmes  dilTcreti- 
tiels  (Extrait  des  Comptei  rendue.  Paris,  i%7). 

P.  Pàinlevb.  —  Sur  Jes  intégrales  quadratiques  des  équations  do 
la  Dynamique  (Extrait  des  Compte!  rendus,  Paris,  18117). 

M.  Fholov.  —  Rechercbes  sur  la  théorie  des  parallélos.  Pari», 
■  B97. 

P.  GinARDVJt.LE.  —  Sur  la  théorie  du  vol  des  oiseaux  (Eilnitdi 
Bull,  de  la  Soc.  physico-math,  de  Katan,  1896). 

W.  Fn.  Meyer.  —  Sur  les  pro);r<.^K  de  la  théorie  des  inTariinti 
projectib  (traduction  par  II.  Friih,  avec  une  préface  de  M.  d'Ocaoki) 
Paris,  Gaulhicr-Villars,  1897. 

WoLroAKO  BoLYAi  DE  BoLVi.  —  Tentamcn  juvcnLutem  studioun 
in  elemcnta  matbcseos  pur»  elementaris  ac  sublimioris  melbodo 
inluitiva  evidcntiaque  huîc  propria  iatroducendi  cum  appendice 
tripllcL  Editio  secunda,  tomus  I  :  Conspcctns  arithmetica;  geaeralii- 
(Publicatioo  de  l'Académie  des  Sciences  de  Hongrie  par  les  soins  dt 
J.  KiiNio  et  M.  Rhthy;  avec  un  purirait  de  l'auteur;  679  pagP. 
11  planches.  Buda  Pesth,  18117.) 

C.  BtiUAU-FoilTl.  —  Leiioni  di  Aritmetica  pratica.  Turin,  1*9-. 

Th.  Caronnbt.  —  Problèmes  de  Mécanique;  ("fascicule  :  Staliqnt. 
Paris,  Nony,  1897. 

E.  GouRSAT.  —  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivù^ 
partielles  du  second  ordre  A  deux  variables  indépendantes;  Tomf  1- 
Paris,  llermann,  iS<>6. 

C,  BuBALt-FoRTi.  —  II  metodo  del  Grassinann  nella  Gcomeiria 
proiettiva  (Extrait  des  Rendieonti del Cireolo  matem.  di Pattrme. 
■«9-1- 

C.  IluRALi-FonTi.  —  Una  questione  sui  numcri  transfiniti  (Eitiaii 
des  Bendiconti  del  Circolo  matem.  di  Palermo,   18117). 


1897.  paîtc  537,  ligne 
Page  ^8{,  dernière  lijii 


jbv  Google 


(  5:i3  ) 

[Q4a] 

THÉORIE    DES    RÉCrOAIS; 

Pau  h.  E,  CAirE\. 


I,  On  sail  que  w  jioiiUs  [lislinds  <lt'-t<;ritiiii''iit  siir 
une  (Iruitti  h  -J-  i  sogiuenls. 

Dans  uii  plan,  n  droitus,  doitl  deux  quel  cou  ijuc^s  ii<' 
sunt  pas  parallèles,  el  dont  trois  (jut'Icontpti's  ne  passent 
pas  par  un  môme  point,  dtilernii tient  • 

régions. 

Dans  l'espace,  n  plans,  dont  li-ois  quoltonipics  ne  sont 
pas  parallèles  à  une  même  droite  et  dont  quatre  quel- 
conques ne  passent  pas  par  un  même  point,  JétL-r- 
mincnl 


2.  Ces  toniiules  se  {.'e'K^'-alisenl.  Con sidérons,  .lai.s 
l'cspaee  à  />  dimensions,  n  variétés  à  />  —  e  dimeii'iiDtii. 

Supposons  que /^  +  I  «itieleuiiques  de  ces  variéiés  ne 
passent  pas  par  un  même  point  et  que  p  que]eon(|ues  ne 
soient  pas  parallèles  à  une  même  variété ù  une  dimension. 
Je  dis  (pie  le  nombre  de  régions  qu'elles  forment  csl 

i.a.../j 
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Cette  formule  s'érablirait  d'une  façon  analogue  aux 
lirecétlentcs.  On  établirait  d'abord  la  formule 

puis,  de  proclie  en  proche,  on  en  déduirait  la  formule 
précédente. 

3.  L'énoni'é  purement  algébrique  de  la  question  pré- 
cédente est  le  suivant  : 

Etant  tionnées  n  fonctions  linéaires  de  p  variabiei, 
de.  combien  de  combinaisons  de  signes  sont-elles  susce/i- 
tibles? 

On  suppose  que  les  déterminants  d'ordre  p +  1, 
•  formés  avec  les  coefficients  îles  variables  et  /es  ternies 
indépendants  dans  p  ■+- 1  Jonctions  quelconques,  ne 
soient  pas  nuls,  et  qu'il  en  soit  de  même  des  détermi- 
nants d'ordre  p  Jormàs  avec  les  coejfîvients  des  va- 
riables dans  p  fonctions  quelconques. 

Dans  ces  conditions,  oe  nunibru  est  P>;. 
KoniarquuiiA  que,  si  nSp, 

K  =■>■■', 

ce  qui  veut  dire  que  les  n  fonctions  peuvent  prendre  Ions 
les  signes  possibles.  Autrement  dit  : 

Un  système  de  n  inégalités  du  premier  degré  à  p  in. 
connues,  dont  les  premiers  membres  satisfont  aux 
conditions  indiquées  plus  haut  est  toujours  compatible 
si  n^f>.  ' 

4.  Théorème 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  la  formule 
qui  donne  PJ. 
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S.  Maïntonant,  l'taiit  données  n  l'oncliuiis  IÎjk 
X|,  Xi,  .  .,  Xj,  à  /»  variables  jr,,x-j,  .  .  ■ ,  Xp,  satisfai- 
sant aux  conditions  précéilenies,  qudlos  sont  les  combi- 
naisons de  signes,  au  nombre  de  P^,  dont  elles  sont 
susceptibles? 

Supposons  que  nous  sacbious  résoudre  ce  problème 
[lour  la  valeur  n  —  i  de  l'indice  n.  Soit  C  une  combi- 
naison   de    signes     possibles    pour    les    fonctions   X|, 

X3,...,X„_,. 

^'olls  allons  chercher dequel  signe  est  susceptible  X„, 
étant  donné  que  X(,  Xj,  .  .  ,,  Xn_i  ont  les  signes  de  la 
combinaison  C.  Nous  recommencerons  cette  détermina- 
tion pour  toutes  les  combinaisons  C  et  le  problème  sera 
résolu. 

D'abord,  la  fonction  X„  cst-clle  susceptible  des  deux 
signes  (<)?  Si  oui,  elle  sera,  par  eonlinuîté,  susceptible 
de  s'annuler.  Posons  donc  X„^  o. 

On  tire  de  cetie  équution  la  valeur  de  Xp,  par 
(exemple,  en  fonction  de  j",,  jt^,  ...,Xp_,.  On  poric 
celte  valeur  dans  les  fonctions  X, ,  X^,  . .  , ,  X„_, .  Ces 
fonctions  deviiiinimt  fonctions  de  p  —  i  variables,  et 
l'on  verra  si  ci-s  fonctions  sont  susceptibles  des  signes 
de  la  combinaison  C.  Si  oui,  c'est  que  cette  combinaison 
est  compatible  avec  les  deux  signes  de  X,,. 

Sinon,  elle  n'est  compatible  qu'avec  nu  signe  de  X„ 
qu'il  reste  à  déterminer.  Il  suffit  pour  cela  de  substituer 
dansXn  uu  système  de  valeurs  de  ar,,Xa, . .  .  jjr^  donnant 
Â  X,,Xi,  . . .,  X„_,  les  signes  de  la  combinaison  Cj  ou 
encore  un  système  de  valeurs  annuUnt  p  de  ces  fonc- 
tions et  donnant  aux  n  — /j  —  i  autres  les  signes  de  la 
combinaison  C  (^). 

(  '  )  En  langage   géoiiiÉlrïqirc  :  la  variole    X,  -  o  ttavcrsr-t-cllc  la 


jbv  Google 


(  536  ) 

Cesysièmede  valeurs  n'annule  pas  X„,  putMjiK*,  par 
liypotlièsc,  p  +  I  foDctions  ne  s'ainiulciiL  pas  pour  une 
même  valeur  des  variables.  On  obtient  donc  pour  X„ 
un  certain  signe  (jui  est  le  signe  cherché. 

Les  calculs  sont  très  simples  pour  p  =  i.  Pour  p  =  z, 
la  représentation  géométrique  est  très  facile  à  cITectuer 
exactement,  et  remplace  avantageusement  le  calcul. 

6.  Nous  allons  montrer  que  le  cas  de  p-\-k  fonc- 
tions à  p  variables  se  ramène  à  celui  de  p  ■+■  It  Jonc- 
tions à  A  — I  variables. 

Le  problème  est  ainsi  simplilîë  si 
A-i</.. 

Soient  X,,  Xîj  .  .  . ,  \p,  X^+,,  .  . .,  Xp^j,  ces  p -\-  h 
fonctiims  linéaires  de  ^  variables. 

Cberctionsà  déterminer  ai,ai, .  .  .  ■,i.p,'x.p^t  >  -  ■  ■  ^^p+k 
de  façon  que 

(i)     aiX,-!-a,X,-(-...-t-«pX^-(-ap+,Xp+,^-...-+-a,,4-fcXp+ft. 
soit  identiquement  nulle. 

Nous  obtenons  p  +  i  équations  linéaires  entre  les 
p-i-h  quantités  a  ;  nous  pourrons  exprimer  ces  p -h  A 
quantités  eu  fonctions  linéaires  de  A  —  i  variables. 
Déterminons  les  P^^i  combinaisons  de  signes  dont  elles 
sont  susceptibles.  Ces  combinaisons  sont  impossibles 
pour  les  fonctions  X,  puisque  l'expression  (i)  est  iden- 
tiquement nulle. 

Ce  sont  d'ailleurs  toutes  les  combinaisons  de  signes 
impossibles  pour  les  fonctions  X.  En  ellét,  le  nombre 
de  ces  combinaisons  impossibles  est  2*^* —  ^^+i-  *-*''  '■'* 
«ombre  égale  P^+i  d'après  le  théorème  du  n"  4. 

Exemple  : 

X,  =  ^xi  -i-  37, —  j~)  -h  a, 
X,  =  a^i  -h  a',  -1-  a'i  -H  I , 
X]  =  jrci  —  Ti-î-  337,+  3, 
Xi  =  6x1-1-13:1  —  5 3", -H  6. 
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X,  +  a,X,+  a.X 

+  aiX 

ï,+  4«j+6at  + 

aa,  =  o 

I—     ai+aa*  — 

aa,  =  o 

,-t-aa,— 5J4  + 

a,  =  0 

ï,+  3a,-^6at-h 

"•  =  " 

4fi3ai-r9 

-r6i3i+. 

41 

^^^_3^ 

.         -.5^1,- 

i 

I^s  combinaisons  de  signes  possibles  |>our  a,,  a^,  ai, 
X),  X;  et  par  suite  impossibles  pour  X,,  Xg,  X),  X*,  Xj 
sont  contenues  dans  les  culonnes  du  Tableau  suivant, 
dont  la  construction  est  facile  à  comprendre. 


• 

5        il 

33         463 

" 

- 

^ 

- 

•+- 

«.• 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

"'  1    -^. 

* 

- 

- 

- 

". 

* 

- 

- 

- 

- 

.. 

- 

- 

+ 

+ 

7.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé  que;»  +  i 
quelconques  des  variétés  ne  passaient  pas  par  un  mêm<: 
{loint.  Voyons  ce  qui  arrive  dans  ce  cas,  ou  plus  géné- 
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lalcmenl  ce  qui  ai-iivo  lofs^ne  fc  des  varioles  à /'  —  i 
<ii infusions  [lâsscnl  par  »inc  variété  de  dimension  A. 

Soit  1*^(^",  /()  lu  nombre  de  régions  rorniées.  Oii  peul 
calculer  ces  expressions  de  proche  en  proche  par  la  ior- 
in  utc 

PJ(/-,  /,  i  =  l'j; .,  t  A,  h )  +  P£=j [k,  A  —  I), 

valable  pour  n  —  i  =  A',  el  (|iii  ramène  le  calcul  de 
PJ(A-,  A)  à  celui  de  Pf  (A",  A).  Ce  dernier  se  fera  au 
movcu  (le  la  iormule 

!>î(i,  ;,  }=  rj:  ,(,(  —  i,/,  ^  +-  rîi|(X  — i./n. 

On  arrive  ainsi  par  un  calcul  de  récurrence  sans  dif- 
ficulté .-I  la  formule  générale 

i'S(^,/')  =  -i(i+Ci_^.4-G4.(.-H...+  cS_t)(i+Gi_,-f-ci  ,-H...-!-c:;î' 


C'  (Jésignanl  comme  ;i  l'ordinaire  l'expression 

r(,-^,)...f,— ,  +  ,) 

Celle  formule  est  générale  en  faisant  les  conveiUtons 
fjuc 

l'SfA,  A)=PS 

!  orsque  /i  ^  —  i  et  que 

PE(A,  A)    (.u    PS 

sopl  égaux  à  nu  quand  />  ^=  o  et  à  zéro  quand  p  est  ué- 
galif. 

H.   Une  autre  singularité  que  peuvent   présenter  les 
n  variétés  c'est  que  k  d'entre  elles  soient  parallèles  * 
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une  inèmu   variélû  de  dimension   h. 
n^(A,  h)  le  nonibi-ede  réglons  formé, 


appel!. 


llg(A,  A)  =  (n-Cl-i-...+  Cr")(n-CA^*-t----+CS_*) 

-i-c:itui+ci+...-+.cr*-') 


i).  Maintenant  si  l'on  considérait  fi  vaiiétés  a  p  —  i 
dimensions  dont  X'  passent  par  une  variété  do  dimi^n- 
sion  b,  k'  par  une  variété  de  dimension  h\  etc.,  A',  sont 
parallèles  à  une  variété  de  dimension  A, ,  k\  à  une  va- 
riété Je  dimension  A',,  etc.  ;  sans  établir  de  formule  gé- 
nérale, on  pourra,  en  tout  cas,  calculer  le  nombre  de 
régions  formées. 

Par  exemple,  cUerclions  le  nombre  de  régions  for- 
mées par  six  plans,  dont  trois  passent  par  une  même 
droite  D  et  trois  par  une  aulre  droite  D'  ne  rencontrant 
pas  D. 

Faisons  abstraction  d'un  plan,  les  cinq  autres  forment 
Pî{3,  i)  =  î2  régions. 

Or  le  sixième  plan  coupe  les  cinq  précédents  suivant 
cinq  droites,  dont  trois  passent  par  un  même  point  i!t 
deux  coïncident.  Le  nombre  des  régions  formées  par 
ces  droites  est 

'  Donc  le  nombre  clierelié  égale  aa  -(-  f  o  =^  32. 
Si  les  deux  droites  D  et  l^  se  rencontraient,  il  fau- 
drait raisonner  autrement  et  l'on  trouverait 

28  régions. 

Di;  même  la  détermination  des  combinaisons  de  signes 
correspondant  à  cbacune  de  ces  régions  se  fera  par  une 
méthode  analogue  à  celle  du  n"  i>. 
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[A31]  [H12b2] 

RtCh'ES  DE  OVELOUeS  É0li4TIO\S  TRAXSCE\D1\TES. 
INTÉGRATION  D'LKE  ÉQUATION  AliV  DIFÉREKCSS  HÉLÉSS; 

P»R   M.  K.-M.  LKMERAY. 


On    }ieut    facilunKiiit    raiiiuru-r   quelques    i-quatioiis 
Iraiisiciiilaiites  aux  types 


que  j'ai  étudies  dans  deux  iNoles  prccédcutus  (dccimibrc 
i8i)(i,  février  iSy").  Soil  l'équation 

êl(;\ous  les  ^eu\  membres  à  la  puissance  m,  puis  pusons 

x"'^y,  a"'=f',  t-We  devient 

/ù/niilioii  .ru'  z^  //.  —  KIoioiis  «  à  la  puissance  cxjiri- 
iin'c  par  les  deux  memlntts,  ou  a 


I,  i'i|iiiiltoii  11'^:=  X  -^  Il  .se  rantène  à  son  tour  à  la  pré- 
""l"""':^.!'"" v,l„i,,.  I,.sc,,,„.ii,„„„„|„.„|,l,„ 
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Pour  la  première  posons 
membres  à  la  puissance  i~' 
/«*"'™'=  n,  file  devient 


=  y,   élevons  les  deux 
posant  ensuite  v'^  x, 


Pour  la  deuxième  posons  encore  ax  =y,  élevons  à  ta 
puissance  ^''c,  on  est  ramené  à  la  forme  zA.'=2  |{.  La 
troisième  se  ramène  au  même  type  en  posant  x  +  h  ^y. 
En  achevant  les  calculs,  un  remarquera  (jue  x  s'exprime 
sans  que  le  signe  logarithmique  y  figure. 

Ed  résolvant  ces  équations,  il  faut  d'une  part  élimi- 
ner les  racines  étrangères  introduites;  de  l'autre,  con- 
stater que  l'on  a  obtenu  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée. Cherchons,  par  exemple,  les  intersections  réelles 
des  deux  courbes^  ^  ai^  ai  y  ^bx^  («>  i  et  i  >-o). 

La  Jig.  I  nous  montre  qu'il  y  a  toujours  une  racine 


réelle  négative  et  qu'il  peut  exister  deux  racines  réelles 
éi;ales  ou  inégales. 

Pour  résoudre  l'équation  a' =  ft.r*  qui  rentre  d'ail- 
leurs dans   nn   des   lypi-s  sij-nalés   plus  haut,  on  peut 
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l'écrire 
et  l'on  a 


Pour  que  les  deux  racines  positives  soivut  égalas  il  Faut 
(juc  l'on  ait 

c'csl-à-diro 

ou  cncoie 

1.      >  1,'ft 

Si  a  est  plus  petit  que  celle  valeur,  o»  aura  dttux  racines 
réelles  inégales.  Il  est  clair  qu'il  faut  prendre  les  radi- 
caux \/a  et  \/6  avec  le  seul  signe  -t-.  On  n'obtient  pas 
ainsi  la  racine  négative.  Pour  l'avoir  on  cliangcra  x  en 
—  j?  et  l'on  est  amené  à  résoudre  l'équation  ftx'=  — 
qu'on  peut  écrire  :c\/a  =  -^  et  l'on  a 


Av'^'i^') 


41 

tju'il  faudra  changer  de  signe',  ainsi  les  trois  racines 
réelles  seront  données  par  la  même  formule  01*1  ^a  est 
pris  avec  le  signe  +  ;  yjb  avec  le  signe  +  pour  avoir 
les  deux  racines  positives,  et  avec  le  signe  —  pour  avoir 
la  racine  négative. 

Le  symbole  de  la  surracinc  deuxième  permet  encore 
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(]<;  i-esoudre  quelques  qiiesiioiis.  Considérons  la  courbe 
repiésuntaiive  do  la  fonction 

[en  cooi-données  polaires  l'équalion  de  cette  courbe 
est  p  =  rtP"""  ;  en  coordonnées  semi-polaires  {abscisse 
et  rayon  vecLeur)  elle  est  p  =  o^].  Pour  a>i,  elle 
peut  présenter  li'ois  formes,  suivant  que  a  est  plus  petit 

que  (?',  égal  à  e'  ou  pi  us  grand  que  e'.  On  trouve  facile- 
ment que  pour  x  inlini  et  positif  elle  est  asymptote  aux 
courbes  y  =  ±  a'^  {fig-  2),  qu'elle  est  tangente  n  ces 
courbes  [lour  a?  =  o  ;  qu'en  cbacuu  des  points  rt'els  où 
elle  coupe  l'axe  Ox,  elle  admet  une  tangente  parallèle 
i^Oy. 


Cberchons  les  abscisses  de  ces  points  d'intersection; 
[Mïur  j  =  o  il  faut  avoir  a'  =  j:  ou  «"■'  =  j;  ;  les  deux 
racines  réelles  positives  seront  les  deux  valeurs  de  ~, 

égales  si  n  =  e',  inégale  si  a  est  plus  petit  que  e'.  La 
racine  négative  sera ! — 
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Cherrlioiis  aussi  les  abscisses  des  points  où  la  courbe 
admet  une  tangente  horizontale.  On  a 

dx  /o"— X» 

On  a  donc   à  rt^soudre  l'équation  a'^La  —  x^»i 

La    .,    .     , 
posons  x^  -7-;  il  vient 


Les  deux  valeurs  seront  distinctes,  si  la  sarracine  v 
a  deux,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

Les  deux  valeurs  seront  égales  (point  statîonnairc)  1 
l'on  a 


L'abscisse  est  alors 

et  l'ordoDiicc  a  pour  valeur 

Elle  est  donc  égale  à  l'abscisse. 

Quand  on  Fatl  n  égal  à  1,  la  couibe  se  riiduil  à  un 
I  ercle  de  rayon  i ,  décrit  autour  de  l'origine  pour  centre 
et  à  une  droite  parallèle  à  Oy  à  l'inSni. 

Inlégmtion  ffo  l'i-quation 

J'""'''  — "/'?'  =  "■ 
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Hiins  laquelle  a  et  i  sont  deux  constantes,  j_.,  étant  la 
valeur  de  la  fonction  t/uand  la  variable  a  pour  valeur 
X  —  I, 

D'après  la  série  de  Taylor,  on  a 

ym^yim)^  Ay-n+l)+  i^^Im-i-lJ—.... 

Ou  a  donc  à  résoudre  l'équalioii  linéaire  d'oi-dre  in- 
fini à  coedîcicnts  constants 

L'équation  caractéristique  peut  s'écrire 

h^llc  admet  d'abord  les  m  racines  /■  ^  o  -,  ce  qui  don- 
iM'ra  un  polynôme  de  degré  m  représentant  l'ensemble 
des  771  intégrales  particulières  indépendantes  de  i  ;  il  reste 

Pour  la    résoudre,    élevons    les   deux  membres  à  la 


ce  qui  la  ramène  à  la  forme  Ax=B-^  vue  précédem- 
ment, et  les  racines  seront 

r=±aP--{Yep-'"-''")~'. 
Suivant  les  valeurs  attribuées  aux  quantités  a,  p,  i, 
il  pourra  ou   non  exister  des  racines  réelles;  il  y  en 
aura  trois  au  plus.  En  désignant  par  P,  R,  S  ces  trois  ra- 
cines, on  en  tire  les  intégrales  particulières 
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En  eu  <jui   concerne  les  raciniïs  imaginai ivs  qui  sont 
conjuguées  deux  à  deux,  et  d'urtln;  sinifile,  elles  ont 
pour  valeurs 

aF-'[u(- p-UaP-')  ±  \^^ ^{—p-' iaP  -•)]. 

Il  ei  V  étant  les  fondions  considérées  dans  notre  Note 
du  numéro  de  février. 

En  ne  tenant  jtas  compte  dos  racines  étrangères,  <]uc 
l'on  reconnaîtra  d'ailleurs  facilement,  il  restera  une  in- 
liniié  d'intégrales  particulières  do  la  forme 

■y  =  e'-''~'"'--\Acas\ar-\-(z}]r-hlUm\aP-i>i=)]xl 
où  l'on  a  posé 

—  />-'l<lP- =(;!), 

Cl  A  et  B  étant  deux  coustanlcs  arbitraires. 


[14] 

SUR  LB  CAH1CTBR8  QUADRITIQUE  M  NOUBRB  3 
PAR  RAPPORT  A  II\  \OMBRB  PREMIER  QliELCOXQUE  ; 

Pah  m.  Raoii.  BRICARD. 


Buler,  Legendre  et  plus  récemment  Stieltjes  (')  ont 
donné  des  démonstrations  si[iiples  des  tliéorèmes  rela- 
tifs aux  caractères  quadratifjues  des  nombres — i  et  a 
|Mr  rapport  à  un  module  premier.  Je  me  propose  d'in- 
diquer dans  celte  INote  comment  ou  peut,  par  une  nié- 
tbode  élémentaire,  déterminer  les  nombres  premiers 
dont  le  nombre  3  est  ou  u  est  pas  résidu  quadraliquc. 


(  '  )  Voir  l'Introduction  à  l'Étude  de  la  Théorie  dea  Nombret  ei 
i/e  r.llgàbre  supérieure,  (If  MM.  K.  lii.it-l  cl  J.  Draih. 
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Suit  p  un  nombre  preniier  et  m,  uii  nombre  quel- 
conque de  la  suite  2,3,  -■.,/>  —  i  ■  On  peut  (iélermi- 
ner  un  nombre  entier  rrii,  inférieur  à  ^et  lel  que  l'on  ait 
nii/ni^m,  — 1         (vanA  p). 
Il  est  évident  que  l'on  n'a  lù 

mt  ^o        (moAp), 
n\ 

mt^s  I         (moàp); 

m,  appartient  donc  à  la  même  suite  que  /?i,. 

Le  nombre  m^  ainsi  obtenu  permet  de  déterminer  un 
nombre  mg,  appartenant  à  la  suite  a,  3,  ...,  p  —  i, 
tel  que  Von  ait 

m,W}=  nij —  I        (mod/)), 
et  ainsi  de  suite. 

La  suite  de  nombres  aiusî  obtenue,  m,,  m^,  m^,  ... 
donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

1°  Si  m^  est  difTéi-ent  de  rni,  il  en  est  de  même  de 
ifjj.  En  ell'el,  on  aurait,  dans  le  eas  contraire, 

m,oii  =  m,— i^m,-i        (moAp), 
d'où 

nii  =  m, . 

ce  qui  sérail  contraire  n  l'bjpotbèse. 
a"  On  a  toujours,  au  contraire. 

Ecrivons,  en  etl'et,  de  la  manière  suivante,  les  cou- 
grucnces  qui  déterminent  successivement  les  nombres 

//i,{/H,—  i)  ^-  — (  {ntoàp), 

mtmj  -zinti —  i  (tnodpj, 

"«,(*«,— 1)^-1  imodp). 

mjmi  =  013  —  1  (modp), 

La  seconde  congruence  est  écrite  de  deux  manières 
différentes. 
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Multiplions   metitbre  A  lucmbi'e  la   preinièr<>  <M  la 

(luiixiènie  congruencc.  Opérons  di.'    même  sur  la  troi- 

sicmc  et  la  qualriôme.    Il  vient,  après  divisions  par  des 

fadeurs  Incongrus  à  zéro, 

m,  miTHj  ;^  —  I         (  modp), 

d'où  l'on  tire 

(m, —  mi)n!,m)  5=5  o         tmodp), 
et,  par  suite, 


3"  Enfin  il  peut  arriver  que  l'on  ait  m,  ^1:1  m, .  Alors 
tous  les  termes  de  la  suite  m,,  thj,  ...  seront  iden- 
tiques.  vf|    est  dans  ce  cas  une  racine  de  la  congruenri; 

^»_^^,^o         (-"„<!;>  I, 

qui  admet  aussi  la  racine /> -h  1 — m,  et  celle-là  seule- 
[ncnt,  comme  on  le  voit  imniddiatcment.  Cette  nou- 
velle racine  est  nécessairement  distincte  de  la  première, 
si  l'on  suppose  p^i-  En  effet,  on  aurait,  dans  le  cas 
contraire, 

et,  par  suite, 

oongruence  impossible. 

On  peut  résumer  ainsi  ce  qui  précède  :  si  la  coii- 
gruencc 

est  impossible,  les  nombres  de  la  suite  a,  3,  . . ..  p  —i 
se  répartissent  on  un  cerlain  nombre  de  groupes  de  trois 
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/•-ï^o         (niod3), 

el  lu  nombre  p  est  du  la  forme  iq  4-  3. 

Si  au  contraire  cette  coiigrueiioefisi  possible,  la  iiiéoie 
suite  comprend  deux  noiiibrvs  satisfaisant  à  cette  con- 
gruence,  plus  un  certain  noinbi>e  de  groupes  de  trois 
termes. 

On  a  alors 

^_,_,^o        (modî). 

Li!  nombre  p  est  de  la  forme  3^+1. 
Les  réciproques  sont  évideinmeut  vraies. 
Kemanjuons  maintetiaiit  que  la  congrueiiee 


3.1  _ 

T  + 

S^O 

m 

i\pj 

>eut  s' 

écrire 

{IX- 

")•- 

3~o 

oiip 

lille 

est   donc 

|)Os.sib 

.OU 

iinposs 

bl. 

,     M. 

'ou  a 

(v) 

=  . 

0.. 

(^) 

- 

-'. 

et  l'on 

eu  déduit  ' 

e  tbéo 

èine 

uivant 

Le  nombre  —  3  est  résidu  t/itadratitfue  ths  nombns 
premiers  de  laforntf!  3^  -»-  i ,  et  non  résidu  des  nom- 
bres premiers  de  ta  forme  3  y  H-  a . 

En  combinant  ce  lliéorèini:  avei;  les  théorèmes  i-ela- 
tifs  au  caractère  quadratique  du  nombre  -~  i ,  on  ol>- 
tient  facilement  la  valeur  du  .sj'mbole  (  -  1    pour    toutes 

les  valeurs  du  nombre  premier  p.   Je  n'insiste  pas  sur 
le  résultat  bien  connu  que  l'on  obtient  ainsi  :   mon  but 
était  simplement  de  monlrer  conimeul  on  peut  y  par- 
venir par  les  procédés  les  plus  élémentaires. 
Ain.  de  Mathémat.,  3*  térie,  1.  XVI,  (Décembre  1897.)       35 
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GERTIFKiTS  D'ETHIIBS  SUPBRISliRRS 
DES  PACVLTËS  BUS  SCUNCBS. 


SESSION    DE  JUILLET  1897.    -    COMPOSITIONS. 


CERTinCAT    DE    CaLCL'L    UIPFÊHENTIIIL   E 

\ .  Enoncer  et  démontrer  tes  propriétés  principales 
des  fonctions  définies  par  les  égalités  suivantes 


-(-i)«--. 


On  suppose  que  l'on  donne  à  w  toutes  les  'valeurs 
comprises  dans  Informulé 


ti>,  w'  étant  deux  constantes  données  dont  le  rapport 
est  imaginaire,  k  et  ti'  deux  entiers  susceptibles  de 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  positivesou  négatii'es 
ou  nulles  sans  pouvoir  toutefois  s'annuler  en  même 
temps. 

.  Montrer  comment  toute  fonction  doublement  ffério- 
dique  et  méromorphe  peut  s'exprimer  à  l' aide  d'uae 
fonction  ^(z)  et  de  ses  dérivées. 

2.   Intégrer  l'éi/uation  linéaire 
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JV,  B.  —  L'é)/uation  lUgébrique  qu'on  est  conduit  à 
résoudre  a  ses  racines  commensurahles. 


Ckhtipi<:at  nE  GÉoifÉTniE  sipérikube. 

1 .  Donner  les  différentes  dé/initions  des  lignes  de 
courbure  d'une  suijace;  montrer  qu'elles  sont  équiva- 
lentes; établir  l'é^tmlion  différentielle  des  lignes  de 
courbure  :  application  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Démontrer  les  propriétés  fondamentales  des  lignes 
de  courbure  en  général,  leur  conservation  d^ts  la 
transformation  par-  inversion,  leur  rôle  dans  la  théorie 
des  systèmes  triples  orthogonaux . 

2.  Lignes  asjmptotiques  d'une  surface  de  révolu- 
tion; déterminer  le  méridien  de  telle  sorte  que  les 
lignes  asymptoliques  se  projettent  sur  le  plan  des  pa- 
rallèles suivant  des  spirales  logarithmiques  ajant  le 
pied  de  l'axe  pour  pôle. 

CeRTIPK^AT   OE  MRCAMQttS  RATIONNELLE. 

i.  i"  Établir  les  équations  de  Lagrangc  pour  un 
point  matériel  mo  fuie,  sans  frottement,  sur  une  surface 
fixe  ou  mobile, 

1°  En  supposant  que  cette  surface  soit  fixe,  et  que 
la  force  appliquée  au  mobile  dérive  d'un  potentiel,  ra- 
mener les  équations  du  mouvement  à  la  forme  cano- 
nique; puis  montrer  que.  si  l'on  en  connaît  une  inté- 
grale première,  distincte  de  celle  des  forces  vives,  leur 
intégration  s'achève  à  l'aide  de  quudrulurrs. 

2.  Un  tube  homogène  pesant  AB,  de  section  négli- 
geable, et  ayant  la  forme  d'une  demi-circonférence, 
■  est  suspendu  à  une  fige  rectiligue  horizontale  fixe  xx'. 
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à  l'aide  de  deux  tringles  CD,  C'0'  terminées  pal'  des 
anneaux  très  petits  li  et  O.  Ces  tringles,  invariable- 
ment fixées  au  tube  en  C  et  C,  sont  égales  et  symé- 


triquement placées,  de  manière  que,  dans  toutes  les  po- 
sitions du  tube,  le  diamètie  AB  reste  parallèle  à  xx'. 

Quand  le  tube  A  B  est  immobile' dans  sa  position  d'é- 
quilibre stable,  on  abandonne  à  elle-même  en  A,  sans 
vitesse  initiale,  une  petite  sphère  pesante  S,  ayant  un 
diamètre  un  peu  inférieur  à  celui  du  tube,  de  manière 
qu'elle  puisse  y  pénétrer. 

On  demande  d'étudier  dans  ces  conditions,  et  sans 
tenir  compte  du  frottement,  les  mouvements  de  la 
sphère  S  et  du  tube  AB,  On  désignera  par  m  la  masse 
rie  cette  sphère  et  par  m'  la  masse  du  solide  formé  par 
le  tube  et  les  deux  tringles. 


Certificat  d'Astronomie. 

i .  Détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil  par  les 
passages  de  Vénus. 

N.  B.  —  On  suppose  connues  les  formules  de  la  pa- 
rallaxe en  longitude  el  en  latitude,  savoir 


sin(/-/„), 


■.Psinlo 


n(X-ç), 


/",,  /,,  X,   étant  les  coordonnées  écliptii/ues  du  lieu 
d' observation,  l,  X,  P  la  longitude,  la  latitude  et  la 
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peuallaxe  horizontale  de  l'astre  observé,  v  un  angle 
défini  par  la  formule  lang  a  =  — ii—i    ' 

Certificat  uii  MÉ<jA>rQi*E  appliquée. 

i.  Théorie  du  voltint.  On  traitera  seulement  les 
questions  suivantes  : 

i"  fioles  distincts  du  volant  et  du  régulateur; 

2"  Formule  permettant  de  déterminer  le  moment 
d'inertie,  le  poids  et  les  dimensions  du  volant,  con- 
naissant la  puissance  9  de  la  machine  en  chevaux,  le 
nombre  de  tours  N  par  minute,  le  coefficient  de  régu- 
larité m,  le  rapport 


oii  T  désigne  le  travail  moteur  pour  un  tour  et  S  la 
plus  grande  valeur  de  la  dijf'érence  entre  le  travail 
moteur  et  le  travail  résistant,  et  enfin  la  valeur  v 
oiioplée  pour  la  vitesse  moyeime  à  la  jante; 

3"  Méthode  employée  pour  déterminer  le  rapport  K 
dans  la  praiitjue. 

2.  Une  machine  à  t'apeur  pour  laquelle  on  a  $:=3o, 
N  ^  60,  m  =^  80,  K  =  10,  f  =1  I  3,  fonctionneen  régime 
normal,  quand,  par  suite  d'un  accident,  les  rèsislamies 
sont  brusquement  réduites  aux  résistances  passives, 
propres  à  la  machine,  qui  représentent  un  travail  égal 
au  dixième  seulement  du  travail  moteur.  On  suppose 
en  outre  que  le  régulateur  soit,  par  suite  du  même 
accident,  empêché  de  fonctionner,  de  manière  que  le 
travail  moteur  par  tour  garde  sa  valeur  normale. 

Dans  ces  conditions  on  demande  de  déterminer  ap- 
proximativement les  nouvelles  valeurs  de  la  vitesse  v 
après  i,  2,  ...,  n  tours,  de  manière  à  voir  à  peu  près 
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le   leinpi  dont    riispose   le   tnécaaicien,    pour   arrêter 
l'arrivée  de  la  vapeur  avant  (jue  la  machine  ait  pris 
une  vitesse  dangereuse, 

HarBeiUe. 
Certificat  de  Mkcamqiie. 

Sur  une  droite  horizontale  Ox  sont  mobiles,  sans 
frottement ,  trois  points  de  même  masse  A,  h,  C. 

Le  point  A  est  relié  nu  point  R  par  un  fil  êlnsliijue, 
et  le  point  B  est  relié  au  point  C  par  un  fil  élastique 


idenlif/ue  au  premier  ;  ces  fils  s'allongent  proporiion- 
nellement  à  leur  tetuion. 

A  l'origine  du  temps,  les  points  A ,  B,  C  sont  sanx 
vitesse  et  les  fib  sont  à  l'état  naturel. 

On  fait  alors  agir  sur  le  point  A  une  force  F  con- 
stante et  dirigée  suivant  Ox,  et  l'on  demande  de 
trouver  le  mouyement  du  système  sachant  t/u'on  né- 
glige la  masse  des  fils,  que  la  longueur  primitive  de 
chacun  d^ettx  est  a,  et  i/u'une  tension  égale  à  F  don- 
blerait  la  longueur  de  chacun  de  ces  fils. 

On  développera  les  valeurs  des  abscisses  des  mobilo 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  du  temps,  et 
l'on  poussera  ce  développement  just/u'à  la  sixicim- 
puissance  inclusivement . 

On  est  conduit  au  type  (l'é(|ualioit 
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Ed  négligeant  f,  le  [i4>inl  A  est  seul  déplacé. 
En  négligeant  l*,   les  points  A  et  B  sont  seuls  dé- 
placés. 

Certificat  d'Analyse  i.nfimtksiiialil  (Calcul  différentiel 
ET  intégral). 

i"  Soient  Ox,  O^',  Os  trois  axes  rectangulaire):, 
et  soit  z  ^y(jr,  j-)  Vèquation  d'une  surface  rapportée 
à  ces  axes. 

Définir  en  un  point  le  parabolofde  osculaleur  dont 
t'axe  est  la  normale  à  la  surface. 

En  considérant  l'indicatrice  comme  la  section  du 
paraboloïde  osculateur  par  un  plan  parallèle  au  plan 
langent  au  sommet  et  situé  à  une  distance  de  ce  plan 
égale  à  l'unité,  trouver  l'ii<juation  de  la  projection  de 
l'indicatrice  sur  le  plan  xOj. 

Rappefer ,  sans  démonstration,  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux. 

On  appellera  p,  y,  r,  s,  t  les  dérivées  partielles  des 
deux  premiers  ordres  de  s  par  rapport  à  x  et  à  y. 

a°  Soit  posé  t  =  X  -h  y  )/ —  i ,  «  =^  X  +  Y  \/ —  i ,  on 
suppose  que  \  et  \  soient  des  fonctions  réelles  des  deux 
variables  réelles  et  indépendantes  x  et  y,  et  tellement 
choisies  que  u  puisse  être  considéré  comme  une  fonc- 
tion analytique  de  t.  On  peut  représenter  la -variable  t 
flans  le  plan  xOy,  et  au  point  t  élever  une  perpendi- 
culaire au  plan  xOy,  sur  laquelle  on  prendra  des  lon- 
gueurs respectivement  égales  à  \et  à\.  On  nuraainsi 
deux  surfaces,  dont  les  équations  peuvent  être  écrites 

Démontrer  : 

i"   Que  l'on  a  entre  tes  dérivées  partielles  de  z,  et 
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(te  z-i  les  relations 

/*»  =  — 9i-        gi  ^—Pi, 
'■,  =—/,  =  *,,         r,  =  —  /,  =  —  j,  ; 
a'  Q'ie  les  projections  sur  le  plan  xOv  îles  inilica- 
trices  ifes  surfaces  \  etY  aux  points  homologues  sont 
deux  hyperboles  équitalères  égales,  et  que  les  asym- 
ptotes de  l'une  coïncident  avec  li-s  axes  de  l'auti-e  ; 

3"  Que  le  produit  des  raj  ons  de  courbure  princi- 
paux est  le  même  dans  les  deux  surfaces  aux  points 
homologues. 

SohVTIOS. 

Pour  la  [>ri:iiiîère  partie,  on  dévelop(>e  en  série.  Soil, 
eu  prvnaiit  lu  point  iiur  l'axe  des  z, 

X  ~  jSQ  =  pr  -t-  qy  -i-  rT*-*-i.sxy  -\-  ty*-r. . .. 

Uu  point  elant  à  une  distance  égale  à  l'unité  du  plan 
tangent  au  point  (o,  o,  z„),  on  aura 

et,  s'il  est  sur  la  surface,  on  aura 

V  I  -t-  />'  -I-  y'  =  /■j'^'-f  'isx'jr'+  ly'*  +.. . . 

Ou  tire  de  là  facilement  la  projet-tion  de  l'indicatrice 
sur  le  plan  des  xy. 

Pour  la  seconde  partie,  voir  le  Traité  des  Fonctions 
elliptiques  {-a"  édit.,  p.  8)  de  Biiot  et  Boutjuet. 

Cbbtipicat  d'Aktho.nojiik. 
Epreuve  écrite.   —    i"  Définir  la  parallaxe  d'un 

1"  Jndiifuer  la  relation  simple  qui  existe  entre  la 
parallojre  horizontale  et  la  parallaxe  de  hauteur,  dans 
l'hypothèse  de  la  sphéricité  de  la  Terre  ; 
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3"  Admettant  que  la  surface  reirttstre  est  un  ellip- 
soïde de  résolution  autour  de  l'a.i'e  des  pôles,  établir 
les  formules  rigoureuses  ijui  permettent  de  passer  de 
l'ascension  droite  (se)  et  de  la  déclinaison  (S)  géocen- 
Iriques  à  l'ascension  droite  (a')  et  la  déclinaison  (3') 
pour  un  point  de  la  surface  terrestre  ; 

4"  Développer  en  séries  If  s  différences  x'—-  a.etù'—Z; 

5"  Formules  pratiques  pour  les  astres  autres  que  la 

Nsncy. 

CERTtFKUT    DE    CaI>:1;|.   DII'l'KRK.NTItiL    HT    INTÉUHAL- 


Êphei'vk  écuite.  —  Prcniiènf  <|U(!slioii.  —  Jni 
lu  système  d'équations  différentielles  linéaires  : 
tanécs  du  premier  ordre 


ilv 


^^y+,_,^-^e 


on  exposera  sur  cet  exemple  une  méthode  d' intégra' 
lion  d'un  tel  sjstème. 

Duuxiéiiit!  (]ui!.slînii.  —  Etant  donnés  trois  axes  rec- 
tangulaires iix,  Oy,  Oz,  on  conùdère  les  sphères  {^) 
ayant  leur  centre  sur  Oz  et  dont  le  rayon  a  une  lon- 
gueur donnée  H. 

i"  Démontrer  que  les  trajevtoires  orthogonales  de 
ces  sphères  sont  des  courbes  (C)  situées  dans  desplans 
passant  par  O  s,  et  i/ue  chacune  d 'elles  est  une  trajec- 
toire orthogonale  d' une  famille  de  cercles  de  rnyonW. 
L.es  coordonnées  des  points  de  l'une  quelconque  de  ces 
courbes,  située  dans  le  plan 
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peuvent  être  représentées  par  Itts  équations 


0  ât'.signant  une  constante  et  ii  l'angle  de  la  tangrnle 
à  la  courbe  avec  Oz. 

a''  Lorsqu'on  remplace  c  par  une  fonction  de  v  et 
qu'on  regarde  u  et  v  comme  variables,  les  équations 
précédentes  définissent  une  surface  {S)  engendrée  par 
des  courbes  (C)  ;  démontrer  qu'elle  coupe  orlhogona- 
Icmenl  chacune  des  sphères  (S),  et  que  ses  lignes  de 
courbure  sont  d'une  part  ses  courbes  d'intersection 
avec  tes  sphères  (S),  d'antre  part  les  positions  succes- 
sives de  la  générair'ce  (C). 

3°  Lorsqu'on  suppose  c^o,  les  formules  (i)  défi- 
nissent une  surface  {S„)  qui  est  de  révolution  autour 
de  Oz  ;  déterminer  le  produit  de  ses  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

Epreuve  PB.iTiyiE.  —  On  considère  la  portion  de  la 
courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  fwr 
y  =  ^mx  et  comprise  entre  les  points  d'abscisse  x  =  o 
et  X  ^=Tf,on  demande  de  délenniner  : 

i"  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  desx] 

2"  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
mitow  deOx.\ 

3"  L'aire  de  la  surface  de  réi-olution  limitant  ce 
volume. 

Solutions. 

t"  question. 
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2'  question.  —  I^s  traJBCtoin;s  orlliogonalcs  (U-a 
splièrés  do  rayon  R  ilont  le  ceiilre  se  déplace  sur  Os 
sont  des  courbes  dont  la  tangenie  en  iliaque  point  ren- 
contre Oz  et  3  une  longueur  constante  égale  à  R;  ce 
sont  des  iraetri<:es  dans  des  plans  passant  par  Or;  w,i 
courbes  C  sont  tontes  égales  entre  elles  et  se  déduisent 
de  l'une  d'elles  par  translation  parallèle  à  Oz  et  par 
rotation  autour  de  cet  axe. 

Si  l'on  considère  une  surface  S  engendrée  par  le  dé- 
placement d'une  courbe  C,  la  tangente  à  la  génératrice 
en  un  point  est  le  rayon  de  lu  splière  S  qui  passe  par 
ee  point;  par  suite  S  est  oi-tbogunale  à  cliaeuue  des 
splières  S.  et  les  courbes  d'intersection  de  S  et  de  ces 
spbères  î)  sont  lignes  de  courbure  de  S;  comme  ces 
lignes  conpenl  »  angle  droit  ctiacune  des  génératrices  C, 
celles-ci  sont  les  deuxièmes  lignes  de  courbure  de  la 
suri'ace. 

Lorsque  c  ^=  o,  ou  a  une  surface  de  révolution  qui 
n'est  autre  que  la  pseudo -splière  ;  le  produit  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  constamment  égal  à  — R*. 

ErnEuvE  PHATiQUR.  —  Les  résultats  sont  respective- 
ment 

,.  ^,  «[^+i..g(,+,^)]. 


Crrtipicat  de  MÉCAMQL'E  rationnem.k. 

Epreuve  écrite.  —  Un  gyroscope  formé  d'un  tora, 
li'un  disfjue  et  d'un  anneau  extérieur  à  la  façon  ordi- 
naire, est  fixé  par  son  centre  O  ;  son  anneau  extérieur 
tourne  d'un  mouvement,  uniforme  de  rottUion  de  vi- 
tesse angulaire  ti>  autour  de  la  verticale  passant  par  O. 

On  désigne  par  A  le  moment  d'inertie  ét/uatorial 
du  tore,  par  C  son  moment  d'inertie  n.rial.  par  A'  te 
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tnomeat  d'inertie  étjuaiorial  du  disque,  par  C son  mo- 
ment d'iiiertie  axial,  et  l'on  suppose  que  l'on  ait 

C  =  '*A-^îA  =  — ■ 

On  demande  : 

i"  Quelle  vitesse  angulaire  initiale  de  rotation  il 
faut  imprimer  au  tore  autour  de  son  are  pour  qui:  cet 
axe  place  horizontalement  et  abandonné  sntLi  vilexse 
initialff  tende  indéfiniment  vers  la  nadirale  sans  ja- 
mais /'atteindre  ? 

a"  D'établir  la  loi  du  mouvement  du  tore  autour  de 
son  axe. 

Épbkuve  HRATiyuE.  —  On  envisage  un  aie  de  chaî- 
nette homogène  dont  les  extrémités,  si'tuéfs  du  même 
côté  du  sommet,  sont  les  points  oii  la  normale  à  la 
courbe  fait  avec  son  axe  des  angles  respectivement 
égaux  à  3u"  et  jo"  ;  la  distance  du  sommet  à  la  direc- 
trice est  égale  à  .'io""'. 

On  demande  de  déterminer  le  centre  de  masse  de 
cet  arc  et  celui  de  la  masse  homogène  comprise  entre 
cet  arc,  ies  parallèles  à  l'axe  de  la  chntnette  menées 
par  ses  extrémités,  et  la  directrice  de  la  couibe. 

SOLLTIOS. 

La  ibéorie  <Ju  gyroscope  de  l'énoncé  se  raméiur. 
d'après  les  iormules  de  lîour  cl  de  Gilbert,  à  celle  du 
pendule  n  plan  tournant. 

Si  B  est  l'angle  formé  à  l'instant  t  par  l'axe  du  tore 
avec  1.1  verticale  vers  le  bas,  Oq  l'angle  Tonné  à  l'instant 
initial,  9  ]'aiig]c  définissant  à  chaque  instant  la  position 
du  tore  dans  sa  rotation  autour  de  sou  axe,  et  n  la  vi- 
tesse initiale  de  celte  rotation,  on  sait  que  l'on  a 
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du  plus,  1c  mouvement  de  l'axe  du  tore  est  tu  inâme  que 
celui  d'un  pendule  simple  de  longueur  o,  dont  le  plan 
tourne  autour  de  la  verticale  avec  la  vitesse  constante  u,, 
S|  et  (i>i  étant  donués  par 


,  A  +  A'  /A-+-C'- A' 

Le  mouvementde  ce  [fendule est  donné  par  l'équation 


m- 


lorsqu'on  pose 


pour  (|ue  6  tende  vers  zéro  lors<jue  le  temps  augmente 
indéfiniment,  il  faut  cl  il  suffit  que  a  soit  égal  à  l'unité  ; 
celte  condition  conduit,  avec  les  données  du  problème, 

L'équation  qui  l'ouinitO  drvienl  alois 

~iadl=  ; 

v/cosUd-cosU) 

la  substitution  cosO(«' —  0~~  '  '^  ramène  à  la  Tornic 


«i  l'on  obtient  de  celte  facion,  en  tenant  compte  des  con- 
ditions initiales, 

Quant  n  ^,il  est  fourni  par  l'équation  (i),  qui  devient 
ici 

df  =  dt-i-cos^tudl. 
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■.n 


en  introduisant  la  variable  »  dans  la  deinièie  iiilégrale 
un  a 


■K^)(Eir 


Lors()ue  t  augmente  iiidélinimctit,  lu  mouvement  du 
toi-e  autour  di;  son  axo  tend  à  devenir  un  mouvement  de 
rotation  uniforme  avec  la  vitesse  i  4-  w. 

Crhtificat  d'Astronohib. 

fipBEDvE  ftcBiTE.  —  Première  question.  —  Connais- 
sant les  six  éléments  d'une  planète,  calculer  pour  une 
époque  donnée  les  coordonnées  géocentrtques  de  la 
planète. 

Deuxième  question.  —  Démontrer  qu'une  /onction 
quelconque  de  deux  angles,  donnée  arbitrairement 
entre  les  limites  o  et  aie  de  l'un  des  angles,  o  et  tî,  de 
l'autre,  et  restant  Jïnie  entre  ces  limites,  peut  être  dé- 
veloppée en  série  convergente  de  fondions  de  Laplace. 

Épbkuve  piiiTiQUE.  —  A  Nancy,  dont  la  latitude  est 

on  a  oltservé  à  un  certain  instant  l'azimut  a  et  la  dis- 
lance zénithale  s  d'une  étoile 
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calculer  l'heure  sitiémle  de.  cet  instant.  On  connnit 
l'ascemion  droite  A  df  l'étoile 


Certificat  de  GÉouÉrniE 
Epreuve  écrite.  —  Etant  donnes  trois  axes  rectan- 
gulaires Ox,  O.y,  Oz,  on  considère  la  surface  (S)  dé- 
Jinie  par  l'é^/urttion 

j4  tout  point  M  de  la  surface  (S)  on  fait  cotres- 
pondre  un  point  Q  du  flan  xOy  obtenu  de  la  façon 
suivante  :  on  projette  le  point  M  sur  le  plan  xiiy  ,  et, 
sur  la  droite  Joignant  le  point  G  à  la  projection  P  du 
point  M,  on  prend  un  point  Q  tel  que 
OP.OQ  =  *«, 

h  désignant  une  longueur  constante  : 

i"  Lors(/ue  le  point  RI  de  la  surface  (S)  reste  dans 
un  plan  (H),  le  point  correspondant  (^  décrit  une 
conique{C),  et,  quand  le  plan  (ÎI)  se  déplace,  la  co- 
nique (C)  reste  hamioniquement  circonscrite  à  toutes 
les  coniques  (F)  d'un  faisceau  langentiel ; 

2°  Quand  le  plan  (l[)est  langent  à  la  surface  (S), 
la  conique  (C)  se  décompose  en  deux  droites  ;  ces  deux 
droites  sont  respectivement  tangentes  aux  deux  co- 
niques (F)  qui  paiseni  par  leur  point  d'intei  section  j 

3"  Trouver  la  condition  pour  que  le  plan  (II)  ayant 
pour  équation 

soit  langent  à  la  surface  (S)j 

4°  Le  point  i\I  décrivant  une  ligne  asymptoiique  de 
la  surface  (S),  le  point  Q  dé.crit  l'une  des  coniques  {T} 
du  faisceau  langentiel  considéré. 
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Épreuve  pratique.  —  On  donne  une  parabole  (II) 
dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Par  une  tan- 
gente variable  à  la  parabole  (II)  on  mène  un  plan  (P) 
faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  constant  et 
étonné  a,  puis  on  considère  la  surface  (S)  enveloppe  du 
plan  (P). 

i"  Démontrer  que  la  droite  A,  suivant  laquelle  le 
plan  (  P)  touche  son  enveloppe,  est  normale  à  la  para- 
bole (  n  )  b(  fuit  avec  le  plan  horizontal  un  atigle  égal 
à  a; 

2°  La  droite  A  reste  tangente  à  une  courbe  II  du 
genre  hélice;  co/tstruire  la  projection  horizontale  du 
point  oii  la  droite  A  touche  la  courbe  (H)  ; 

3"  Déterminer  ta  trace  de  In  surface  {S)  sur  le  plan 
vertical  mené  par  l'axe  de  la  parabole  (U)  et  vérifier 
que  celte  trace  est  une  parabole. 

SoLUTIO>. 

La  surface  considérée  est  une  surface  de  Steîner,  ayant 
comme  point  triple  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  des  ;  et 
comme  droites  doubles  cet  axe  des  z  et  les  droites  joi- 
gnant le  point  triple  aux  points  evcliques  du  plan 
des  xy.  Toute  section  plane  est  une  (|uartî(|ue  à  trois 
points  doubles,  uuicursale;  sa  projection,  faite  du  point 
triple  sur  le  plan  des  jy-,  est  une  quartique  bicirculaire 
ayant  un  point  double  à  l'origiue,  et  son  inverse  est  une 
conique. 

l,cs  coordonnées  Ç,  t|  du  point  Q,  inverse  de  P,  peu- 
vent servir  de  paramètres  pour  exprimer  les  coordonDées 
du  point  M  de  la  surface;  ces  dernières  ont  pour  valeur 


k*\ 


"■"E'  +  V       ^-\-+-n''       '-         Ê'  +  v        ■ 
I, a  section  de  la  surface  parle  plan  2  =  rrix+ n  r-f-  p 
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pour  conique  rei>réscntativ(! 

~  -^-  a(^'—r,'  )  —  mA'l  —  nA-^-rt  —  pCi' -t-  1,^)  =  o\ 

elle  L'si,  lorsque  le  plan  varie,  h  arme  nique  meut  circon- 
scrite aux  coniques  du  faisceau  tangeutiel  F,  représeaié 
par  l'équation 

Pour  qu'un  plan  H  soil  tangent  à  la  surface,  il  faut  et 
ii  snflit  qu'il  la  coupe  suivant  une  quartique  à  quatre 
puinU  doubles,  décomposable  en  deux  coniques,  par 
conséquent  que  la  conique  C  soit  réductible,  ce  qui 
donne  la  condition 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  F  sont  les 
quatre  droites  doubles  du  système  des  coniques  C;  ce 
sont  les  images  des  quatre  coniques  situées  sur  la  sur- 
face et  dont  les  plans  sont  tangents  respectivement  eii 
tous  les  points  de  cliacune  d'elles. 

Une  asymploli([Ue  de  la  surface  S  est  tangente  en  cha- 
cun de  ses  points  »  l'une  des  deux  coniques  de  section 
par  le  plan  tangent  en  ce  point  ;  son  image  doit  être  tan- 
gente en  chaque  point  à  l'une  des  droites  formant  une 
eonii|ue  C  décomposable  et  ayant  ce  point  pour  centre; 
les  coniques  du  faisceau  F  jouissent  précisément  de  cette 
propriété.  Les  ligues  asymptotiques  de  S  sont  dés  lors 
des  courbes  uniciirsales,  tangentes  aux  quatre  coniques 
doubles. 

Certificat  d'Alukbiik  sti'KniKiBK. 

ÉpBEtJVKS  icsiTES.   —  Première  question.  —  Étant 
doniKÎc  una  forme  biniiire  cubique  J\  sans  facteur  mul- 
tiple, ijunli  sont  son  invariant  et  ses  deux  coyariaiit^ 
Ann.  de  .Ualhémat.,  3-  série,  t.  XVI.  (DiVsmhrc  iSq;,)       30 
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principaux?  Continent  réâuil-on  f  à  la  J'orme  eano- 
nr't/ue. 

Duiixièiiic  question.  —  On  considère  le  faisceau  tan- 
gentiel  des  conit/ues  honiofocalex  S  représentées  en  coor- 
données rectangulaires  par  l 'équation 

oii  [iejï  unparamiftre  variable  : 

1  "  Déterminer  toutes  les  coniifues  S  t/ni  sont  liarmo- 
niiptement  circonscrites -ti  lafoisà  toutes  lesconiquesl: 
elles  forment  un  système  triploment  infini  de  Informe 
X|  S,  +  >.,Si  H-  À,  S.  +  Xj  St  =  o. 

Déterminer  les  couples  de  points  qui  sont  conjugués  ii 
la  fois  par  rapport  à  toutes  les  coniques  S  et  celles  de 
ces  coniques  qui  se  réduisent  à  une  droite  double; 

"a"  Chaque  point  du  plan  est  le  centre  d'une  co- 
nique S  réductible  à  lieux  droites  i  fomter  l' équation 
de  cette  conique,- 

i"  Par  un  point  du  plan  passent  une  infinité  de  co- 
niques S  formant  un  réseau;  déterminer  la  jacobienne 
et  la  courbe  de  Herniitè  de  ce  réseau. 

Kpreuve  pu.vïiqiE.  —  On  considère  la  cubique  re- 
présentée par  l'équation 

et  le  point  de  coordonnées  x  ^=  t ,  i-  =  i  situé  sur  celle 
courbe. 

Former  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  à  la  courbe  issues  de  ce  point,  antres  que 
celle  qui  j-  a  son  point  de  contact,  appliquer  la  théorie 
des  invariants  à  la  réduction  du  premier  membre  de 
cette  équation  à  la  forme  bicarrée  et  à  la  recherche 
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dcx  rnclnes.    Quel  est  le  rti/tpoit  (Uihnrmonii/ue  des 
limgeiiiex  considérées?. 

SoLiTioN  (Algèbre  svpkmklbk). 

1^5  couifjiius  lianiioiiiqueineiit  cii-coiiscrite»  ii  touKis 
]«s  conique»  ^oi)t  pour  éqnaliu» 

î.,(  j-'  — ^-ï-v  i')-^  »i,j-*  ^- a)^;j--^  ■/X4j-_y  ss  o; 

(■lies  sont  conjuguées  (lar  rap|)oi't  aux  trois  couples  d'om- 
bilics du  Taisceau  taugentivl,  el  les  droitrs  doubles  du 
système  sont  les  quatre  langeiiUts  coiiiiuuuvs  aux  qua- 
driqucs  S. 

Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  droites  consti- 
tuant une  conique  S;  eu  sont  les  taugenies  aux  deux 
coniques  £  qui  passeut  par  ce  point. 

Si  les  coniques  S  passent  par  un  point  M,  la  courbe 
de  Hermite  du  réseau  se  décompose  dans  ee  point  ni 
dans  la  parabole  bien  connue  enveloppe  des  polaires  de 
ee  point  par  rapport  auK  coniques  ^\  la  jacobienne  est 
la  sti'opiioïde  podaîre  de  cette  parabole  par  rapport  au 
jKtinl  M  :  c'est  la  focale  à  niEud. 

Eu  général,  si  l'on  considère  lit  sysième  des  coniques 
À, S,  -H  X.S,  -+-  >.,S,  -)-  X»S,  ==  o, 
et  si  j|ji  est  la  jacobienue  de  S|,  Sj,  Sj  l'équation 

^  Sa(i,  y,  î)  JiiUa''.  y\  s')  — Si(ar,  ^,  a)  J,»,(j^.y,  s')  =  a 

représente,  lorsque  a/,  y',  z'  sont  les  coordonnées  d'un 
point  fixe,  la  eonique  S  réductible  ayant  son  cculru  en 
ce  point;  si  au  contraii-e  x,  j',  z  sont  les  coordonnées 
d'un  |ioint  fixe,  el  si  x',y',  z'  sont  variables,  elle  repré- 
sirnte  la  jacobienne  du  réseau  des  coniques  S  passant  par 
le  point  fixe. 
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î  CWCVI  DIFrÉRGNTIRL  ET  INTÉGRU 


CoMPOSiTiOH.  —  Soien/M  un  point  quelcon^ued'  iinn 
surface  S,  N  le  point  oii  la  normnle  My  renconlifr  le 
plnn  xOy ,  trouver  lus  surfaces  S  telles  tfae^X^  =  OS. 
—  Lignes  de  courbure  de  ces  surfaces.  —  Lignes 
asyniplotii/ues  de  la  surface  S  t/ui  contient  la  droite 


CEI 

Composition  .  —  Un  tore  ou  anneau  îiomogène, 
pesant,  préalablement  animé  ti'une  très  grande  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  est  posé  sur 
un  plan  horizontal,  son  axe  faisant  tin  angle  Qo  avec 
In  verticale  et  son  centre  de  gravité  ayant  une  vitesse 
initiale  nulle.  On  demande  d'étudier  son  mouvement 
en  négligeant  tout  frottement.  —  Lieu  dit  point  de 
contact  sur  le  plan  horizontal.  —  Données  .■  «,  distniKe 
du  cercle  méridien  à  l'axe  ;  b,  le  rayon  de  ce  cercle. 


Epiikcviv  pihtique.  —  Ifn  cône  de  révolution  homo- 
gène dont  la  hauteur  est  de  i  "  et  dont  le  demi-angle 
au  sommet  est  de  3o"  est  suspendu  par  une  de  set  arêtes 
supposée  horizontale.  Trouver  la  longueur  du  pen- 
dule simple  sj  ncïtrone  de  ce  pendule  composé. 

CcnriFicAT  d'Astronomie- 
CoMiiosiTiON, —  Exposer  la  méthode  pour  déter- 
miner la  longueur  dit   méridien  terrestre,   en  suppo- 
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sant  connues  les  colalitudes  extrêmes  d'un   arc,    la 
longueur  de  cet  arc  et  une  valeur  approchée  de  l'apla- 
tissement. 

Hontpellisr. 

Certificat  dr  Calcul  n 


Épreuve  Écrite.  —  Une  surface  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  est  représentée  par  l'équation 

(3r»-f-_y'+3*— a')»=  ia^ry. 

On  demande  :  i'  de  trouver  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure;  2"  pour  un  point  arbitraire  de  la 
surface,  calculer  les  coordonnées  des  centres  et  les 
rayons  de  courhiwe  principaux  qui  correspondent  à 
chacune  des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  ce 
point;  3"*  si  le  point  donné  décrit  une  ligne  de  cour- 
hure,  démontrer  que  le  centre  de  courbure  correspond 
dant  estjixe;  4"  déterminer  le  lieu  de  tous  ces  centres 
de  courbure  principaux . 

Solution. 

La  soluùoii  est  immédiate  si  l'on  remarque  que  la 
surface  est  l'enveloppe  des  deux  sj'stèmes  de  sphères 

ar*-i-_y'+a'  +  (ï'  =  î(i(a?-i-  _^)eosn-H  sassin[.i. 

Certificat  d'Astronomie. 

Épreuve  écrite,  —  Problème  de  Kepler .  —  En  par- 
tant des  lois  de  Kepler,  trouver  en  Jonction  du  temps 
l'anomalie  excentrique,  le  rayon  vecteur,  l'anomalie 
vraie  et  la  longitude  d'une  planète.  Développements- 
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Oa  demande  de  calculer  l'oblitjuuè  de  l'éclifUique 
el  l'ascension  droite  du  point  vernal,  vnmpttie  n  parlii- 
du  méridien  M. 

CEhTfncAT  tiK  MKi:tMOi;t:  KATrosseu.E. 

t'ii-KEiivE  ÉcniTfi.  —  Vu  solidi^  homogène  est  limite 
par  la  sur/ace  d'un  pnraboloîde  de  rcvuliition  ftt  Ir 
plan  d'un  parallèle  ;  a  étant  te  paramètre  de  la  méri- 
dienne, la  distance  dit  parallèle  au  sommet  est  ~a. 

1°  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  da 
solide. 

a"  I^  solide  étant  en  contact,  par  un  point  de  la 
surface  du  paraholoïde,  avec  un  plan  horisontal  fixe 
sur  lequel  on  peut  glisser  sans  frottement,  on  lui  im- 
prime la  rotation  <ù  autour  de  son  axe  el  on  l'aban- 
donne à  l 'action  des  forces  qui  le  sollicitent.  Étudier 
son  mouvement.  Indiquer  d'une  mnnière  générale  les 
formes  des  courbes  décrites  par  le  point  de  contact 
sur  le  plan  fixe  et  sur  le  paraboloîde.  Considérer  en 
particulier  le  cas  oit  <■>  ^=  o, 

ErnKtvfc  pRATiQuc.  —  Dans  le  tétraèdre  OABC,  les 
arêtes  OA,  OU,  OC  ont  respecliivmenl  i>our  lon- 
gueurs a,  l),  c,  et  sont  reclanguUiires  deux  à  deux.  On 
suppose  le  tétraèdre  rempli  d' une  matière  homogène 
de  densité  égale  à  l'unité.  Quelles  relations  doivent 
exister  entre  a,  b,  c  pour  que  l' ellipsoïde  d' inertie  re- 
latif à  O  soit  de  révolution?  Ces  relations  étant  satis- 
faites, déterminer  l'axe  el  la  méridienne  de  cet  ellip- 
soïde. 
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Toulouse. 

CkRTIFICAT    D'A.fALVSR. 

t.   On  comiiU'ie  la  surface  al gébviijitv  ttii  qiintiiitme 
orflrc  (ternie  par  les  formules 


tfiii  âèlerminent  h;s  coordonnées  cnrtcs/'enties  rectan- 
gulaires j-,  y,  2  d'un  tfe  ses  fioints  en  fonction  de 
deux  paramétres  u  et.  c. 

i"  Démontrer  tpie  la  section  de  celle  surface  par  un 
quelconque  de  ans  plans  tangents  se  compose  de  deux 
coniques  ; 

2°  Déterminer  ses  lignes  asjniploliques  et  déinon- 
Irer  que  ce  sont  des  courbes  algébriques  unicursaies  ; 

S"  Calculer  en  chacun  do  ses  /toiats  ses  ruj  ons  de 
courbure  principaux. 

II.  Calculer,  en  se  servant  du  tltéorhne  ife  Cauchy, 
ta  valeur  de  chacune  des  intégrales  définies 


itr    rt 


r^^- 


OEiiTiKiCAt  1)1  Mkca.mqI-e. 

ï.  Démontrer  le  théorème  de  CoiioUs  sur  le  mouve- 
ment relatif  d'un  point  matétiel. 

i  I .  On  donne  un  fil  homogène  parfaitement  Jlexible 
qui  tourne  avec  une  j'ttesse  angtrlnire  constante  w  au- 
tour d'un  axe  Ox  autfuel  et  est  attaché  par  xes  e~Ttré- 
mités  en  deux  points  Jixcs  A  et  B'.  On  m'gligera 
l'action    de    la   pesanteur.     On    demande   ta    figure 
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(l'équilibre   de  ce  fil  et  la  tension  en  chacun  de  ses 
jtoinls. 

CiiitTiFicAT  tiK  Calcul  DiFrÊaBSTiia   et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I,  On  désigne  par  R,  Ui,  lï. 
trois  Jonctions  dépendant  rèspectivenient,  la  première 
de  la  seule  variable  p,  la  deuxième  de  la  variable  z,, 
la  troisième  de  la  variable  ps,  el  par  R',  R',,  IÇ  les 
dérivées  de  ces  trois  /onctions. 

i"  Démontrer  que  les  trois  familles  de  surfacf.s  que 
l'on  obtient  en  donnant  successivement  à  p,  p,,  p^  des 
valeurs  constantes  dans  les  formules 
-  p  R'-4.R,  — piR-,  -(-  H,- 


p'-rpî  +  pi 

R- 

pR'  +  R,„p,R',  +  R,_ 

P-»t 

P'  +  Pî  -+-  fî 

R  — 

pR'  +  Ri  — piR'i  -i-R, - 

?.r; 

OH  X,  r,  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires d'un  point  de  l'espace,  constituent  un  sys- 
tème tj-iple  orthogonal. 

a"  Etablir  que  ces  trois  familles  sont  formées  lie 
surfaces  ayant  toutes  leurs  lignes  île  coût  bure  planes. 

II.  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  .r  +  y 
qui  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dj-dy  ~  {x-i-j  )>' 
II!.  On  consi(ti;re  l'équation  aux  dériwes  pnrtiellrs 
du  prenner  ordre  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
irrationnelle  suivante 

oli  p  cl  q  désignent  les  dérivées  t-  ^f  ~r-'  P"''  rapport 
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aux  variables  indépendantes  x  et  y,  de  la  fonction  in- 
connue z. 

\°  Trouver  l'intégrale  générale  de  celle  équation  ; 

2°  Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 


Cebtikiwt  de  i\Ii::camoue  rationnelle. 
Epreuve  écrite.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  so- 
lide de  révolution  homogène  suspendu  par  un  point  du 
son  axe  et  soumis  uniquement  à  des  forces  telles  que  la 
fonction  potentielle  correspondante  est  représentée  par 
l'expression  H  cos*fl  :  H  désignant  une  constante,  6 
l'angle  formé  par  l'axe  du  solide  avec  une  droite  de 
direction  constante  passant  par  le  point  fixe. 

Epreuve  pbatique.  —  Déterminer  le  moment  d'iner- 
tie d'une  sphère  homogène  de  rayon  R,  de  densité  p 
relativement  à  un  axe  tangent  à  sa  surface. 

Certificat  D'AsmoNouri:. 

Epreuve  écrite.  —  Exposer  et  jwilifier  la  méthode 
de  Ganss  pour  la  détermination  de  l' orbite  elliptique 
d'une  planète  d'après  trois  observations  éipiatoriales 
complète  ens'en  tenant  à  ta  première  approximation. 

On  désignera  par  r,  ;■',  r"  les  rayons  vecteurs  menés 
du  Soleil  à  la  planète  aux  moments  des  trois  observa - 
tionsj  par^,  fi',  8"  les  produits  de  la  constante  de  Gauss 
par  les  intervalles  de  temps  écoulés  respectivement  entre 
la  seconde  et  ta  troisième,  entre  la  première  'et  la  troi- 
sième, entre  la  première  et  la  seconde;  par[ri''^  te 
double  de  l'aire  du  ttiangle  compris  entre  r,  r'  et  la 
droite  qui  joint  leurs  extrémités;  par  ['"'/■"]  et  par 
\r  i^\  des  quantités  analogues.   On  regardera   comme 
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élablics  les  formulex 

\r'r'\        HT         W-       ft'i        flVO'O"- 


\rr-\  r  r  ft-'-O»         fiidO'- 


CERTIFICAT   l»C  GÉOMKTniE 


Kpbeuve  ÉcmTF,.  —  Soient  ft,  f]i,f3,  fi  îles  formn 
ffuaâratiques  de  trois  paramètres  Jn  Sîi  îi  t/ont  /p* 
aoejfivients  sont  donnés ,  on  considère  la  surface  S  défi- 
nie par  /ai  formules 

9^>=fu  P^!=/l1  ?J-J=/l,  p-Ti^/l. 

oilX^,  JTi,  j:,,  j:,  ,(o/ii  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace. 

r"  Détenmner  la  ligue  double  de  cette  surface. 

7."  Donner  une  classification  des  surfaces  telles  ^ue 
S  selon  ta  naiiue  de  cette  ligne  double. 

Il"  Démontrer  que  la  surface  S  est,  en  général,  le 
lieu  d'un  point  dont  tes  racines  carrées  des  distances 
à  quatre  plans  fixes  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et  homogène. 

4"  Déterminer  les  lignes  asymplotit/ues  de  la  sur- 
face  S. 

5"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  tracées 
sur  cette  surface, 

Éi'REUïE  l'iiiTi'jtF..  —  On  donne  un  cône  C  dont  le 
sommet  est  dans  te  plan  vertical  de  projection  et  dont 
la  base,  située  dans  le  plan  horisonlal,e.st  une  elliftseE 
ajant  son  grand  axe  parallèle  h  In  ligne  de  terre. 
Construire  les  projections  de  la  courbe  double  de  la 
surface  réglée  engendrée  par  tes  normales  au  cône  C 
en  tous  tes  points  de  l'ellipse  F,. 
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tcou  mniM  Hi  kun  rr  «iiiiipactiiiics. 

CONCODIIS  Dl  l«97  (IIDIIillE  StSSIOll)  ('). 


Géomélrie  analytique. 

On  donne  lieux  ânes  quelconques  Ox  et  ()y,  un  poiiil 
S.(x  =  a)  sur  l'axe  ilcs  x,  on  point  B</  =  b)  sur  l'axe  de»_j' 
ei  une  droite  (D),  _y  — ma-  =o  : 

1"  Former  l'équatfon  générale  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  AOB  et  telles  que  le  p6le  de  la  droite  AB  soit  sur  (D); 

i"  Démontrer  que  toutes  les  coniques  ont  une  tangente 
commune,  qui,  avec  l'aie  des  x,  l'axe  des^  et  la  droite  (D), 
détermine  sur  AB  une  division  harmonique;  et  que  la  droite  (D) 
u  un  pôle  fi\e  p«r  rapport  à  toutes  les  coniques; 

3°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  tan- 
gent  à  la  droite  (D)  et  que,  si  l'on  fait  varier  m,  il  passe  par 
quatre  points  fixes; 

4°  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  (a,  P)  donné,  prisi: 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un  point  lixe. 
Construire  ce  point  et  voir  comment  il  se  déplace  si  l'on  fait 

5°  Démontrer  que  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraboles  réelles  ou  ima- 
ginaires et  cherclicr  le  lieu  des  points  de  r 
gentes  à  res  paraboles  aux  points  A  et  B  quand  n 


intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  de  icvolu/ion.  — 
Le  tore  a  son  a\c  ss'  vertical  et  placé  au  milieu  de  la  feuille  de 
l'épure.  Le  rajon  du  cercle  générateur  (c,  c')  est  de  4o"~.  Le 
centre  de  ce  cercle  décrit  une  circonférence  de  centre  oo'  cl 

de  rayon  o'c'  =  6o""°.  Le  p(iint{oo')  est  à  riM*""  au-dessus  du 

('}  Par  suite  d'une  erreur,  la  question  de  Géométrie  analytique 
ei  l'épure  donni'i's  k  la  preniiéru  session  n'ont  pas  éié  inséi-écs; 
ellc^  parallronl  dans  un  de  dus  prochains  numéros. 
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projection. 
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Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers. 
Nous  recevons  l'affidic  des  Cours  pour  l'auiiée  189' 
1898.  L'avis  (|ue  nous  avons  publié  dans  la   prëseï 
Volume  (p.  4t>)  s'applique  sans  aucune  modification. 


BrBLIOGRtPUIB. 


Ch.  MÉRAY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Dijon.  —  Leçons  wouveli.es  sur  l'A.\*lyse  infinité- 
simale ET  SES  APPi.ic;iTiOHs  GÉOMÉTRIQUES.  3°  Partie  : 
QuESTiOMS  ANALïTiQUES  CLASSIQUES.  Un  vol.  grand  iii-8 
de  vi-206  pages.  Piix  6^''.  —  Paris,  Gaulhier-Viiiars 
et  fils;  1897. 

Dans  ce  nouveau  Volume,  l'auteur  applique  auiL  questions 
usuelles  les  principes  et  les  méthodes  qui  font  l'objet  des  deux 
précédents.  Grâce  à  la  netteté  et  à  la  précision  de  tous  ces 
aperçus,  on  aborde  sans  peine  l'étude  des  questions  les  plus 
ardues  et,  quand  l'ariilice  intervient,  il  devient  logique,  tant  il 
est  bien  amené  par  la  succession  des  idées. 

Ce  qui  prouve,  du  reste,  l'importance  de  l'oeuvre  de  M.  Mé' 
ray,  c'est  qu'elle  a  des  partisans  et  des  adversaires  passionnés. 
A  une  époque  où  l'Analyse  a  pris  un  développement  si  extraor- 
dinaire, il  n'y  a  pourtant  pas  à  s'étonner  autant  de  voir  des 
I  de  la  solidité  de  la  base  sur 
)renant  tant  de  nièces  si  labo- 


eaprits  élevés  s'inquiéter  « 
laquelle  repose  un  cdiGce  c 
rieuse  ment  assemblées. 


es  démonstrations  longtemps 
tant  les  principes  décorés  du 
n  est  force  de  reconnaître  que 
s-là  peu  claires,  peu  convain- 
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cante;,  quelquefois  mdmc  erroDées.  De  li  des  obscurités  eL  des 
«loutes,  bica  faits  pour  fatiguer  et  inquiéter  au  début  ceux  qui 
abordent  l'étude  des  hautes  Mathématiques. 

En  adoptant,  au  contraire,  le  point  de  départ  de  M.  Mëray. 
on  comprend  immédiatcmenl  ce  que  c'est  qu'une  foDctiun; 
chaque  nouveau  fait  apporte  caïuite  tvee  lui  as  raiaoa  d'être 
en  même  temps  qu'une  démonstration  simple,  gardant  toute  la 
rt|;ucur  réalisable  dans  les  éléments. 

Les  adversaires  de  cette  méthode  lui  font  le  reproche  de 
tout  ramener  â  un  type  unique,  par  le  moyen  du  développe- 
ment en  séries  entières-  il  n'est  certes  pas  difficile  d'imaginer 
des  fonction»  pour  l'étude  desquelles  ce  procédé  serait  pénible 
ou  même  impraticable;  mais,  sans  compter  que  ces  fonctions 
n'ont  existé  jusqu'à  présent,  et  n'existeront  probablement 
jamais,  qu'à  l'état  de  pures  et  bien  arides  spéculations,  une 
objection,  même  moins  fantaisiste,  ne  saurait  diminuer  la  va- 
leur d'un  concept  embrassant  les  faits  les  plus  variés,  avec  une 
facilité  et  une  sûreté  inconnues  jusqu'ici.  Pour  lui  donner 
rréance,  que  ses  auteurs  commencent  par  fournir  un  point  de 
départ  aussi  bien  défini  1 

La  rectitude  invariable  de  la  voie  «uivje  n'empécbe  pas 
d'iiilleurs,  qu'elle  jette  des  embranchements  au  fur  et  à  inesurt 
dea  besoins  de  la  Science.  Bien  loin  d'alfaiblir  l'esprit  de 
recherche,  de  restreindre  son  initiative,  d'éniousscr  ce  qu'il 
doit  avoir  d'incisif,  cet  enseignement  i  la  foi*  clair  et  précis, 
dans  lequel  toutes  les  démonstrations  atteignent  sans  effort  II 
rigueur  abiolue,  ajoute,  i  la  satisfaction  de  l'intelligence,  la 
sûreté  nécessaire  pour  faire  de  nouveaux  pas  en  avant. 

Aussi,  après  d'autres  et  en  pleine  conviction,  émettrmi-je  le 
vœu  que  la  métboile  île  Al.  Méi-ay  ne  tarde  pas  ft  pénétrer  dan* 
l'enseignement. 

Bien  que  ce  troisième  Volume  ne  renferme  que  des  applica- 
tions, son  intérêt  n'est  pat  diminué  pour  cela. 

L'espace  me  manque  pour  détailler  toutes  les  jolies  questio» 
que  le  leeteury  trouvera.  Je  signalerai  seulement  une  nouvelte 

méiliode  d'intégration,   appliquée   sur   / ^"i*  "  ciaoi 

une  constante  réelle  quelconque;  une  démonstration  inat- 
tendue des  formules  (te  Cauchy  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants.  A  remarquer  aussi,  au 
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point  de  vue  doctrinal,  la  rigueur  absolue  rendue  à  la  thûorie 
des  intégrales  multiples  par  la  prise  en  eonnidération  de  l'olo- 

tropie  de  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  ;  quelques  points 

du  calcul  des  variations  traités  d'uae  matière  précise  et  claire  ; 
l'exposé  d'une  proposition  à  substituer  au  Icmme  de  Cauchy 
dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  observation  qui  elfemiit 
encore  la  base  choisie  par  M.  Méray,  en  justifiant  l'introduc- 
tion généralisée  des  séries  entières  dans  l'Analyse. 

L'addition  V  «  Sur  un  cas  étendu  dans  lequel  l'interpolation 
permet  de  représenter  une  fonction  avec  une  approximation 
indéGnie  •  montre,  une  fais  de  plus,  combien  est  insuflisanle 
la  considération  exclusive  de  la  continuité  des  fonctions. 

Dans  son  ensemble,  l'œuvre  a  une  portée  bien  plus  grande 
que  les  questions  de  détail  rassemblées  dans  le  Volume  dont 
j'avais  i  parler,  et  je  ne  pou\ais  me  dispenser  de  l'apprécier  à 
cette  occasion.  En  cela,  je  me  suis  placé  surtout  su  point  de 
vue  doctrinal,  et  j'ai  souvent  prononcé  le  mot  enseignement; 
c'est,  que,  en  elTet,  j'ai  pu  constater,  en  utilisant  les  méthodes 
de  M.  Méray,  avec  quelle  facilité  de  jeunes  esprits  s'ouvraient 
ainsi  à  l'étude  des  Mathématiques,  réputée  pourtant  si  ardue. 

Il  est  bien  remarquable  que,  malgré  le  caractère  élevé  des 
questions  auxquelles  ces  méthodes  s'appliquent,  il  n'est  besoin, 
pour  se  les  approprier,  que  d'une  connaissance  un  peu  appro- 
fondie de  l'Algèbre  élémentaire.  F.  Pernot. 


QUESTIONS. 


I78(.  Si,  à  deu\  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont  les  huit 
jioints  communs  à  trois  quadriqucs,  on  cii-conserit  deux  qua- 
■Iriqucs   bitangentcs,   dont    une   des   coniques  communes    est 
dans  un  plan  fixe,  le  plan  de  l'autre  passe  par  un  point  flxe. 
(Ë.  DiToanQ.) 

1783.  Ktant  donné  un  arc  de  courbe  plane,  on  considère  la 
perpendiculaire  abaissée  du  barycenlre  du  périmètre  de  cet 
arc  sur  la  corde  qui  en  joint  les  extrémités  :  enveloppe  des 
droites  qui  correspondent  ainsi  à  des  arcs  de  courbe  parallèles 
à  un  arc  de  courbe  donné.  (IJ.  Dik>rcij.| 
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1656 

1710 

1781 

-ilO      749 

883 

1042 

1365 

1183 

1571 

1637 

1721 

1782 

•iis    7;» 

888 

10!«* 

1386 

1489 

1376 

1660 

1730 

1Tk:j 

891 

1063 

1371 

1486 

15/9 

1661 

1731 

1781 

146      T.fi 
5i9 

892 

1074 

1370 

1490 

1580 

1662 

1733 

1785 

1896,  page  4">i  liRie  >7>  ""  ''«"  ''«  'i,  ''t  ?/>•  '""  'i  f"!  ?i- 

1897,  page  5^4,  dernière  ligne  (  Note),  au  lieu  de  35i,  tàes  3 
18'J7,  page  SJi,  ligne  3,  au  lieu  de  Malhematisclien,  liie:  .liai 


(')  Les  lecteurs  s 

i^Labli.   La   Këdactic 
<|u'ils  voudront  biei 


erreuraqui  aur 

n  avec   laqiicll 
e  des  Coininui 


■rn 
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TABU  DSS  NITIBRES  PAR  ORIRE  METHODIOVE 

(TOME  XVI,  3-  SÉRIE). 


La  clusificatioii  adoptée  est  celle  de  l'indei 
Il  Répertoire  bibliographique  des  Sclencei  mathématiqut 


A.  —  Algèbre  élémentoirs  ;  théoria  daa  tqnatioiu  algébriiineB 

at  tranacsndaiitaa  ;  grenpaa  da  Galoii  ;  tractioa*  ration- 
nallaa  ;  intarpolation. 

A3a  Théorèmes  sur  les  équations  aifébriques;  par  M.  Son- 
dât       ifig 

ASo  Sur  les  conditions  qui  expriment  qu'une  équation 
algébrique  de  de^ré  ni  n'a  que  p  rarînes  distinctes 
(p  <.m);  par  M.  X.  Antomari G3 

A3k        Concours  des  Nouvelles  Annale»  pour  iRgG;  par  M.  B. 

Gilbert lo  i 

A3I         Sur  les  racines  de  l'équatioo  x  =  a';  racines  imasi- 

naires;  par  M.  E.-M.  Lémeray Si 

A31  Racines  de  quelques  équations  transcendantes.  Intégra- 
tion d'une  équation  aux  différences  mêlées;  par 
.M.  E,-^f.  Lémeray ô^o 

B.  —  DétenDinanta  ;  anliatituUoiu  Uniairea  ;  élimination  ;  tbdorie 

algébrique  daaformaai  Invariants  et  cavarianta;  qnater- 
niona;  ëqnipollancai  at  qnantitda  eamplaxea. 

Blo  Sur  un  déterminant  remarquable;  par  M.  C.  Boarlet.  36^ 
B2d        Applications  de  la  théorie  des  substitutions  linéaires 

i  l'étude  des  groupes;  par  M.  //.  Laurent iji) 

BlOa      Sur  la  réduction  des  (ormes quadratiques  binaires;  par 

M.  A.  Hurwilz  (traduit  par  M,  L.  Laugel) 491 

Ann.  de  Malhémat.,  3-  série,  t.  \VI.  (Dérembre  1S07.)      3; 
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C-  -  Principes  du  Calcul  dUldrentiel  et  Intégral;  applications 
analrtiques  ;  qnadrBtnrai  ;  intégralea  multiples  ;  dét«r- 
minanti  lonctionnals  ;  tonnes  dittérentiellei  ;  opérateors 
dlflArentiali. 

C21  Sur  une  formule. de  la  théorie  générale  des  (ooclions 
de  plusieurs  variables  et  de  l'iatégralioo  des  dilTé- 
renlielles  lolales;  par  M,  E,  Jaggi 197 

C3  Sur  un  certain  Jacobiea;  par  M,  Aalonne 3'fi 

D.  —  Thiorie  génfrala  des  fonctions  et  son  applicition  aux  (onc- 
tions algébriqnas  et  circulaires  ;  sdrias  et  déraloppe- 
ments  inlinia,  comprenant  »n  particulier  lea  prodnita 
infinis  et  las  fractions  contlnnas  considâréea  an  point  de 
▼ne  algébrique  ;  nombres  de  Bertioulli  ;  fonctions  eph4- 
riqnoB  et  analogues. 

Dlb        Développement  en  séries  Irigonomélriques  de*  poij- 

nomes  de  M.  Léaoté;  par  M.  /*.  Appell a6î 

Dl  d        Sur  les  symboles  J  i  plusieurs  variables  indépendantes; 

par  M.  /..  Autonne 4^11 

D  2  Étude  sur  les  substitutions  du  sucond  degré  ;  par  M.  //. 

Laurent 3S^ 

D2d  Sut  une  représentation  géométrii|UE  des  développe- 
ments en  fraction  continue  ordinaire;  par  M.  Hui- 
quin  de  Hhévdle 61 

D3b  Extension  du  théoréiue  de  Caucby  aux  fonctions  d'une 
variable  complexe  de  la  forme  p  «'*"•;  par  M.  L.  Ra- 

D3d         Nouvelle  dÉmonstration  du  théorème  de  Slokcs;  par 

M.  H.  niondtot 5oi 

D&Ci      Sur  certains  problèmes  de  représentation  conforme: 

par  M.  A.  Schtvarli  (traduit  par  M,  L.  Laugelj,  ino 
Dâb         Premier  Concours  des  nouvelles  Annales  pour  1897; 

par  M.  A.  Pages 3Ji 

DSb         Représentation  géométrique  de  la  (onction  arc  tang  z; 

par  >f.  Maillard 3liS 


E.  —  lutAgrales  définies,  et  en  partioolier  intégrales  eulériennes. 

ES  Sur  une  ijucstion  de  Lirtmc;  par  M.  Y.  JamH s 
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?.  —  FoncUona  eUipUqoai  arac  leurs  appUoationt. 

Le   Ihëorémc  d'addition  de   la  fonction    p(u);   par 
M.  Paul  Stœekel   (traduit  par  M.  /.,  Lauget).... 


Q.  —  Fonctiona  hjparalllpU([uea,  abëliannea,  luchaiannaa. 

O6o         Sur  le»  racines  de  l'éqnation  x  =  a";  racines  imagi- 
naires; par  M.  E.-Bt.  Lémeray 


H.  —  tttaaUontditMrentieUMataaxdifféraiicflipartîelleBi  équa- 
UoiiB  fonotiOBiwlleB  ;  dquationi  aux  différmcfli  Hnias  ; 
■nitsa  rdottrranUa. 

Hlld      Sur  la  coUTCrgence  des  substitutions  uniformes;  par 

M.  E.-M.  Lémtray 3ofi 

B12bs  Racines  de  quelques  équations  transcendantes.  Inté~ 
gration  d'une  équation  aux  difTërences  mêlées; 
par  M.  B.-H.  Lémeray. S4i> 


-  Aritbntétiqiaa  at  UiAorie  dea  nomtiraa  ;  analyae  Inditemii- 
née  ;  tbiorie  aritlimdtiqua  daa  formaa  et  dea  tractioiu 
contlnnet  ;  division  au  cercle  ;  nombres  oomplexea, 
idéaux,  transcendants. 

Sur  le  caractère  quadratique  do  nombre  3  par  rap- 
port â  un  nombre  premier  quelconque:  par  M,  B. 
Brieard b!fi 


Analyse  combinatolre ;  Calcul  des  probabilités;  Calcul 
daa  variations;  Tbéorie  générale  des  groupes  de  tran*- 
lormatîons  [  en  laissant  de  côté  les  groupes  de  Galoia 
(A),  les  groupes  de  substitutions  linéaires  (B]  at  les 
groupes  de  tranatormations  géométriques  (P)];  théorie 
dos  eniemblea  de  H.  Cantor. 

Sur  la  coDVErgence  des  substitutions  uniformes;  par 
M.   E.-ff,  Lémeray 3oG 
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K.  —  GéDinétrie  et  Trigonométria  éMmenUûrai  (étude  des  figures 
iorméei  de  droites,  plane,  cercles  et  sphères  )  ;  Géométrie 
du  point,  de  Udrolte,  du  plan,  dn  cercle  et  de  laiphére; 
Géométrie  descriptive  ;  perspactiTS. 

E2b        Sur  le   tracé   de   l'anse  de  panier;  par  M.  A.  Mann- 

Kiah      Qu'alinéa  théorèmes  de  Gcoiiiétric;  par  M,  C  GûHiieei.       ti 
E2Sd     Sur  le  biais  passé  gauche;  par  M.  A.  Boulanger. ...     171 

II'-  —  Caniquas. 

L'C  Théorèmes  de  Pascal  et  deBrianchoa;  par  M.  F.  Far- 

L'4a        Sur  la  déviation  dans  l'ellipse;  par  \t.  A.  Manaheim.    sfq 
L'17d     Sur  la  correspondance  birori]ie;exlensioDdes[K>lj'goDes 

de  Poncclet  ;  par  M.  G.  Fontenë ^37 

M'.  —  Courbas  planée  algébriques. 

M'Soi  Identité  de  U  strophorde  avec  la  focale  i  nœud.  Sod 
application  i  l'uptique  géométrique;  par  M.  Gino 
Loria iCi 

H'6ip  Sur  l'application  de  deux  corarianls  1  la  conslrnc- 
tion  de  quelques  espèces  de  courbes;  par  M.  S. 
Mangeât 76 

M'.  ~  Surfaces  algéliriqnaa. 

ll'2t       Note  sur   la  symétrie  dans  les  surfaces  algébriques; 

par  M.  Dumont 4^1 


M'.  —  Courbes  gauches  algébri^nei. 

M'6a       Sur  tes  surfaces  qui  ont  pour  génératrices  les  cordes 
d'une  cubique  gauche;  par  M.  Ck.  Biocke 
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0.  —  Géomitrie  infinité limala  st  Géométria  cinématiiiue;  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  dillârentiel  et  du  Calcul 
intâgral  4  la  théorie  dea  courbes  et  des  ■arfacai;  qua- 
drature et  rectitjciticn  ;  courbure  ;  lignes  asymptotiques. 
géodéiitniea ;  ligoea  de  courbure;  aires;  volumes;  sur- 
faces minima  ;  systèmes  ortliogoDanz. 

p«« 
O20         DémoDstrstioQ  ginmétrique  d'une  propriété  de  la  cy- 

clolde;  par  M,  André  Vicaire iSo 

OZi         Sur  les  coniques  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  en 

un  de  ses   points   un  contact  d'ordre  supérieur  {à 

propos  de  la  question  1757);  par  H,  !U,  d'Ocagne.     iS' 

06aa      Des  conditions  nécessaires  et  sufllsantes  pour  qu'une 

surface  d'ordre  quelconque  soit  de  révolution;  par 

M.  S.  Mangeai  4oS 

07b         Étude  générale  des  lentilles  épaisses  au  moyen  de  l'hO' 

mographie;  par  M.  André  Vicaire 5 

08b         Note  sur  les  déplacements  d'une   figure  invariable; 

par  M.  A.  de  Saint-Germain 319 

08e         Sur  le  déplacement  d'un  triangle  variable  semblable 

a  un  triangle  donné;  par  M.  M.  li'Ocagne., 47^ 

P.  —  Transiormations  géométriques  ;  homographie  ;  homologia 
•t  alfinité  ;  corrélation  et  polaires  réciproques  ;  inver- 
sion ;  transformation I  birationnellas  et  antres. 

Plb         Sur  la  transformation  homographiquc  des  propriétés 
métriques  des  figures  planes;  par  M.  Georges  Bro- 


Q.  —  Géométrie.  Divers;  Géométrie  à  n  dimensions;  Géométrie 
non  euclidienne-  Analysis  aitus;    Géométrie    d«  situa- 
tion. 
Q4s         Théorie  des  régions;  par  M.  E.  Catien 533 

S.  —  Mécantqna  générale  ;  Cinématique;  Statique  comprenant  les 
centres  de  gravité  et  les  moments  d'inertie  ;  Dynamique  ; 
Mécanique  des  solides  ï  trottement;  attraction  des  ellip- 
soïdes. 

Rie        Suric  joint  de  Cardan;  par  M.  Th.  Caronnec i-)i 

R4ai      Sur  l'éiiuitibre  de  la  vis:  par  M,  C.  Uouilel ^fH 
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Rlb  Sjr  les  inlégrales  communes  i  pi ulie a rs  problèmes 
sur  l'équilibre  d'un  lil  fleiîble  et  inextensible;  pir 

-      M.  IV.  Sallykoiv i4i 

Il4b        Sur  l'cquilibrc  iodilTcrent  d'une  chaîne  pesante  sur  uoe 

courbe;  par  M.  Karagiannidèt i'ji 

R8c?      Sur  la  stabilité  d'une  toupie  qui  dorti  par  U.  Xlein 

(traduit  par  M.  L.  Laugel) ii>3 

Licence  éi  Science*  mithimsti^ea,  at  cerUfioli  d'dtndet 
mpirlanraB  dai  Faculté*  des  Sciancai- 

Compositions  (session  de  juillet  1696)  : 

Bordeaux ïg 

Clermonl- Ferrant! ï- 

Lille « 

Pari» iS 

Compositions  (session  de  novembre  1B96)  : 

Besancon 63 

Caen »i 

Dijon I  '9 

Grenoble 1  j6 

Lille 368 

Lyon i3-> 

Marseille .3Î 

Montpellier 178 

Nancy lî; 

Paris 8a 

Poitiers ijo 

Renne» 1 83 

Toulouse lia 

Compositions  (session  d'avril  1897)  : 

Caen î;» 

Grenoble 17; 

Lille ÎÎ9 

Maneille ï8o 

Paris ï8i 

Poitiers J84 

Compositions  (session  de  juillet  1S97)  : 


jbv  Google 


(58,) 


Grenoble 5i3 

Lillï 55o 

Marseille 554 

Montpellier 669 

Puitiers 56!< 

Toulouse 571 

Eicrcice»  préparaloires  i  U  Licence  et  i  l'Agriigatiun  (  Pocullé 

de  Nancy) i85 

Note  sur  une  question  de  Uccnire  ;  par  M.  Aadibtrt .  80 

Exercices  de  Licence  ;  par  M.  C.  Bourlel i3(i 


Quaitioni  da  c 

ËcoleNormale  supérieure,  Section  lies  Sciences;  CI 

École  Polytechnique;  concours  de  181)7 ^'9 

Concours  ednéral  de  181)7.  Malliématiques  spéciales,  Mathéma- 
tiques élémentaires 33i 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques; 
Agrégation  des  Sciences  matliématiques; 
Ëcole   centrale   des  Arts   et   Manufacture 

École  centrale  des  Ans  el  Manuracturcs;  concours  de  i8i)^ 
(=-s««ion) ■•    575 

Bourses  de  Licence  es  Sciences  mathématiques;  concours  de  181)7.    ^^^ 

Composition  mslliématique  pour  l'admission  i  l'iicale  Poly- 
technique, solution  géométrique;  par  M,  F.  Sa/liaua: iîi 

Solution  de  la  question  proposée  au  concours  générât  de  Mathé- 
matiques spéciales  en  1897;  par  M.  Jiichard i-,6 

Concours  d'Agrégation  de  iK()S  ;  solution  delà  question  de  Ma- 
thématiques spéciales;  par  un  Correspondant bi'i 

Concours  d'Agrégation  de  1896;  problème  de  spéciales,  solution  ; 
par  un  Correspondant 3 1 

Corraipondanca . 

M.  M.  (Paris)  ;  au  sujet  de  la  question  N'.)8 ç)u 

M.  DB  Saint-Gbhhaim  :  A  propos  de  la  quadrature  du  cercle..  3^7 

M.  M.  d'Ocaune  :  Sur  la  question  1717 a37 

M.  E.  Lemoine  ;  Sur  la  question  1713 a3B 

M.  K.  ScHUR  :  A  propos  d'un  article  de  M.  Farjon a38 

M.  C.  BotJBLBi  :  Sur  un  exercice  de  Licence 3ii) 

M.  W.  Habdk  :  Sur  une  construction  approximative  de  t ïai) 
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Bibliographia. 

Briot  et  Bouquet  :  Leçons  de  Géométrie  analytique,  édition 
revue  par  M.  Appell;  comple  rendu  par  lA.  X.  A gi 

L.  Rappv  :  Lefoiis  sur  les  applications  géométriques  de  l'Ana- 
lyse ;  compte  rendu  |>ar  M.  Ch.  BiocAe 33g 

A.  REBiKitE  :  Les  femmes  dans  la  Science;  compte  rendu  par 
M .  C.  Bourlet igo 

Cu.  MÉRAV  :  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  inliDitésimaJe  et 
ses  applications  géomélTiques ;  3*  Partie;  compte  rendu  par 
M.  F.  Peritot 577 

Publications  récentes ^3,  a^i  et    S3i 


Tuiété). 

Le  nouveau  programme  d'admission  A  l'École  Polytechnique, 
par  ta  Radiation 

Sur  VArilhmttisation  des  Mathématiques;  discours  de  M.  F. 
Klein  (traduit  par  MM.   Vaitilie/  el  L.  Laugel) 

Les  certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences,  par 
let  Rédacteurs 


DiVHI. 

Concours  des  H'ouvelUs  Annales  pour  tSçfi;  résultat S3 

Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annale»  pour  1B97;  sujet..  197 

Premier  concours  des  IVouvellei  Annalei  pour  1897;  résultai. .  34â 

Premier  concours  des  .\oiiveilei  Annales  pour  1^^;  sujet.-..  j8â 

Congres  de  Zurich 53  et  agi 

Congrès  international  des  mathématiciens  A  Zni-ich,  en  1B97  ..  m 

Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers 4^  et  577 


Qnettions  propoiési.  * 

1754  i  Hôô 5j 

1756  *  I7.TO 100 

1760  i  1763 i48 

1764 196 

1765  â  1768 ÎÎ3 

1769  i.  1Î70 391 

1771  i  1774 34" 

1775  *  nai 3^7 
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1782 436 

1783 484 

1784  ■  1785 579 

LUle  des  questions  saas  sotutîons  au  3i  décembre  1897 5So 


Solatioi»  dfl  qaaitigni  propoiéei. 

1498,  par  M.  M.  (Paris);  remarque go 

1542,  par  M.  A.  Tkévenet g4 

1516,  par  M.  H.  Brocard 334 

1557,  par  M.  H.  Lez g8 

1560,  par  M.  H.  Ut i43 

1684,  par  M.  A.  Drot-Farny iji' 

16%,  par  M.  A.  Dros-Farny i85 

1698,  par  MM.  A.  Drox-Farny,  Mannheim i^5 

1700,  par  M.  A.  Drot-Farny 335 

nil.parM.  Audibert 48 

171Î,  par  M.  Audibert 49 

1713,  par  M.  G.  Dulimbert 336 

1714,  par  M.  E.  Duporcq 5i 

1717,  par  M.  Mannheim 1B7 

17tî,  par  M.  M.  d'Oeagne;  Remarque a3-} 

1719,  par  M.  B.Gilbert 189 

1720,  par  MM.  F.  Farjon  et  E.  Duporcq 190 

1723,  par  M.  G.  Tiiuiica SSg 

17Î4,  par  M.  V.  Retali. igi 

1725,  1737,  par  M.  G.  Txitséiea 19» 

1768,  par  M,  Emine 19a 

1736,  1737,  par  ta  Rédaction;  note 193 

1743,  par  M,  Dulimbert igS 

1713,  par  M.  E.  Lemoine;  remarque i38 

1746,  fai  M.  Dulimbert 38i 

1750,  par  M.  V.  lietali 381 

1753,  par  M.  A.  Mannheim 383 

1757,  par  M.  M.  d'Oeagne î5i 

1757,  par  M.  Audibert 384 

1758,  17S9,  par  M.  Canon 147 

)76U,  par  M.  G.  Leinekugel 386 

176i,  par  H.  E.  Taralte 48î 

1T81,  £'/Ta(fl 436 

Errata  on  nctlticatioiu loo,  i48,  344,  >r,i,  436  53i,  et  58o 
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K.  Bricarp,  546. 
A.  Brieard,  4GÏ. 
Briotehi,  152, 
firfoi,  91,  92,  93,  223,  556. 
G.  Brocard,  293. 
H.  Brocahd,  334. 
H.  Brocard,  3Sa. 
Burkhardt,  113. 
E.  Cahgn,  533. 
Cahon.  147. 
G.  Cantor,  120. 
Cardan,  472. 
Th.  Caronnet,  472. 
Caueflr,  115,  305,  306,  365.  SW, 

516.  501.  578,  579. 
Caylty,  220,  230. 
Cazalù,  262. 
Caîamian,  145. 
Cejdro,  268. 
Charpit,  272. 
Chaalet,  260.  262,  525. 
Cherettrata,  290. 
Chrûtoffel,  217.  S23. 
Clairaul,  52. 


jbv  Google 


{  5yt  ) 


CUbich,  423,  485. 

C-  de  Comberouaie,  94. 

Coriolia,  571. 

Crelle,  317,  408. 

L.  Crtmona,  113. 

Dandelin,  238,  Î02,  Î63, 

G.  Darboux,  93,  127,  240,  48Î. 

j4.  J5ard^*,  187. 

Dedekind,  Î30. 

Marcel  Deprex,  46. 

E.  Dewulf,  118. 

£■.  Dewulf.  386. 

DinckUt.  2i;,  115,  226. 

/.  Diach,  546. 

A.  Droi-Farht,  115, 146, 1B5,  335. 

A.  Drox-Farny,  191,  38:(. 

Duhamel,  4S5. 

Duhem,  485. 

G.  DuLiscBKBT,  193,  336,  381. 

G.  Damai,  113. 

DuMONT,  463. 

Dupanloup,  290. 

Dupin,  1T4. 

E.  Dl-pohcq,  si.  191,  481,  579. 
£.  Duporcq,  193,  38Î,  383. 
Eiienstein,  312,  347. 

EMfNE,  100,  193. 

Emine,  193. 

Epicare,  290. 

Euclide,  Il5. 

^■u/er,    143.  225,  357,  360,  379, 

461,517,  516. 
fare^-.  501. 

F.  Fabjon,  7S,  190. 
F.  Farjon,  196.  238. 

£■.  Fauquembergue,  334,  335. 

^.-G.  /■asio,  93. 

Fermai,  192,  193. 

U.  FosiKsi,  437. 

Foucault,  324. 

Four  ter,  27. 

J.  Fhanel.  387,  388. 

J.Franel,  112,  190.    . 


G.  i; 


,  13. 


G.  Gailucci,  187,  188,  19(1. 


Cauiï,  115,  229,531,573. 

Caulhey,  405- 

C.-F.  Geiw/-,  113,  114. 

GeneLe  Martin,  94. 

A.- If.  Genèse,  339. 

E.  GBsrr,  244,291,310. 

E.  Genly,  381. 

Sophie  Germain,  290. 

PA.  Gilbert,  560- 

il.  Gilbert,  IOI,  189. 

/).  Giiùer^  53,  100. 

n.  Godefroy,  168, 238. 

Grandi,  262. 

Green,  122.  124. 

A.-C.  Greenkill,  114.  127. 

IF.-/.  Cretnttreet,  388. 

Crtew,  127. 

rf.  CuiViol,  237.  329. 

Gùnlher,  370. 

fi.  Cuyou,  485. 

P.  #aa^,  46. 

W.  Habdê,  329. 

Halphen,  268.  437,  441. 

Hanunienta  Eau,  143. 

llermite,  342,  500.  566,  567 

^.  Herzog,  114. 

/Tejn,  238. 

G.-W.mil,  114. 

//ir#cA,  40. 

vmpital,  339. 

£■.  Humbert,  93. 


.   HUBl 


:,  491. 


.4.  tlura>itt,  114, 
llusquin  de  Hhéviile,6\ 
Huygent,  405,  407. 
/(■or^,  508. 
yaco6<.  133,  226,  376. 
E.  Jaooi,  597. 

K  Jamet,  16. 
Joachimtthat,  86. 
C.  Jordan,  485,  498. 
KARAaiAN:<[DÈB.  371. 
«■«/fin,  125. 
Kepler,  569. 


498. 


jb,  Google 


(  ^92  ) 


Kerry.  1 19. 

F.  Klein,  Ut,  323. 

F.  Klein.  61,  62.  111.  122,  13G, 
231,  293,  500. 

Kanigt,  56,  307,  319,  483. 
Korkine,  2)9,  310. 
5.  Kowattmki,  290. 
Kroneeker,  116. 
Lacour,  37tl. 

Lctgrange,  21,  104,227,228,229. 
272,  519,  551. 

C.-A.    LAiSANt,  196. 

C.-A.  LaUant,  14,  49,  263,  370, 

373. 
Laplaee,  562. 
M""  Laplaee,  200. 
L-Lauobl,  65, 111,200,  333,  491. 
H.  Laurent,  149,  389. 
Laïusedat,  46. 
»"•  LavoUier,  290. 
LéauU,  265. 
Legendre,  546. 
Leibnitx,  43,  115. 

G.  LElNBlLDaBL.  386. 

E.-H.  LisHiiUT,  54,  306,  540. 

E.  Lehoine,  238. 

E.  Untoine,  196. 

L.  Lèvy,  93. 

H.  Lez,  99.  113. 

H.  Les,  145,  191. 

S.  ij>,  124,  214. 

Lioavil/e,  249,  265,  498. 

C  de  Longchampt,  193. 

CiKo  LoHiA,  262. 

E.  Lueat,  335. 

Maclaurin,  357,  356. 

Maillard,  368. 

A".  Maingant,  405. 

S.  Manûeot,  76,  408. 

S-  Mangeât,  463. 

Mannheis,   100,    146,    IS7.   343. 

349,  391,  340,  381,  387.  404. 
Mannheim,  91,    147,   171,    176, 

252,   251,   255,   1h%  381,   431, 


A.  Markoff,  114. 

Ch.  Méray,  577,  578,  579. 

F.  Mènera,  114,  201. 
MUhat,  405. 

J.-J.  Milne,  192. 
H.Mbtkowiki,  111,  124. 

G.  Mittag-Ltffier,  114. 
JfoiVre,  263,  360. 
Monge,  21. 
Monttuiaant,  405. 
JUoaeley,  4S5. 
Neoviua,  230,  231. 

y.  Pieuberg,  238, 

A'.  Neumann,  122. 

JVewton,  6,  115,  175,234. 

S.  ItUa-engloevski,  336. 

M.  dOcaqnk,  237,  244,  252,  471. 

«■.  rf'Ocajne,  99,  249,  2à0,  2il, 

384. 
a.  Oltramart,  114. 
G.  Owen-SquUr,  93- 
/«ade,  76. 
A.  Paoks,  341. 
.4.  PayiJ,  245. 
P.  Painlevé,  94. 
G.  Papelier,33. 
PaiecU,  44, 78.  79. 
«~  Patteur,  390. 
G.  Peano,  117. 
PeH.  501. 

A.  Pellet,  100,  19G, 
A.  Pellet,  383,  482. 
F.  Pernol,  579, 
Perronnet,  405. 
Picord,  501. 
/>i7/ef,  46. 
Pincharle,  329. 
Plucker,  92. 
W.   Polncaré,  Ui,  124,  292,  32.S. 

389. 
Poimot,  29. 
Poatoa,  121.  4S5. 
Poneel«t,Â37,  459,  460,  461. 
Provotl,  196. 
Qttélelet,  262,  263. 


jbv  Google 


(  =<)i) 


L.  Raffy,  239,  240- 

P.  Sondât,  185,  189. 

L.  Ravut,  365. 

p.  Stœckel,  75. 

A.  Hebiére,  289,  2W. 

Steintr,  2Î7,  383. 

y.  /tebttein,  IH. 

Stieltjes,  546. 

F.  Beeeh,  485. 

Slokea.bOl,  504. 

Setal,  W4,  i05,  406,  498. 

V.  de  Slrékalof,  191. 

V.  Hbtali,  191,  382. 

Sr'ow,  214. 

y.  Rttali,  190,  196. 

Sylvetler,  330. 

aevetlat,  403. 

/,  Tannery,  93. 

fleye,  33. 

E.  TABATtB,  482. 

Hiccaii,  18. 

£■.  TaraXte,  196,  382,  383. 

RicBAKo,  47G. 

C.  Tarry.  474. 

RicAelot,  200. 

T-oj-'or,  411,5*5. 

!02,  236. 

A.  Thévenet,  94. 

«iVo/ï.  274. 

F.  Tisserand,  94,  253,  255,  430 

0.  Rodrigut,.  478. 

Torricelli,  362. 

£.  floucAe-  46,  94,  405 

Traruon,  292. 

F.  B<Miio.  lU. 

G.  TîtriÉiOA,  192,  339. 

A.  de  Saint-Germain, 

237,  319. 

G.  Tzitzéiea,  192,  193. 

Saimon,  437,  460. 

Vandermonde,  193. 

N.  Saliïkow,  245. 

A.  ViCAlHB,  5,  430. 

J.  Sang,  263. 

Jf~  I-w/t   fiHaroeou,  290. 

F.  SiMiiti,  23Î. 

Violle,  46. 

Savary,  87- 

Voltaire,  290. 

Schl&Jli.  227. 

A.  VondermuMl,  114. 

Seltottky,  230. 

«.   KiuÈerï,  93. 

Schriiter,  33,  238. 

tFoMiïte/,  114. 

/■.  5cAur,  238. 

/■.-.H.  Wrier,  114. 

H.-A.  ScHWAHii,  200. 

Weieritrasi,  115,  116,  301,  217, 

ff.-,4.ScA«.ar«,76,  122 

200,214. 

221,  224,  226,  227,  421,  422. 

220,  225,  226,  227,  230 

,531. 

Weitl,  90. 

Selling.  498. 

Wohtenholme,  193. 

;!/-  Swerine,  290. 

if~  /f.  irro/u*i,  290. 

P.  So»*T,  165,  436. 

Zeutfien,  121. 

(  '  )  Admis   le   9*  à  1 

École  Pol 

Uchoique  en  1879;  décidé  avant 

son  entr^R  A  l'Hrole. 

jbv  Google 


jbv  Google 


jbv  Google 


bv  Google 


(Trelalèmc   Série.)  —  DtfcemliF»  1897. 

"  ï_5  g 

NOUVELLES  ANNALES 

îs 
Se 

lu 

■a  a.    a 

■S  s" 
liî 


MATHÉMATiaUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  LICENCE  ET  A  LAGRÈGATION. 


C.-A.  LAISANT. 


X.  ANTOMÀRI, 


Publication  londée  en  1842  par  Oerono  et  Teripieni, 
et  contlnnée  par  Gerono,  Preuliet,  Bonrget,  et  MK.  Btiese  et  Ronché. 


TROISIEME   SEBIE.    —  TOME   XVI. 


DÉCEMBRE  1897. 


f,  Lawini,  lâi,  **•■■»  Victor- Hugo. 

K.   AiiTOHARI,  Il  èb,  rue  Daubign;. 
isi  ilre  BBïojé»  î  l'impriiiieric,  SS.qual  dea  (imiida-AuEiisiinB 


GAUTEIIER-VILURS  ET  FILS,  IMPRIME URS-LIBR AIRES 

DU     SOBBAU     DBS    LONGITUDES,     DB     L'ÊCOLB    POLYTECHITIOUB, 
Quai  àet  Cranda-AnsiiiKn*.  55. 


Ifi 


il! 


li- 
ai ■ 


15: 


Ca  Recueil  pBraltcbaqae  noia. 
Lei  manuscrits  non  insérés  ne  sont  pas  rendus.     .  Vt'.)OQ1c 


Liste  des  Coireapondanta  des  HOOTELLES  AKHALES 

danslesTillflsoâsiégent  les  Facultés  des  Sciences. 

Besancon  :M.  X.Stouff.  — Bordeaux  :  M. BauNBL.—Caeo  :  M.  A.  db  Saint- 

GEKHAin.  —  Clermont-Ferrand  :  M.  C.  Goicuadd.  —  Dijon  :  U.  Dcpoki 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padé.  —  Lyon  :  li.  L. 
AuTONNB.  —  Marseille  :  H.  S*trvAGB.  —  Montpellier  :  U.  E.  Fabki 

—  Nancy  :  H.  H-  Voot.  —Paria  :  M.  Rapfi.  —  Poitiers  :  M.  Miii- 
LAKB.  —  Rennes  :  M.  Asdbade.  —  Toulouse  ;  H.  Cossehat. 


UBRAIRIlî  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI  DBS  GSANDS-ADGDSTIKR,  55,  A  PABIS. 
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dnctlon  à  la  Géamétrïe  différentielle  sniTftDt  U  méthode  ds  H.  Grui- 
mann.  in-8,  avec  figures  ;  1897 i  fr.  i-i  ■ 

FLBHING(D'J.-A.),  de  1'  *  Un iversity  Collège  »  de  Londres.  —  Le  Labo- 
ratoire d'Electricité.  Notes  et  formules.  Ouvrage  traduit  de  l'an^. i- 
sur  lai*  édition  et  augmonlé  d'un  appendice  par  H.  J.~L.  Rovtj'' 
ancien  Elévo  do  l'Ecole  Polytechnique.  In-8,  avec  ^o  fîgure>  " 
3  planches;  1898. 
Brocbé 6  fr.     |    Cartonné  toile  anglaise.     7  Tr.  5o  r. 

LA6UERRE-  —  Œorres  de  Lagnerre,  publiées  sous  les  auspices  de  l'A 
cadémie  des  Sciences,  par  MM.  Ch.  IIermitb,  H.  Poincaré  et  E.  Rouatt 
Membres  de  l'Institut.  1  volumes  grand  in.8,  se  vendant  eéparémenl 

TolK  I  :  algèbre,  Calcul  intégral;  189B i5  f- 

ToiiE  11  :  Géométrie {Sous  pressi 
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LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS    ET   FILS, 

QUAI  DES  USANDS'AUGUSTINS,  55,   A   PAOIS. 


LEÇONS  NOUVELLES 

.'ANALYSE  INFINITÉSIMALE 

KT   SEB 

APPUCATIONS  GÉOMÉTRIQUES, 


M.  Ch.  MËRAT, 

Protaaleur  &  la  FacDltd  dss  Sei*ne<»  d 


Ouvrage  honoré  d'ius  BOiuorïpUon  du  Hinistire  da  l'InitrucUoii  publique. 


ODATHB  BBACX  VOLUHES  fiKAND  IK-8  9B  VENDANT  SÉPAHÉUBNT  : 

1"  Partie  :  Principes  généraux  ;  tSgî i3fr. 

H*  Partie  :  Etude  monographique  des  principales  fonctions  d'une 

seule  variable;  189S ^^  h. 

m*  Partie  :  Questions  analytiques  classiques;  1897 fl  fr. 

IV' Partie  :  /ipplicaiions géométriques {Sous  presse.) 


Ëblouia  par  l'éclat  des  découvertes  soriics  coup  sur  coop  do  l'intuition 
des  i)remiera  principes  du  Calcul  infinitésimal,  perdant  la  notion  du  point 
do  ucpart  et  du  cliemin  parcouru,  enivrés  do  confiance  par  des  succès 
sans  mesure,  comme  sans  nombre,  les  géomètres  paraissent  avoir  cru  A 
l'avènement  d'un  milléniuni  scieniillque,  à  la  révélation  de  procédés  spé- 
ciaux affranchissant  définitivement  la  pensée  malliémalique  des  lenteurs 
et  de  la  prudence  d'autrefois.  RenoocanL  donc  subitement  eux  scrupules, 
méprisant  les  minuties  des  raisonnements  soignés,  acharnes  avant  tout  à 
la  poursuite  de  résultats  nouveaux,  pénétrés  d'une  foi  aveugle  dans  la 
sûreté  des  conceptions  qui  venaient  d'enranter  tant  de  merveilles,  ils  n'hé- 
sitèroat  plus  à  ériger  en  nouvel  axiome  tout  principe  dilEcila  à  établir, 
oourvu  qu'il  fût  commode,  rendu  vraisemblable  par  les  premières  indoc- 
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lions,  qu'il  eût  résisté  quoique  lempe  à  l'épreuve  des  applicaliona  cod- 
ranloB.  Personne  ne  voulut  entendre  Lagrange  proclamant  que  les  fonctions 
ne  sont  que  de  vulgaires  expressions  de  calcul,  affirmant  que  leur  déve- 
loppement en  séries  contient  les  vrais  principes  de  leur  théorie,  ni  Abel 
employant  systématiquement  ces  mêmes  séries  à  la  première  démonstra- 
tion sérieuse  de  la  formule  du  binâme;  dana  les  conceptions  si  originales 
de  Cauchy,  le  même  parti  pris,  la  même  indifférenca,  ne  laissèreni  voir 
à  ses  principaux  contemporams,  que  les  fantaisies  d'une  intelligence  supé- 
rieure, ses  eioentricités  peut-être. 

Mais  des  dogmes  scientifiques  ne  sauraient  s'imposer  éternellement; 
confessés  solennellement  par  les  savants  en  renom,  imposés  quelquefois, 
adoptés  par  la  masse,  ceux-ci  trouvèrent  pourtant,  après  Lagrange  et  Abcl, 
des  esprits  mécontents,  puis  réfraciaires.  Des  travaux  de  Cauchy  m  dégage 
progressivement  l'idée  qa'jl  est  possible  de  démontrer  bien  des  choses 
tenues  auparavant  pour  articles  de  foi,  en  même  temps  la  première  DOlioa 
de  la  roule  à  suivre,  qu'une  obscurité  si  épaisse  enveloppait  avant  Abel  el 
lui.  Alors  s'ouvre  une  large  déchirure  dans  le  réseau  formé  par  des  tradi- 
tions (lui  ne  savaient  plus  que  se  répéter;  les  premiers  rayona  de  lumière 
projetés  sur  les  propriétés  générales  des  fonctions,  la  facilité  et  la  beauté 
données  à  la  théorie  des  transcendantes,  fnnt  éclater  par  comparaison  la 
pauvreté,  l'impuissance  des  vieux  aperçus;  le  coup  de  grâce  leur  est  enfin 
donné  par  la  découverte,  bien  inattendue  pour  les  vrais  croyants,  de  mille 
fonctions  continues,  privées  néanmoins  de  dérivées,  d'intégrales  ou  de  ces 
autres  attributs  soi-diBant  essentiels,  'que  tant  d'oracles  leur  avaient  prêtés. 

Sapée  ainsi  dans  ses  anciens  fondements,  la  partie  doctrinale  de  la  tbéorïe 
des  fonctions  cherche  en  ce  moment  à  s'asseoir  sur  une  base  pins  ferme, 
et  bien  des  moyens  déjà  ont  été  essayés  pour  la  consolider,  pour  l'éclaircir. 
Mais  ces  restaurations  ne  sont  que  des  compromis  laborieux  entre  les  exi- 
gences de  l'Analyse  moderne  et  les  idées  nourries  si  longtemps  sur  la  puis- 
sance de  la  continuité  comme  moyen  de  démonstration,  sur  la  fécondité  de 
la  notion  des  dérivées  puisée  dans  la  considération  des  limites  de  certains 
rapports,  etc.;  aucun  encore  ne  aemble  avoir  atteint  son  but,  k  en  juger 
seulement  par  leur  diversité,  par  l'étrangeté  des  conceptions  fondamentales, 
par  l'aridité  sans  pareille  de  leurs  développements. 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  est  aussi  une  reconstruction  de  la  même 
branche  de  l'Analyse,  mais  d'un  caractère  radical  et  simple,  ^sant  reloar 
aux  idées  de  Lagrange  et  d'Abel,  utilisant  sous  des  formes  nouvelles  lef 
moyens  de  démonstration  indiqués  par  Cauchy,  affermissant  leur  puissance. 
La  méthode  de  l'Auteur  consiste  à  prendre  pour  base  unique  de  la  théorie 
des  fonctions  dans  ses  moindres  détails  la  possibilité  générale  de  les  repré- 
senter par  des  séries  entières  (formule  de  Taylor),  sauf  à  asseoir  sohde- 
ment  celte  propriété  universelle  sur  l'analyse  successive  des  prineipani 
algorithmes  qui  donnent  naissance  à  de  nouvelles  fonctions  (foriDation  des 
dérivées,  des  intégrales  indéfinies,  composition  des  fonctions,  intégratioo 
des  équations  différentielles,  résolution  des  équations  finies,  etc.),  ainsi 

3ue  sur  son  existence  préexistante  pour  les  fonctions  connues  impliquées 
ans  ces  calculs  comme  données  (  polynômes  entiers,  fondions  rationnelles, 
irrationnelles,  algébriques,  transcendantes  diverses,  etc.).  Les  dérivées 
sont  définies  non  plus  par  des  limites  de  rapports,  mais  comme  coefficients 
des  accroissements  des  variables  dans  les  développements  des  accroisse- 
menls  des  fonctions  en  séries  entières  par  rapport  à  ceux-ci;  c'est  l'intoi- 
tion  de  Lagrange  rendant  leur  existence  évidente,  rendant  dès  lors  inutile 
toute  restriction  à  cet  égard.  Les  intégrales  indéfinies  ne  sont  plus  des 
limites  de  sommes,  prises  entre  des  limites  variables,  mais  de  simples  résul- 
tats de  ealcBl  inverse  des  dérivéeS)  ce  qui  dispense  de  la  distinction  si  fis- 
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tidieuse,  faite  quelqueroia  entre  les  fonctions  uttégrnbles  et  celles  qui  ne  le 
sont  pas.  L'existence  de  toute  nouvelle  fonction  eal  déduite  de  la  Méthode 
des  coefficients  indéterminés,  appliquée  à  la  consLruction  de  son  dévelop- 
pement, complétée  par  la  discussion  soigneuse  do  la  convergence  de  eette 
série 

Los  avantages  de  cette  méthode  sont  nombreux  :  la  rigueur  du  raison- 
nement devient  absolue,  sa  simplicité  extrême,  puisque  tout,  sans  effort, 
découle  d'un  seul  principe  suffisant  à  toutes  choses,  les  reliant  âtroitement 
les  unes  aux  autres,  les  expliquant  les  unes  par  les  autres,  puisque  les 
énoncés  et  les  démonstrations  reprennent,  pour  ne  jamais  s  en  écarter, 
les  allures  des  parties  lea  plus  claires  de  l'Algèbre.  La  théorie  des  fonctions 
Imaginaires  délivrée  de  ses  adhérences  srtlBcielles  avec  la  Trigonométrie 
se  montre  maintenant  naturelle,  renfermant  celb  des  fonctions  réelles  au 
lieu  de  lui  être  pesamment  subordonnée;  les  considérations  pénibles  qui 
se  rattachent  à  la  discussion  de  la  monogehëité,  ce  mot  lui-même,  sont 
dérmittvemcnt  supprimés.  U  est  bien  vrai,  comme  on  l'a  déjà  opposé  à 
l'Auteur,  que  les  fonctions  sans  autre  propriété  que  la  continuité,  la  pos- 
session de  dérivées  considérées  comme  limites  de  rapports,  etc.,  sont 
mises  ainsi  hors  la  loi  ;  à  cette  objection  M.  Méray  se  rendra  quand  on  lui 
aura  montré  une  seule  fonction  de  ce  genre,  non  développable  par  la  for- 
mule de  Taylor,  dont  la  considération  ait  procuré  autre  chose  que  des 
thèmes  difficiles  aux  jeux  de  l'esprit  matliématiquo. 

Si  ces  innovations  sont  considérables,  elles  ne  sont  pas  improvisées; 
dès  1872,  l'Auteur  les  a  proposées  sommairement  dans  son  Iforuvau  Précii 
d' Analyse  infinitésimale  et  depuis  vingt-quatre  ans  il  les  développe  minu- 
tieusement devant  ses  élèves. 

Le  public  peut  donc  le  suivre  avec  eux  sans  manquer  aux  règles  de  U 
prudence. 

La  première  Partie  de  cet  Ouvrage  est  devenue  dès  son  apparition  l'objet 
d'une  faveur  esceptionnelle  dont  les  principaux  organes  de  la  critique  scien- 
tiûque  ont  fourni  les  témoignages  suivants. 

faite  homoK^néité  du  lÎTrs  d«  M.  Méray,  de  l'ordre  qui  y  rôicno,  ilu  carartèrs  nolursl  et 
(  Biillella  dci  ScUncti  malhirnatiquts,  avril  11)94.  j 

.  ...  Ea  déHnltive,  on  psut  affirmer  l'excolleaca  du  lirre  qui  en  lit  htsc  uns  grande  faci- 
lité  dés  qu'on  s'eathmiliDrisiovocquelciu^nioCti  nouveaux.  Sous  krir  forme liréve,  niait 
claire  et  bien  précisa,  les  Ufoas  iTAialyic  montrent  dans  M.  Mcrjv  nu  nuccDi^seDr 
modems  des  grande  analystes  frangals  du  siècle  précédeal  <.  jNvI  Tidiskrifl  for-  ilalima- 
tUk,  dérembro  1B9J.I 

.1   ...  M.  Méray  publie  en  ee  moment,  dons  uu  Ouyrage  maRlstral  ^ni  no  devra  rosier 

dique  dense  idées  sur  l'AoalyBe'inQaitésimale  ....  Comme  tout  repose  sur  uns  seule  idée 
pniDCirdislo  qni  doinias  tout,  il  régne  dans  l'Ouvrage  entier  une  unité  d'exposition  remar- 

dcs  misounoinents  parait  inébranbbla,  et  leur  uniformité,  loin  d'être  monotone,  les 
débarnsse  des  artiaces  touianrs  si  pénibles  ....  Nous  regrettons  vivument  que  la  manque 
d'espace  ne  nous  ait  pas  permis  do  faire  on  Compte  rendu  plu?  détiiUé  da  ea  Volume  al 

cun  Le  désir  d'étudier  et  d'approfondir  lea  grandes  idées  que  M.  Mérny  a  jetées  é  profu. 

midiler  sa  préfaça.  >  [flivuc  blbUographiqac  unlosrteUt,  décembre'  1895.  ) 

.  .  .  Mon  appréciation  se  résume  dans  cas  mots  :  ruine  déliuitive  de  la 
(priais  attraméa  jusqu'ici  i  ta  théorie  des  foncUons;  unité  réUblio;dan9  1 
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la  cau^Oqr.eaces  U.  plus  achtes  de  l'A 

iEl^d<spia!o,„phiq^.  eu..  m.n.  ,891 

«q 

rautino  iDfIn't&siniDis  d'ap3r;u<i  neU  et  fflcLles,  piiiajs  k  U  mSml 

««prit  ds  CM  th«oriu»  is»li9Liiat<t]loa,  bux  piafasseurs  ds  readi 
ouvre  mngîetriilf]  qui  aamblH  appelée  ■  faire  âpoqua  dans  rhÎAtmre 

'  ...  QqicooanB  «aivra  i 
(impie,  si  régulier,  si  Ferme 

tomplet  d'anol^ae  ...  toutes  ses  démassi  rations  sont  uaiformea,  théoriquaiuant  lrc> 
simples,  et  rigoureuses  comme  collos  de  l'Algèbre  )■  plus  TulK>ira ...  le  véritable  «todi»! 
en  mnihémitiquos  no  saurait  mieux  emplorer  son  temps  qu'en  le  conwennt  à  sa  ptattni 
piotondAmentdes  doctrioes  du  grand  analyste.  ■  [Bcvue  ^aérait  derScUaca.MTiil  iifV, 
c  ...  La  théorie  ■  une  rigueur  absolue  ...  c'est  surtout  en  lisant  le  Uvre  de  H.  Uiimj  que 

et  focoàS,  Enfin,  c'oat  go  étudiant  ee.s  démoaslra Lions  remarquables  par  leur  élégance 

Ses  MâthénfaïiqîTea,  a  ^usTd»  do((Ssrno'pôurra  ao'dfs^nX'  dés^miSTdo  6-?^rp'i"t"t"i! 
ne  veut  pis  rester  Insufflsant  dans  sa  eubstance  commo  dnoa  son  inQuEnce  sur  la  déTdLop- 
pement  de  l'esprit...  >  \Revue  bourguigaatuie  de  t'Eiiseignement  jupéfiew,  arril  r>9i.> 

Ces  spprécialioDs  si  variées  dans  leurs  provenances)  si  unanimes  pourtant 
dans  leurs  eondusioris  élogieuses,  montrent  combien  nous  nous  abusions 
peu  quand  nous  recommandions  la' première  Partie  de  cet  Ouvrage  à  loule 
l'altenlton  du  public,  avec  quelle  confiance  aujourd'hui  nous  pouvons  )ui 
en  oITrir  la  suivante.  Il  y  verra  la  méthode  de  l'Auteur  se  jusiifier,  apri^s 
coup  maintenant,  par  des  applications  innombrables,  descendre  des 
abstractions  du  premier  Volume  pour  fournir,  en  conservant  les  qualités 
qui  ont  fait  la  fortune  de  celui-ci,  une  exposition  serrée,  bomogène  et 
lumineuse  des  propriétés  spécifiques  do  toutes  les  fonctioDS  qui  eotreDt 
comme  matériaui  dans  les  calculs  courants. 

Table  dst  Matières  de  la  première  Partie. 


Préface.  Averliasemcnt.  —  Chap.  I.  CénêralUés  préliminaires  comprenant 
une  revue  det  quantités  factices  sur  lesquelles  roulent  les  tpéculaliona  de 
l'Analyse  moderne.  Fractions.  Quantités  positives  et  nêgalives.  Objet  de 
l'Analyse  iorinitéBimBle.  Nombres  rrsclionnaires  absolus.  Quantités  posiliv» 
et  négatives.  Faaciions  en  général.  Fondions  rationDclles.  —  Chap.  il.  Suite 
du  précédent.  Variantes  en  général.  Quantités  incommensurables.  Conver- 
gence et  divergence  des  varianics.  Limites  effectives  ou  idéales  des  variantes 
convergentes.  —  Cha».  III.  Suite  des  deux  précédents.  Quantités  imagi- 
naires. Exécution  des  opérations  rationnelles  sar  les  quantilés  imaginaiies. 
Mécanisme  de  la  sabstitutioo  des  quantités  imaginaires  aax  quantités  positives 
et  négatives.  Variantes  imaginaires.  Notation  graphique  des  quantités  imagi- 
naires. —  CuAF.  IV.  Séries  en  général.  Déliniiions  et  premières  propriétés. 
Groupement,  déplacement  et  décomposition  des  termes  d'une  série.  Addition, 
soustraction  et  multiplicatioti  des  sommes  de  plusieurs  séries.  —  Cdap.  Y. 
Séries  entières.  Convergence.  Subsiitulion,  à  chaque  variable  indépendante 
d'une  somme  de  quelques  autres.  I^ontïnuité.  Valeur  remarquable  acceSïLible 
au  module  de  la  somme  d'une  série  entière.  Conditions  pour  que  la  somme  d'une 
série  entière  soit  nulle  identiquement,  pour  que  celles  de  deux  semblables 


séries  soient  égales  idenliquemont.  —  Cbap.  Vi.  Dérivées  des  f on 

tropei.  Genèse  habituelle  de  ces  fonctions.  Définitions.  Dérivées  premières. 
Dérivées  d'ordres  supérieurs.  Différen  lie  tics.  Génération  des  fonctions  obtropcs 
par  développements  successifs.  —  Chap.  Vil.  Propriétéi  fondamentales  des 
fonctions  qui  sont  olotropei  dans  des  aires  données.  Propositions  générales 
diverses.  Limites  du  convergence  de  la  série  de  Taylor,  —  CnAP.  VUI.  Calcul 
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inverte  des  dérive'et.  Intégration  des  dilTércntielles  totales.  Inl^gralion  des 
ditrérentiellu  incomplèlGs.  IndépsndaDcc  relative  de  di^Téreniiations  et  d'int«- 
graiiona  successiics.  Iniép-ales  définies  simples.  Intégrales  dérmies  artificielles. 

—  Cu.i».  IX.  Fonctions  composéri.  Circorstances  générales  dans  lesquelles  les 
(onctions  composées  sont  ofolropea.  DilTérenliation  des  fonctions  composées. 
Intégration  des  fonctions  composées.  Séries  avant  pour  termes  des  fonctions 
olotTopes  d'an  même  groupe  de  variables  Indépendantes.  Développement  des 
fonctions  rationnelles.  —  Chip.  X.  Principe  eiientiel  de  la  théorie  de»  équa- 
tions différentielles  totales.  Généralités.  Existence  des  intégrales  ordinaires 
dans  le  cas  de  passivité.  —  CHir.  XI.  Fonctions  implicites  en  général.  Exis- 
tence et  difTérenttatioDs  des  fonctions  implicites  dans  le  cas  fondamental. 
Examen  sommaire  des  antres  cas.  Elimination  en  général.  Changement  des 
variables  en  général.  —  Ch«?.  XII.  Principe  essentiel  de  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles  partielles.  Généralités.  Systèmes  immédiats  passifs  qui 
sont  en  même  temps  régaliers.  Impossibilité  éventuelle  de  trouver  i  un  sys- 
tème immédiat  et  passif,  mais  irrégulier,  des  intégrales  répondant  i  des 
déterminations  initiales  arbitraires.  Indication  somCiaire  de  la  marche  généiale 
i  suivre  pour  découvrir  toutes  [es  solutions  d'un  système  donné  quelconque 
d'éqnations  différentielles  et  finies.  -  CiiAr.  Xlil.  Etude  ultérUure  des  sys- 
tèmes imntédials  d'équations  dijférentielles  totales.  Ponctions  intégràles 
générales.  Équations  Intégrales.  Multiplicateurs  intégrants.  Observations  com- 
plémentaires diverses.  —  ADQiTron  I.  Sur  une  propriété  essentielle  des  poly- 
nômes entiers  à  une  seule  variable. 

Table  des  HatUrea  do  la  danzlâme  partie. 

Avertissenient.  —  Chap.  I.  Fonctions  olotropei  d'une  seule  variable, 
en  général.  Zéros  simples  et  multiples.  Ponctions  indéfiniment  olotropcs. 
Résolution  théorique  des  équations  entières  à  une  inconnue.  Propriétés  spé- 
ciales des  fonctions  olotropcs  qui  sont  réelles  en  même  temps  que  la  variable. 

—  Chap.  II.  Fonctions  méromorphes  d'une  seule  variable,  en  gênerai.  Infinis 
simples  et  multiples.  Phases  critiques  des  fonctions  composées  rationnelles  àr 
fonctions  simples  d'une  seule  variable,  oiotropes  et  méromorphes.  Ponctions 
indéfiniment  méromorphes.  Principes  du  Calcul  des  résidus.  —  Ciiap.  111. 
Fonction  radicale  simple.  Règle  de  convergence  de  Gauss.  Propriétés  générales 
de  la  fonction  radicale  simple.  Discussion  numéricjue  de  la  fonction  <j>(nt,:c), 

Îaand  son  paramètre  m  est  réel.  Résolution  numérique  de  l'équation  bii,6me. 
acines  de  l'unité.  Observations  complémentaires,  --  Chap.  IV.  Étude  des 
principales  phases  critiques  d'une  /onction  implicite  d'une  seule  variable. 
de/inie  par  une  équation,  unique.  Recherche  des  racines  oiotropes  ude  l'équa- 
tion/(z,u)—o,  dans  le  cas  oii  /est  une  composante  ololrope  dont  la  dérivée 
première  par  rapport  à  u  a  une  valeur  initiale  nulle.  Racines  non  oiotropes. 
Autres  phases  singulières  des  racines  de  la  même  équation.  Observations  com- 
plémentaires sur  le  calcul  par  cheminement,  des  fonctions  implicites  consi- 
dérée» dans  ce  Chapitre.  —  Chap.  V.  Logarithme  népérien  et  /onction  expo- 
nentielle. Origine  et  propriétés  fondamentales  dn  logarithme  népérien.  Fonction 
\  exponentielle.  Logarithmes  vulgaires  et  autres  fonctions  connexes.  —  Chai'.  VI. 
Fonctions  circulaires.  Tangente  et  cotangente.  Réduction  des  intégrales  circu- 
laires, elliptiques  et  ultra-elliptiquea.  Expressions  générâtes  et  inversion  des 
premières.  Sinos  et  cosinus.  -  Chap.  VII.  Développement  des  /onctions 
circulaires  en  séries  de  /raclions  simples  et  en  séries  /actorielles.  Géné- 
ralités sur  les  fonctions  unipériodiques.  Dévetoppemenl  des  fonctions  circulaires 
en  séries  de  fractions  simples.  Développement  des  fonctions  circulaires  en 
séries  fectoriellcs.  Intégration  des  fonctions  unipériodiques  polarisées.  — 
Chap.  VIII.  Théorie  sommaire  des  /onctions  elliptiques.  Classification  des 
intégrales  elliptiques  et  ultra-elliptiques.  Première  étude  de  la  fonction  inverse 
de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce.  —  Chap.  IX.  Suite  du  précédent. 
Fonctions  bipériodiques  en  général.  Considérations  arithmétiques.  Propriétés 
générales  d'une  fonction  bipériodique  indéfiniment  méromorphe.  Relations 
diverses  entre  des  fonctions  bipériodiques  ayant  en  commun  un  même  couple 
de  périodes.  —  Chap.  X.  Suite  de*  deux  précédents.  DéitloppemenC  des 
fonctions  bipériodiques  en  séries  de  ^raclions  simples  ou  de  /onctions  cir- 
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Expressions  e^néral»  dei  in tégfrf-j'çllid tiques.  —  Ciup.  XI.  Sotte  d«t  t.  . 
precédenU.  Pointi  taillanU  de  la  théorie  de»  fonctioru  bipériodigaes  du 
second  ordre.  Eipi«ssion  d'une  foéction  bîpériodique  quelconque  lu  moyen 
d'une  Tonction  du  Kcond  ordre  aui  même»  ^criodcs.  Addition  et  soDitnction 
des  arguments;  multiplïcalJon  et  division.  Transformalions  primaires.  — 
Chap.  XI!.  Suite  des  quatre  préee'denU.  Fonctiom  elliptiques  canoniqaa 
Propriétés  spéciale»  de  U  fonction  \{.x)  ou  sna:.  Eipressioos  des  intégrale; 
elliptiques  réduite»  ï  la  forme  canonique.  Fonction»  ellîptiqnes  e«noniijae- 
auiiliaires  p{a:)  oucni,  v{a;)ou  dnx,  ra(i)  ou  tna:,  —  Chap.  XIII  Notioni 
sur  les /onctions  eulériennet.  Réduction  de  l'intégrale  de  première  espèce  a 
celle  de  deuxième  espace.  Propriétés  e»»entielles  de  la  fonction  r{x). 

Extrait  de  rATertisiement  de  la  troUième  Partie. 

Je  me  suis  restreint  aux  questions  qu'un  licencié  doit  rorcénieiit  comialtrc: 
j'ai  mis  leur  exposition  en  harmonie  avec  les  principes  posas  dans  les  deux 
premières  Parties  de  mon  Ouvrage,  en  m'ofTurcaut  d'améliorer  leur  ordoD- 
nance,  de  rendre  les  raisonnements  tout  h.  fait  rigoureux  et  nalurels- 

Je  crois  v  avoir  réusai,  dans  une  certaine  mesure,  pour  la  théorie  des 
équations  cfîiTérentielies  linéaires  qui  me  paraît  gagner  beaucoop  à  porter 
do  préréreiice  sur  les  systËmes  immédiats  et  h  être  appuyée  directemenl 
sur  les  développements  en  séries.  Il  me  semble  surtout  que  ma  méthode, 
pour  arriver  aux  formules  si  remarquables  de  Cauchy  dans  le  eaa  des 
cootficieDts  constants,  leur  apporte  une  clarté  qui  leur  avcdt  lou/ours 
manqué  et  qui,  maintenant,  ne  laisse  plus  rien  à  désirer.  Je  crois  encori; 
avoir  éclairci  sensiblement  plus  d'un  point  du  Calcul  des  varialions  et 
avoir  rendu  très  satisfaisante,  au  point  de  vue  de  la  rigueur  et  de  la  sim- 
plicité, la  théorie  dos  intégrales  multiples,  limitée  aux  quantités  relies, 
comme  l'indique  le  peu  d'élévation  du  niveau  général  de  ces  Leçont. 

D'autres  améliorations  portent  sur  des  détails;  je  crois  pouvoir  cit^r  : 
la  di! composition  générale  des  fractions  rationnelles  en  fractions  pla$ 
simples,  faisant  bien  ressortir  la  véritable  portée  du  procédé  suivi  pour 
éviter  les  imaginaires  (juand  Les  facteurs  linéaires  du  dénominateur  ne  som 
pas  tous  réels;  la  théorie  delà  différentielle  binôme n^aA\^^  trèsespéditive: 
une  nouvelle  méthode  d'une  très  grande  netteté  pour  intégrer  ouaatité  dr 
diiTérentielles  exponentielles  et  circulaires;  la  rigueur  rcnaue  à  la  mise  en 
œuvre  dos  artifices  typiques  utilisés  dans  le  calcul  des  intégrales  déGnies: 
plusieurs  perfeclionnements  apportés  à  l'espusilion  de  la  méthode  de  Jaeobi 
pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  ainsi  qu'ù 
celle  des  propriétés  des  intégrales  complètes  de  l.agrange;  des  démonstra- 
tions nouvelles  de  propositions  très  importantes  dans  Fa  théorie  générale 
des  équations  différentielles  totales  et  dans  celle  des  Tonctiona  d'un;  seule 
variable. 

Table  des  Matières  de  la  troisième  Partie. 

Avertissement.  —  Chap.  I.  InCe'i^ration  indéfinie  des  diffêrenlietles  cou- 
rantes. DifTérentlelle»  rationnelles.  Différent ielles  irrationnelle!!  alçjhriquij. 
Différentielles  transcendantes,  —  Cuap.  II.  Calcul  de  certaines  lalegraht 
définies  par  des  moyens  n  'exigeant  pas  la  connaissance  des  intégra/es  i'~ 


ilîce»  divers,  applications  variées  de  la  relation  existant,  relalive- 

ir  feimé,  ei        "■ 


S,  entre  l'intégrale  définie  d'une  fonction  méjo- 
morpne  ei  son  resiciu  inicqral.  --  Chap.  III.  Equations  différentieUet 
élémentaires.  Propriétés  f^énérales  des  équiLlon»  linéaire»  quelconque».  lotr- 
gration  des  équations  linéaires  à  coefUcients  constants.  Equations  diverses  « 
une  seule  fonction  continue,  —  Chap.  IV.  Equations  aux  lUriuèet  partiellei 
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du  premier  ordre.  Equations  iinéaii  s  "-•  ru        ■■  s,.!  dërîtéei  delà  fond 


équations  non  linéaires.  -  >'.•' .  .  V.  Questions  de  maximum  et  de 
Cas  (l'une  simple  fosetio.  .  C.  'une  intégrale  délïnie  portant  sur 
une  foDCtioD  composée  dilTéreotielIe  de  fonctions  simples  indéterminées.  — 
Chap.  VI.  Intégrales  multiples  réelles.  Intégrale*  doubles.  Inlégrales  triples. 
—  Additton  I  :  Proposition  tout  à  fuit  élémentaire  à  substituer  au  lemme  de 
Cauch;  dans  la  théorie  générale  des  fonctions.  —  II.  Démonstration  directe 
du  lemme  de  Cauch;.  —  III.  Sur  ta  non-nullité  du  déterminant  dilTérenciel, 
par  rapport  aui  constantes  arbitraires,  des  iatëgrate;  générales  d'un  sjslcme 
d'équations  dilTérenliclles  totales.  --  IV.  Sur  la  possibilité  de  faire  croître 
sans  limite  le  module  d'une  fonction  indéfiniment  olotrope.  —  V.  Sur  un  cas 
étendu  dans  lequel  l'interpolation  permet  de  représenter  une  fonction  avec 
une  approiimation  indéûnJe.      • 


A  LA  MEME  LIBRAIRIE. 


APPELL  f  Paul),  Membre  de  l'hisLitul,  Professeur  à  l'Université  de  Paris 
et  LÀCODR  (Emile),  maître  de  Conférences  à  l'Universitâ  de  Nancy.  ~ 
Principes  de  la  Uiéorie  des  fonctions  elliptiques  et  applications.  Un 

beau  volume  grand  in-S  de  n-^ii  pages,  avec  figures;  1896. . .     11  (r. 

IlESAT  (Cb.).  —  Méthode  directe  fondée  sur  l'emploi  des  séries  pour 
prouver  l'existence  des  racines  des  égnationa  entières  à  une  inconnue 
par  la  simple  exécntion  de  leur  calcul  numérique.  Gr.  in-8;  189a.  Coc. 

MËRAT  (Ch.).  —  Sur  la  discussion  et  la  classification  des  surfaces  du 
danziàme  degré.  In-S  ;  1 8g3 1  fr.  25  c. 

H£RAT,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  Expoaitioii 
nouTelle  de  la  Théorie  des  formes  linéaires  et  des  déterminants. 
ln-4;  1884 3  fr. 

HÊRAT  (Ch.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  Les  frac- 
tions et  les  quantités  négatives.  Nonvelle  tbéorle  élémentaire,  ln-8  ; 

1890 o  tr.  ;i  c. 

MÊRAT(Ch.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  —  Théorie 
analfùgue  du  logarithme  népérien  et  de  la  fonction  exponentielle. 

in-4;  1891 c  fr.  5o  c. 

HÉRAT  (Cb.).  —  HouTOaux  Élémeuts  de  Géométrie,  ln-8,  avec  12  plan- 
ches; 1894 5  fr. 

HËRAT  (  Cb.),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon,  et  RIQDIER, 
Prufcssiiur  h  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  —  Sur  ta  ctrarer^encc 
des  développements  des  intégrales  ordinaires  d'un  système  d  équa- 
tions diftérentiellei  totales,  lu-4  ;  i8qo 1  fr.  So  c. 

MËRAT  (  Cb.  )  et  RIQUIER.  —  Sur  les  couTorgences  des  développements 
des  intégrales  ordinaires  d'un  système  d'équations  différentielles 
partieUei.  In-8;  1890 2  fr-  io  e. 
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LIBRAIRIE  GAUTHIBR-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI  DES  GBAN'DB-AGGUaTINS,   55,  A   PIHIS. 


DARBOtJX(G.).  Membre  de  rinstitul,Profi;sseurà  la  Faculté  desScîences.— 
Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  las  applications  géomé- 
triques du  Calcul  infinitésimal.  4  vuluiues  grand  ia-8,  avec  ligures,  se 

vendant  séparémenl  (Ouvrack  complet)  : 

1"  Partie:  Généralités.  ~  Coordonnées  curvilignes.  Sufjaeesminimo; 

1887 lifr. 

Il'  Partie  :  Les  congriieuces  et  Us  équations  linéaires  aux  dériuéei 
partielles.  —  Des  lignes  tracées  sur  les  surfaces;  tSBg i5  fr. 

111"  Partie  :  Lignes  séodésiques  et  courbure  géodésique.  Invarianti 
différentiels.  Déformation  des  surfaces;  1B94 iSfr. 

IV*  Partir  :  Déformation  infiniment  petite  et  représentation  spht- 
rique;  1896 i5fr. 

LAURENT  (  H.  ).  Examinateur  d'admission  à  l'Ëcole  Polytechnique. —Traité 
d'Analyse.  7  volumes  în-8 ,  avec  Bgures 7?  Tr. 

Tome  1-  —  Calcul  différentiel.  Applications  analytiques;  i885.  10  Ir. 

ToUE  II,  —  Applications  géométriques  j  1887 12  fr. 

Tome  111.  —  Calcul  intégral.  Intégrale.',  définies  et  indéfinUs: 
1888 12  fr. 

Tome  IV,  —  Théorie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  iatigralet; 
iSSg la  fr, 

ToHE  V.  —  Équations  différentielles  ordinaires;  1890 10  fr. 

Tome  VI.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  ;  1890 8  fr.  5o  e. 

Tome  Vil  et  dernier.  --  Applications  géométriques  delà  théorie  des 
équations  différentielles  :  1891 , 8  fr.  5o  c. 

PICARD(£mile),MembrederinslJlut,  Professeur  â  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la  faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
grand  in-8,  se  vendant  séparément. 


TosiE  1  :  Intégrales  simples  et  multiples.  —  L'équation  de  Laplac 
etses  appliiralions.  —  Dci-eloppènient  en     '  '  .      ■■     .• 

triques  du  Calcul  infinitésimal.  Avec  figi 


TouE  II  :  Fonctions  harmoniques  et  Jonctions  analytiques.  —  Intro- 
duction à  la  théorie  des  équations  ili{férentieltes.  —  Intégrales  abélienne' 
et  surfaces  de  Hiemann.  Avec  figures;  1893 i5  fr. 

Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  éqojitiont  différentielles. 
Etude  du  cas  où  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  définies  /Mir  des 
équations  di(lérenlielles.  Equations  lini/aires;  analogies  entre  les  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  Avec  figures;  1896..     18  fr. 

ToUB  IV  ;  Équations  aux  dérivées  partielles. . .     (En  préparation.' 


liuprliauK  GAUTHIER- VILLAHS  ET  FILS,  d 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

tlDAI  DES  eUHIlB-l 


NOUVELLES  AJINALES  DE  MATHÉMATIQUES, 

Fondées,  en  iB4i,  par  Obrono  et  Tkhooeii,  coatinndei  par  Proohbt, 
BouRHET,  et  MM.  Bhisse  et  Roucuâ,  et  rédigées,  à  partir  de  1896, 
par  M.  C.-A.  Laisant,  Docteur  ia  Sciences,  Rëpëlitaar  à  l'École  • 
Polytechniqne,  Professeur  à  Sainla-Barbe,  et  M.  X.  AntOMARI, 
Docteur  èa  Sciences,  ancien  Élève  de  l'École  Normale  supérieure, 
Probsieur  de  Hatbém&tiques  spéciales  au  Lycée  Cornot. 


Les  JVouçelles  Annales  de  Mathématiques,  fondées 
ea  1842  par  Gerono,  étaient  primitivement  destinées 
aux  seuls  candidats  à  l'École  Polytechnique  et  à  l'École 
Normale.  Depuis  la  fondation,  l'élargissement  des  pro- 
grammes et  l'élévation  progressive  du  niveau  des  études 
mathématiques,  dans  toutes  les  branches  de  notre  Ensei- 
gnement, ont  modifié  peu  à  peu  le  caractère  de  ce  Re- 
cueil. De  Journal  des  candidats  à  l'École  Polytech- 
nique et  à  l'École  Normale  qu'il  était  tout  d'abord, 
il  est  devenu  le  Journal  des  candidats  aux  Écoles 
spéciales,  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation. 

Ce  titre  comporte  tout  un  programme  que  la  nouvelle 
Rédaction  se  propose  de  développer,  en  se  maintenant 
toujours  sur  le  terrain  essentiellement  utilitaire  qui  a 
fait  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  un  des 
Recueils  scientifiques  les  plus  estimés. 

Notre  principale  ambition  est  d'être  utile  aux  candi- 
dats et  aux  professeurs,  sans  oublier  cependant  la  caté- 
gorie nombreuse  des  lecteurs  qui  s'intéressent  aux  Ma- 
thématiques d'une  manière  générale,  et  qui  n'ont  aucun 
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a  spécial  à  préparer.  Ceux-là  désirent  se  tenir  au 
couraDt  des  progrès  accomplis,  des  méthodes  nouvelles, 
et  ils  contribuent  pour  leur  bonne  part  à  ces  progrès 
et  à  l'introduction  de  ces  métbodes,  bien  que  ne  fai- 
sant pas  directement  partie  de  l'Enseignement. 

Pour  donner  satisfaction  aux  besoins  scientifiques 
divers  que  nous  venons  d'énumérer,  sans  accrottre  fe 
volume  .annuel  des  Nouvelles  Annales,  nous  devons 
rigoureusement  nous  assujettir  à  ne  pas  publier  de$ 
Mémoires  trop  étendus,  malgré  l'intérêt  qu'ils  pour- 
raient présenter;  leur  place  est  toute  marquée  dans 
d'autres  Recueils. 

Le  Journal  contiendra  donc  des  Articles,  relativement 
courts,  concernant  surtout  les  parties  un  peu  élevées 
des  Mathématiques  spéciales  et  les  matières  des  pro- 
grammes de  la  Licence  et  de  l'Agrégation;  des  tra- 
ductions de  travaux  étrangers  sur  les  Mathématiques: 
des  Notes  aussi  complètes  que  possible  sur  la  Biblio- 
graphie et  l'Histoire;  enfin  (et  c'est  un  point  auquel 
nous  attachons  une  importance  tome  particulière)  nous 
publierons  tous  les  énoncés  des  compositions  pour  la 
Licence  et  l'Agrégation.  A  cet  effet,  un  professeur,  dans 
chacune  des  Facultés  des  Sciences,  a  bien  voulu  con- 
sentir à  devenir  le  correspondant  des  Nouvelles  An- 
nales; il  nous  enverra  les  énoncés  en  question,  accom- 
pagnés le  plus  souvent  d'indications  utiles  sur  les 
solutions,  indications  que  nous  ne  manquerons  pas  de 
reproduire.  Ce  sera  là  un  instrument  d'étude  singuliè- 
rement précieux  pour  les  candidats. 
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Obéissant  toujours  ù  la  même  préoccupa lioa,  ei 
désireux  en  outre  d'établir  une  émulation  bienfaisante 
parmi  les  personnes  qui  s'occupent  des  questions  ma- 
thématiques relevant  de  l'Enseignement  supérieur,  nous 
avons  résolu,  d'accord  avec  MM.  Gauthièr-Villars, 
d'ouvrirdeux  fois  chaque  année,  aux  abonnés  des  Nou- 
velles Annales,  un  concours  sur  des  sujets  rentrant  en 
général  dans  les  programmes  ci-dessus  énumérés. 

Pour  le  choix  des  questions  ainsi  mises  au  concours, 
et  aussi  pour  le  jugement'  à  intervenir,  nous  ferons 
appel  à  nos  correspondants,  dont  la  baute  compétence 
sera  une  garantie  complète  d'impartialité,  sans  décliner 
cependant  la  responsabilité  scientifique  des  décisions, 
que  la  Rédaction  assume  sans  réserve. 

Les  concours  dont  nous  parlons  donneront  droit  : 

1°  A  un  crédit  de  loo*^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Caulogue  de  MM.  Gauthier-Villars  et  fils  ; 

3°  A  l'insertion  du  Mémoire  primé; 

3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires  de 
ce  Mémoire. 

Nous  aurons  soin  de  suivre  le  mouvement  mathéma- 
tique avec  une  attention  soutenue,  et  de  tenir  nos  lec- 
teurs au  courant  des  méthodes  nouvelles  et  des  progrès 
qui  pourraient  s'accomplir,  soit  en  France,  soit  à 
l'Étranger. 

Ce  programme  pourrait  paraître  un  peu  ambitieux, 
et  nous  n'aurions  pas  même  osé  le  produire,  si  nous  ne 
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comptions  d'une  manière  complète  sur  la  collaboration 
si  précieuse  de  nos  abonnés.  Depuis  1842,  celle  colla- 
boration n'a  jamais  fait  défaut  a\xi.  Nouvelles  Annales: 
c'est  une  tradition  qni  sera  continuée  et  qui  aura  ponr 
effet  de  maintenir  à  ce  Recueil  la  place  si  honorable 
qu'il  n'a  cessé  d'occuper  depuis  sa  fondation  dans  le 
monde  malbémalique. 

C.-A.  Laibant,  X.  Ahtomau. 


CONDITIONS    D'ABONNEMENT. 

Prix  pour  un  an  (la  numéros): 

Paris i5  ïr. 

Départements  et  UnioD  postale 17  fr. 

Autres  pays 20  fr. 

Lei  années  antérieures  se  vendent  aux  prix  suivants  : 

i"  Série,  au  vol.  in-8,  années  1X43  i  1861 Zoob. 

Les  Tomes  I  à  Vil  ei  XVI  (1842-1848  ei  18S7)  ne  se  ven- 
dent pas  séparément.  Les  autres  Tomes  de  la  i"  Série  se 

vendent  séparément i5  fr. 

2°  S6rie,  20  vol.  in-8,  années  1861  à  1881 3oo  fr. 

Les  Tomes  1  à  III,  V  et  XIX  (1863  â  1864,  1866  et  t8So) 
de  la  1*  Série  ne  se  vendent  pas  séparément.  Les  autres 

Tomes  se  vendent  séparément lâ  fr. 

La  3*  Série,  commencée  en  18B2,  continue  de  paraître  chaqoc 
mois  par  cahier  de  48  pages  au  moins. 
Les  Tomes  I  à  XIV  <i882  â  1895)  de  la  3'  Série  se  vendeni 
séparément 1  i  fr- 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS. 

QUAI  DBS  GRAMDS-AUGVSTINS,  5S,  A  PARIS. 


PICARD(ÊmUe),  Membre  de  l'instilaC,  Professeur  h  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Ttaiti  d'Analyse  (Cours  de  la  Facullé  des  Scie Dces).  Quatre  volumes 
grand  in-8,  se  vendant  séparément. 

ToUB  1  ;  Intégrales  simples  et  multiples.  —  L'équation  de  Laplace 
elles  applications.  —  Développement  en  séries.  —  Applications  géomé- 
triques au  Calcul  infinitésimal.  Avec  figures-  idrji i5  fr. 

TOHB  II  :  Fonctions  harmoniques  et  jonctions  anafytiques .  —  Intro- 
duction à  la  théorie  des  équations  différentielles ,  —  Intégrales  abéliennes 
et  surfaces  de  Riemann.  Avec  figures;  iSgî i5  fr. 

TOKE  111  :  Des  singularités  des  intégrale!  îles  équations  différentielles. 
Etude  du  car  où  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  Equations  linéaires;  analogies  entre  les  équa- 
tions algébriques  elles  équations  linéaires.  Avec  figures;  1896..      18  fr. 

ToNE  IV  ;  Équations  au-x  dérivées  partielles ...      {En  préparation.) 

PICARD  (E.),  Membre  de  l'inslitut.  Professeur  à  rUoiversité  de  Paris, 
et  SIHAftT,  CapiUine  de  frégale,  Répélileur  à  l'Ëcole  Polytechnique.  — 
Tliéorie  des  lonctioni  algébriques  de  deux  rariablea  indépendantes. 
3  beaux  volumes  grand  iii-8,  se  vendant  séparément  : 

Tome  I  :  Volume  de  VI-2S6  pages;  1897 gfr. 

Tous  K (En  préparation.) 

ROOCHÉ  (Eogône)  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  Exa- 
niinateur  de  sortie  ^  l'Ëcole  Polytechnique,  et  COHBESODSSE  (Charles 
do).  Professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures.  —  Éléments  de  Géométrie,  conformes 
aun  derniers  programmes  d'enseignement  des  classes  de  troisième,  de 
seconde,  de  rhétorique  et  de  philosophie,  suivis  d'un  Complément  à  l'o- 
sage  des  ÉlêTes  da  Mathématiques  élémentaires  at  de  Mathématiques 
spéciales,  et  de  Notions  sur  te  Lever  des  plans  et  le  Nivellement.  6'  édi- 
tion. ln-8  dexL-6u  pages,  avec  ^85  figures  et  5^3  questions  proposées 

et  exercices;  1898 , 6  fr. 

Ces  Douveaui  Ëlémsiits  de  Géométrie  (qu'il  ne  faut  pas  confnadrc  avec  le 
Traité  dq  Géométrie  des  mêmes  auteurs)  sont  entièrement  conformes  aux  der- 
niers programmes  ofllciels.  Ils  renferment  toutes  les  parties  de  la  Géométrie 
enseignées  successivement  dans  les  établissements  d'instruction  publique,  de- 
puis la  classe  de  troisième  jusqu'à  celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusive- 
nient,  et  sont  destinés  aux  élèves  appelés  à  suivre  ces  diiTèrenu  Cours. 


VILIiIÉ  (E.),  ancien  Ingénieur  des  Mines,  Docteurës  Sciences,  Professeur 
à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille.  ~  Compositiana  d'Analyse,  Ci- 
némaûque.  Mécanique  et  Astronomie,  données  depuis  1869  h  la  Sor- 
bonne  pour  la  Licence  es  Sciences  mal/iémiitiqiies,  suivies  d'ExBRCiCBS 
SUS  LES  VARIABLES  iMAGCNAiBEs.  tuODCéa  et  Solutions.  3  volumes  in-8, 
avec  fig.,  se  vendant  séparément. 

I™  Pahtib:  Compositions  données  depuis  1B69-  In-8;  i885. ...     9  fr. 

Il*  Partie  :  Compositions  données  depuis  i885.  In-8;  1890.    8  fr.  So  c. 

W  VkKtiK:  Compositions  données  depuis  1889.  ln-8;   1898 8  fr. 
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